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MM.  Laisant  et  Le moine  onl  eu  l'idée  de  mettre  en  rapport  scientifique  les 
mathématiciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre.  l'Inter- 
médiaire des  mathemauciens,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
d'autres  articles  que  des  questions  posées  par  les  mathématiciens  à  leurs 
collègues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
leurs  recherches  personnelles,  et  les  réponses  à  ces  questions.  La  Mathématique 
est  si  vaste  maintenant  que  nui  n'en  connaît  complètement  même  une  des 
branches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
premier  ordre,  si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  taudis 
qu'elle  ue  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Cette  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
teurs se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
raient les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  deux,  pour  avoir 
quelques  réponses  dès  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  a  crue  il  qui  a  dépassé  leurs 
espérances  les  plus  optimistes;  la  liste  des  correspondants elTcrlifs  du  journal, 
liste  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
grand  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue, 
car  le  but  et  l'essence  môme  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens  est 
d'être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 
velle que  les  rédacteurs  de  Y  Intermédiaire  n'ont  dû  viser  que  des  débuts 
très  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  que  de  7  francs 
pour  Paris,  S  fr.  5o    pour  la   province  et  les  pays   de  ITnion    postale. 

On  peut  adresser  les  questions  et  communications  soit  à  M.  Laisant,  iM>. 
avenue  Victor-Hugo,  soit  à  M.  Lemoine,  5,  rue  Litlré,  soit  chez  les  éditeurs. 

Chacun  des  tomes  I  et  II  (  180/1  et  irtip)  se  vend 5  fr. 

Le  tome  III  (>fy<3)  se  vend 7  ir . 
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ÉTUDE  GÉNÉRALE  DES  LENTILLES  ÉPAISSES 
AU  MOYEN  DEL  HOMOGRAPHIE; 

Par   M.    àndrk   VICAIRE   («). 


La  plupart  des  propriétés  et  des  formules  qu'on  ren- 
contre dans  la  théorie  élémentaire  des  lentilles  se 
déduisent  immédiatement  et  avec  une  grande  généralité 
de  ce  seul  fait  :  un  point  lumineux  a  pour  image,  dans 
un  dioptre,  un  seul  point  situé  sur  le  même  diamètre 
que  lui  ;  et  deux  points  distincts  ont  pour  images  des 
points  distincts. 

J'établis  directement  cette  proposition,  comme  dans 
tous  les  cours,  en  supposant,  bien  entendu,  l'ouverture 
du  dioptre  très  faible.  D'après  cela,  si  l'on  considère  un 
système  de  dioptres  ayant  leurs  centres  sur  un  même 
axe,  un  point  lumineux  P  situé  sur  l'axe  aura  pour 
limite  un  point  P'  situé  sur  le  même  axe  et  lui  cor- 
respondant homographiquemen  t. 

Soient  À,  A'  deux  points  de  l'axe-,  posons 

AP  =  a-,        \'P'=x'. 
(*)  Admis  le  premier  à  l'KcoIe  Polytechnique  en  1N96. 


(6) 

x  et  a/  sont  liés  par  une  relation  d'homographie 


i  xx'  -h  J3  x  4-  *,'  x'  -h  0  =  o  ; 


faisant  jc7  infini,  on  en  tire 


x  =  —  -  • 
a 


Le  point  F  correspondant  à  cette  valeur  de  x  est 
appeléyb^er.  C'est  le  point  lumineux  dont  l'image  est 
à  l'infini. 

De  même,  pour  x  infini, 

a 

Le  point  F'  correspondant  est  le  second  foyer  :  c'est 
l'image  du  point  situé  à  l'infini. 

D'après  le  principe  du  retour  inverse,  si  les  rayons  se 
propageaient  en  sens  contraire,  F  sérail  l'image  du  point 
à  l'infini  et  F'  aurait  ce  point  pour  image. 

La  formule  générale  prend  une  forme  plus  simple,  si 
Ton  choisit  des  origines  particulières.  Prenons  pour 
A  et  A'  un  point  el  son  image.  Dans  ce  cas, 


La  formule  a  la  forme  bien  connue 

P        Y 

a+-,+-  =0. 

x        x 

Prenons  pour  origines  les  foyers  |î  =  o,  v  =  o;  la 
formule  devient 

(XXX1  +6  =  0, 

forme  de  Newton. 

J'établis  ensuite  l'existence  des  plans  principaux. 

Soit  PI  un  rayon  lumineux  issu  du  point  P  de  l'axe. 
Après  réfraction  dans  les  différents  dioptres  du  système, 
il  sort  suivant  PT.  Les  deux  rayons  se  coupent  en  M. 


(  ;  ) 

PI,  PT  se  correspondent  Iioinographiqucnicnt.  Doue 
quand  PI  tourne  autour  de  P,  en  restant  dans  le  plan 
delà  figure,  le  lieu  de  M  est  une  conique.  Cette  conique 
se  décompose,  car,  lorsque  PI  se  confond  avec  Taxe, 
P T  se  confond  avec  lui.  L'axe  fait  donc  partie  du  lieu. 
Le  reste  du  lieu  est  une  droite  qui,  par  symétrie,  est 
perpendiculaire  à  Taxe.  Dans  l'espace,  c'est  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe.  Ce  plan  est  le  plan  principal 
relatif  au  point  P.  Ou  réserve  d'ordinaire  cette  dénomi- 


nation aux  plans  relatifs  au  foyer  F  et  au  point  à 
l'infini. 

A  un  point  lumineux  correspond  un  seul  plan  prin- 
cipal. Pour  la  réciproque,  deux  cas  seulement  se  pré- 
sentent :  tous  les  points  lumineux  ont  même  plan 
principal  (lentilles  minces);  ou  ils  ont  des  plans  prin- 
cipaux distincts  (lentilles  épaisses). 

Supposons,  eu  ciïet,  que  deux  points  P  et  <p  aient 
même  plan  principal.  Soit  M  un  point  de  ce  plan.  Les 
rayons  PM,  <pM  ressortent  suivant  MP/,  M»'.  Donc, 
M  est  à  lui-même  son  image.  Soit  R  un  troisième  point 
quelconque  pris  sur  l'axe.  Le  rayon  RM  sortira  suivant 
MR7}  M  est  donc  un  point  du  plan  principal  deR;  et  ce 
plan  se  confond  avec  celui  de  P  et  de  cp. 

i°   Cas  des  lentilles  minces.  —  Le  point  où  le  plan 


(8) 
principal  unique  rencontre  Taxe  est  un  point  double  de 
l'homographie  des  points  et  de  leurs  images,  puisque, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  il  est  a  lui-même  son 
image.  Soit  C  l'autre  point  double;  c'est  un  centre 
optique.  En  effet,  soient  CM  un  rayon  incident,  M  le 
point  où  il  rencontre  le  plan  principal.  En  sortant,  il 
doit  passer  par  C  et  par  M  ;  donc,  il  passe  sans  déviation. 

2°  Cas  des  lentilles  épaisses.  —  Soit  ic  le  point  où  le 
plan  principal  de  P  rencontre  l'axe.  P  et  tz  se  corres- 
pondent homographiquement.  Quand  n  s'en  va  à  l'in- 
fini, P  vient  en  un  point  N  qu'on  appelle  point  nodal. 

Tous  les  rayons  passant  par  N  ressort ent  parallè- 
lement à  leur  direction  primitive,  en  passant  par 
l'image  N'  de  N.  N;  est  le  second  point  nodal.  Il  joue  le 
rôle  de  N  quand  la  lumière  se  propage  en  sens  inverse. 

Les  deux  points  doubles  de  l'homographie  considérée 
en  dernier  lieu  sont  les  points  de  Bravais.  Il  est  clair 
qu'ils  sont  à  eux-mêmes  leurs  images. 

On  déduit  aisément  de  ce  qui  précède  les  construc- 
tions usuelles. 


[E5] 

SUB  UNE  QUESTION  DE  LICENCE  H; 

Par  M.  V.  JAMET. 


Etude  de  l'intégrale 


/elaiz—.eîbiz 
Sr—  **> 


(i  )  Énonce-  dans  le  numéro  de  mars  1896,  p.  137. 


(  9  ) 
prise  le  long  du  contour  formé  de  deux  demi- circonfé- 
rences de  rayons  R  et  r,  ayant  l'origine  pour  centre 
commun   et  reliées  par    les  portions  de  l'axe   réel 
quelles  interceptent  entre  elles. 

On  supposera  a  et  b  réels  et  positifs. 

En  faisant  tendre  R  vers  t infini  et  r  i>ers  zéro,  on 
déduira  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


ry 


-sinBj"    . 

--  dx 


(a  et  jî  réels).  (Rennes,  session  de  novembre  1893.) 

1.  Evidemment,  on  doit  supposer  les  deux  demi-cir- 
conférences tracées  de  part  et  d'autre  de  Taxe  réel  ; 
sans  quoi  le  contour  d'intégration  ne  renfermerait  au- 
cun point  critique  de  la  fonction  sous  le  signe  /  >  et 
F  intégra  le  proposée  serait  constamment  nulle. 

2.  Dans  le  cas  contraire,  l'intégrale  aura  la  même 
valeur  que  si  elle  était  calculée  tout  le  long  d'un  cercle 
ayant  pour  centre  l'origine.  Mais  alors  on  voit  qu'elle 
est  égale  à  la  valeur  que  prend,  pour  a  =  o,  la  dérivée, 
par  rapport  a  a,  de  l'intégrale 


/*=-:- 


■ rf3, 


calculée  tout  le  long  d'un  cercle  ayant  a  pour  centre. 
Or  celte  dernière  fonction  est  égale  à 

9.7:/--  1  (e**t*  —  e*bi*)\ 

sa  dérivée,  par  rapport  à  a,  est 


(   io) 
Pour  a  =  o,  elle  devient 

4tt(6  —  a). 
Telle  est  donc  la  valeur  de  l'intégrale  proposée. 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  demi-circon- 
férence de  rayon  R  est  tracée  du  côté  des  j-  positifs  ;  je 
dis  que  si  R  croît  au  delà  de  toute  limite,  la  partie  de 
l'intégrale  proposée  qui  se  rapportera  cette  circonfé- 
rence tend  vers  zéro.  En  effet,  si  l'on  pose 

z  =  x  -hyt  =  R(cos8  -+-  isin  0), 
l'intégrale 


(A) 


fe™iZ  ri- 


calculée  tout  le  long  de  cette  demi-circonférence,  est 
égale  à 

(On  suppose  la  demi-circonférence  parcourue  dans  le 
sens  positif.) 

La  somme  des  modules  de  ses  éléments  est 

(B)  ^   c-*«yd*, 

et,  comme  a  et  y  sont  positifs,  le  facteur  e  2a.r  ne  dé- 
passe jamais  l'unité.  Donc  l'expression  (B)  est  infé- 
rieure à 

R 
et  ~  est,  a  fortiori,  supérieure   au  module   de  l'inté- 
grale (A).  De  même  l'intégrale 

Miz 


J^rdz^ 


(  •■  ) 

calculée  toul  le  long  de  la  même  demi -circonférence,  a 
un  module  inférieur  à  ~>  et  enfin,  l'intégrale 


/'■ 


dz, 


calculée  tout  le  long  du   même  contour,   a  un  module 
inférieur  a  -p-«  c.   q.   f.   i>. 

i.  Je  suppose  maintenant  la  demi-circonférence  de 
rayon  r  parcourue  dans  le  sens  négatif  et  je  me  propose 
de  calculer  la  limite  vers  laquelle  tend  l'intégrale  pro-. 
posée,  calculée  toul  le  long  de  cette  demi-circonférence, 
(juand  r  tend   vers  zéro.   A  cet  effet,  j'observe  que  la 

fonction  sous  le  signe    /  est  égale  à 


2{?.i)p 
— 7. 


a  i  — —  H-  >. V zp. 


j.2.3. . .  p-h  _ 

La  série  écrite  sous  le  signe  \^  est  uniformément  con- 
vergente, quand  le  module  de  z  varie  de  o  à  un  nombre  p, 
qu'on  peut  supposer  supérieur  à  r.  De  plus,  si  dans  le 
terme  général  on  remplace  z  par  re01,  et  qu'on  intègre 
terme  à  terme,  en  faisant  varier  8  de  ir  à  arc,  on  trouve 
une  série  convergente,  car  son  terme  général  est 

i .  •>. .  3 . . .  p  -+-  i  Jn 

et  le  module  de  ce  terme  est  inférieur  au  terme  général 
d'une  série  convergente,  savoir 

ïP+tiaP-*-*  —  bf'-*-*) 
- : J  rp+*. 

1  .  2 . 3 . . .  p  -+-  2 

Donc  la  série  écrite  sous  Je  signe  N  donne  lieu  à  une 


(  «o 

intégrale  égale  à  la  somme  d'une  série  convergente, 
s'annulant  avec  i\  Seul,  le  terme  en  dehors  du  signe  ^ 
donne  lieu  à  une  intégrale  différente  de  zéro,   savoir 

—  2  /       (a  —  b)dQ  =  >.TAb  —  a). 

*<  n 

D.   Il  en  résulte  que  l'intégrale  proposée,  calculée  le 
long  des  deux  segments  CD,  AB,  qui  relient  entre  elles 


o\       /a 


les  >deux  demi-circonférences  données,  tend  vers  une 
limite  égale  à  l'excès  de  l'intégrale  totale  4 ~{b  —  «)• 
Donc,  en  faisant  varier  x  par  des  valeurs  réelles,  on 
trouvera 

r>~*~  *  e\aix ç\Mx 

!         _ clx  —  ïr.ib  —  a) 

et  par  conséquent 

C  +  "  cos  :>.  ax  —  cos  i  bx   .  , . 

(c)  I         — ax  —  i-(b  —  a  ), 


xz 


'  sin  vax  —  sin  'xbx 


dx  =  o. 


Or  la  formule  (c)  se  transforme  comme  il  suit 

/^"s'inyb  —  a)x  sin  (b  -h  a)  x   ,  ,, 

— -^ï  -^— '—  dr^r.yb-a). 

Si  l'on  suppose  b  >  a,  on  pourra  conclure  (jneact  [3 


(  i3) 
étant  positifs  l'un  et  l'autre,  mais  a  étant  <  ïï, 

/  +  "  sina#  sin  3x 
_.  — * — =7~- 

Si  A  est  inférieur  à  a,  on  pourra  conclure  encore  que, 
si  a  est  négatif  et  (3  positif 


J_m  — i-, — <**  =  « 


Si  a  et  jî  sont  négatifs,  on  posera  a  =  —  a',  ^  =  —  j3', 
et  Ton  trouvera 


sin  xx  sin  $x   ,    _   /*"*""  sin  a' y  sin  $' x 


f    sm3Xj;a^d^=f 


dx  =  tzol'  =  —  Tta, 


a  étant  supposé  <  jî'. 

6.  La  formule  (D)  donne  lieu  à  des  considérations  du 
même  ordre.  Elle  se  transforme  comme  il  suit 


/ 


~*""sin(a  —  b)x  cos(a-f-  6)x  , 

—  dx  =  o. 


D'ailleurs,  dans  l'intégrale 


sinaarcosâx   , 
— !—  dx. 


on  peut  toujours  regarder  (3  comme  positif,  et  l'on  en 
conclut  que  cette  intégrale  est  nulle  pour  tout  système 
de  valeurs  réelles  de  a  et  de  J3. 


[K2e]  [K16b] 

QUELQUES  THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  M.  G.  GALLUGGI, 

Élève  de  l'Université  de  Naples. 


1 .  Si  G  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  n 
points  A,,  A2, ...,  Aw  d'un  cercle  O  (ou  d'une  sphère  O), 


(  '4  ) 

pour  chaque  point  M  de  la  droite  (ou  du  plan)  qui  passe 
par  O  perpendiculairement  à  GA/(i  =  i,  a,  .  . .,  /i), 

Si  j:,  ^'|,  x2  j2,  .  .  . ,  xnyn  sont  les  coordonnées  des 
points  A|,  A2,  ....  Art  rapportés  «  un  système  d'axes 
rectangulaires,  pour  tous  les  points  M(.r,jv)  qui  véri- 
fient la  lelation  (1),  on  a 

n\{x  —  xtf+yy—  y,)*] 

=  (x  -  xxy-  -4-  (y  -K,)*  +  ...-+-(.*•-    J-„)* -4- (7 -.)'„)'-, 

et,  après  les  réductions 

2x(nxl  —  xl—...  —  xn)-*-iy(  ny,  —  y ,  —  >i  — . . .  —yn  ) 

—  (nxj  —  x]  —..*—  x%-+-  nyîi—y\—...—yl)  =  o. 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  droite.  Cette  droite 
passe  évidemment  par  O  et  elle  est  perpendiculaire  à  la 
droite  G  A/  qui  joint  les  deux  points  A/(x„  yi)  et 

G  / jr»  -+-  >^2  -r- . .  .-4-.T/I  ^  yi-*-yt-t-...+-  y„\ 

Par  un  calcul  analogue  ou  démontre  le  théorème  dans 
l'espace. 

Corollaire.  —  Le  cercle  décrit  sur  OG  comme  dia- 
mètre coupe  chaque  droite  G  A/  en  un  point  P,  dont  le 
carré  de  la  distance  à  A/  est  moyenne  ai  Mimétique 
cuire  les  carrés  des  distances  aux  autres  n  —  i  points. 

On  peut  aussi  déduire  ce  corollaire  d'un  théorème 
très  connu  sur  le  cercle  OG,  qui  est  le  lieu  des  points  P 
dont  la  puissance,  par  rapport  au  cercle  O,  est 


--(IWjV  |>a,"-u...  i -PA„    ).       (Laisant.) 
2.    En  particulier,  si}  dans  un  tétraèdre  ABCD,  on 


(   '5) 
conduit  par  le  centre  O  de  la  sphère  circonscrite  le 
plan  perpendiculaire  à  la  médiane  A(i  correspondant 
à   li  face  BCD,  pour   chaque  point   M  de   ce  plan, 
on  a 

On  peut  démontrer  directement  ce  théorème  en  fai- 
sant usage  du  lemme  suivant  :  Si  G'  est  le  centre  de 
gravité  de  la  face  BCD  d'un  tétraèdre  A  BCD  on  a 

(  *)    ÂBS-f-Âôf-*- AU2=  3ÂG*-h  ^(bC^CÎ)*-*-  ÏJBJ). 

11  suffit  d'appliquer  celte  formule  aux  tétraèdres  OBCD, 
MBCD. 

Pour  le  triangle  plan,  on  a  le  théorème  analogue  qui 
se  démontre  très  facilement. 

3.  De  la  formule  (2)  on  peut  aussi  déduire  aisément 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

1  "  Les  tétraèdres  qui  ont  un  sommet  fixe,  le  même 
barycenlre  et  la  somme  des  carrés  des  arêtes  qui  abou- 
tissent au  sommet  fixe  constante,  ont  les  centres  des 
sphères  circonscrites  sur  un  plan  fixe, 

a"  Les  tétraèdres  qui  ont  un  sommet  fixe  A  et  les 
autres  sommets  BCD  sur  une  sphère  O,  de  manière  que 

2      — -ï 1 

AB  -1-  AC  -J-  AD  —  const.,  ont  leurs   barj  centres  sur 

un  plan  fixe. 

Pour  le  triangle  plan,  on  a 

i°  Les  triangles  qui  ont  même  ban  centre,  '*i  som- 
met fixe  et  la  somme  des  carrés  des  côtés  qui  y  con- 
courent constante  ont  les  centres  des  cercles  circonscrits 
sur  une  droite  fixe. 

20  Les  triangles  qui  ont  un  sommet  fixe  A  et  les 
autres  sommets  BC  sur  un  cercle  O,  de  manière  que 


(  -6) 


-1 


AB  -f-  AC  soit  constant,  ont  leurs  barj  centres  sur  une 
droite  fixe. 

Ce  dernier  théorème  est  la  généralisation  d'un  théo- 
rème de  Jamet  (Question  137  du  Mathesis). 

4.  Les  théorèmes  donnés  précédemment  pour  le 
triangle  plan  peuvent  s'étendre  au  triangle  sphérique, 
avec  les  modifications  convenables.  Je  me  limite  à  don- 
ner les  énoncés  : 

i°  Si  dans  un  triangle  sphérique  ABC  on  conduit 
par  le  centre  {sphérique)  O  du  cercle  circonscrit   le 

grand  cercle  perpendiculaire  à  la  médiane  A  G  cor- 
respondant au  côté  BC,  pour  chaque  point  M  de  ce 
grand  cercle  on  a 

cosMA  =  J(cosMB-t-cosMC). 

2°  On  considère  tous  les  triangles  sphériques  ABC 
qui  ont  un  sommet  fixe  et  tels  que 

cosÀB  -+-  cosAC  =  const; 

5i  le  milieu  G  de  BC  est  fixe,  le  lieu  du  centre  sphé- 
rique du  cercle  circonscrit  est  un  grand  cercle  perpen- 
diculaire AG,  et  si  le  centre  sphérique  du  cercle  ci/  - 
conscrit  O  est  fixe,  le  lieu  du  milieu  M  de  BC  est  un 
grand  cercle  perpendiculaire  AU. 

5.  Si  dans  un  tétraèdre  ABCD  on  conduit  les  plans  a , , 
a2î  *3î  a4  perpendiculaires  respectivement  aux  milieux 
des  deux  couples  d'arêtes  opposées  AB,  CD;  AC,  DB, 
les  droites  a,a2,  a3a4  sont  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  MN  qui  joint  les  milieux  des  deux 
autres  arêtes. 


(  '7) 
En   effet,    pour  chaque  point  P   Je  la  droite  a,  a2, 
ou  a 

5        1  --     î         2 

PA  =  PC  ;         PB  =  PD 
ou  bien 

PÂV  PD2  =  Tb  h-  PC* , 
et,  par  conséquent, 

PM*  -4-  ÂM*  --r  ÏÏN*  -+-  BN1  ; 

et  de  même  pour  chaque  point  de  a3at.  Donc  ces  deux 
droites  sont  dans  un  plan  qui  est  le  plan  anliradical 
(plan  symétrique  du  plan  radical  par  rapport  au  milieu 
de  la  centrale)  des  deux  sphères  décrites  sur  AD,  BC 
comme  diamètres.  Ce  plan  passe  par  O,  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  et  si  Ton  observe  que 
lorlhocentre  II  est  le  symétrique  de  O  par  rapport  au 
milieu  de  MM  (barycentre),  on  a  le  théorème  suivant  : 

Dans  tout  tétraèdre,  les  plans  radicaux  des  trois 
couples  de  sphères  décrites  sur  les  trois  couples  d'arêtes 
opposées  comme  diamètres  se  coupent  en  un  point  H 
t/uiest  l orthocentre  du  tétraèdre. 

En  appliquant  ce  théorème,  on  trouve  que  si  un  té- 
traèdre est  tel  qu'il  existe  un  point  d'égale  puissance  par 
rapport  aux  six  sphères  décrites  sur  les  arêtes  comme 
diamètres,  le  tétraèdre  est  orthologique  et  le  point  est 
son  ortliocentre.  La  réciproque  est  presque  évidente. 

6.  Des  considérations  analogues  à  celles  du  numéro 
précédent  conduisent,  pour  le  quadrangle  plan,  au 
théorème  suivant  : 

Si  A',  B',  C\  D' sont  les  centres  des  cercles  circonscrits 
aux  triangles  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  d'un  quadrangle 
ABCD,  les  côtés  du  triangle  diagonal  du  quadrangle 
Ann.  de  Matliémat.,  3*  série,  t.  XVI.  (Janvier  1897.)  2 


(  i8) 
A'B'C'D'  sont  perpendiculaires  aux  médianes  du  qua- 
drangle  ABCD  (droites  qui  joignent  les  milieux  de 
deux  côtés  opposés). 

On  a  le  même  théorème  pour  le  quadrangle  sphé- 
rique. 


LICENCE  ES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


SESSION  DE  JUILLET  1896.  -  COMPOSITIONS. 


Paris. 

Analyse.  —  I.   On  considère  l'intégrale  curviligne 

JC   (ab'  —  ba')(xdy  —ydx) 
G  {ax  -+-  by)*  +  {a'x  -h  b'yf  ' 

prise  dans  le  sens  positif  le  long  d'une  courbe  C,  e/z- 
tourant  l'origine  et  ou  a,  i,  a',  V  désignent  des  con- 
stantes réelles. 

Montrer  que  la  valeur  de  cette  intégrale  ne  dépend 
pas  de  la  courbe  C,  et  trouver  cette  valeur. 

L'expression  à  intégrer  est  la  différentielle  totale  de 

la  fonction 

a'x  -h  b'y 

arc  tane ~-  9 

0  ax  h-  by 

qui  ne  dépend  visiblement  que  de  la  seule  variable  y  \x. 
Si  donc  on  pose  x  =  rcosO,^=  rsinô,  l'intégrale  cher- 
chée J  aura  pour  valeur  la  variation  qu'éprouve  la  fonc- 
tion 

/  a'cosO  -h&'siiiBX 

arc  tang  u         [u  — .    .    ft   I  > 

b  \  acosO-t-6sinQ  / 


(  »9) 
quand  8  varie  de  zéro  à  27:.  Or,  cette  fonction  est  crois- 
sante si  ab' —  baf>o,  décroissante  si  ab1 — ia'<o; 
et,  étant  donnée  une  valeur  quelconque  m,  la  fraction  u 
acquiert  cette  valeur  m  pour  deux  angles  9  compris 
entre  zéro  et  27:.  Par  suite,  la  variation  de  arc  langu 
est  égale  à  27:.  Si  donc  ab' —  bii  >•  o,  on  aJ  =  9,^;  si 
aV  —  bar  <  o,  on  aJ- —  27:. 


II.  Une  sur/ace  est  rapportée  à  trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires,  et  les  coordonnées  x,j,z  d'un 
point  variable  de  cette  surface  sont  exprimées  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres  u  et  v.  On  suppose,  de  plus, 
que  l'on  a  identiquement 


l" 


il) 


f)x  dx 
du  dv 

dy  dy 
du  ôv 

dz   dz 
du  dv 

dx 

dy 

dz 

dû 

du 

du 

dx 

dy 

dz 

dv 

dv 

dv 

d*x 

d*Y 

d*z 

dudv 

dudv 

du  dv 

i°  On  démontrera  que  les  lignes  de  courbure  de  cette 
surface  sont  données  par  les  équations 

u  =  const.,         v  —  const. 

20  Dans  le  cas  particulier  oà  x  =  u,  trouver  les  ex- 
pressions générales  des  fonctions  y  et  z  de  u  et  v,  satis- 
faisant aux  équations  (1)  et  (2). 

L'équation  (1)  exprime  que  le  réseau  formé  par  les 
courbes  u  =  const.,  v  =  const.  est  orthogonal  ;  l'équa- 
tion (2)  exprime  que  ce  réseau  est  conjugué.  Il  est  donc 
constitué  par  les  ligues  de  courbure. 

Quand  x=u,  l'intégration  de  l'équation  (2)  donne 


(    20) 

d'abord 

<»>        ***•*— 

Substituant   dans  (i),   simplifiant    et  intégrant,   on 
Irouve 

(4)  y  =  \lZ  +  Vt. 

Portant  y  dans  (3)  et  intégrant,  on  obtient 

V, 


(5) 


J/i-t-Vf 


Dans  ces  diverses  formules,  \\  et  V,  sont  des  fonc- 
tions arbitraires  de  y,  et  U  est  une  fonction  arbitraire 
de  u.  Si  Ton  pose 

Vj  =  tangcp,         Vjcosçp'coscp  =  V, 

on  donne  aisément  aux  expressions  de  z  et  j-,  tirées 
de  (5)  et  (4)?  les  formes  suivantes 

z  =  (L  -f-  v  )coscp  —  -j—  sino, 
a© 

^  =  (U-+-V)sino~h  -y-  cos<p, 

ce  qui  permet  de  prendre  pour  ©  le  paramètre  v  lui- 
même.  On  trouve  ainsi  les  surfaces  moulures.  (Froir  le 
Problème  proposé  à  la  Licence  en  juillet  1895,  Nouvelles 
annales,  p.  29-30-,  1896.) 

III.  (Elèves  de  l'Ecole  normale).  —  i°  Intégrer 
l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  dont  la 
normale  reste  tangente  à  une  sphère  donnée, 

'2°  Démontrer  que  l'un  des  systèmes  de  lignes  de 
courbure  se  compose  de  développantes  de  cercle. 

3°  Démontrer  que  les  lignes  de  courbure  du  second 
système  sont  sphériques. 


(    21    ) 

La  question  est  empruntée  à  Monge  (application  de 
l'Analyse  à  la  Géométrie,  art.  XXIII,  De  la  surface 
courbe  dont  toutes  les  normales  sont  tangentes  à  une 
même  sphère).  Nous  engageons  vivement  nos  lecteurs  à 
étudier  le  beau  Chapitre  où  elle  est  résolue. 

Mécanique.  —  I.  Etudier  le  mouvement  d'un  disque 
circulaire  plan,  homogène,  infiniment  mince,  deux 
points  diamétralement  opposés  de  sa  circonférence 
étant  assujettis  à  décrire  respectivement  deux  dî%oites 
rectangulaires  concourantes  Ox  etOz.  On  admet  qu'il 
n'y  a  pas  d'autres  forces  extérieures  que  les  réactions 
des  droites  Ox  et  Oz,  qui  sont  supposées  normales  à 
ces  droites. 

Si  l'on  appelle  <p  l'angle  du  plan  du  disque  avec  le 
plan  zOx,  0  l'angle  de  Os  avec  le  diamètre  dont  les 
extrémités  décrivent  Ox  et  Or,  R  le  rayon  du  disque, 
M  sa  masse,  T  la  force  vive,  on  trouve 


T  =  ^[(5  +  cos»<p)e'«-h?'i], 


en  désignant  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rap- 
port au  temps. 

Le  travail  des  forces  étant  nul,  on  a  d'abord  l'inté- 
grale 

(5  +  cos*<p)8/J-f-<p'*=  const.  =  h        (h  >  o), 


et,  de  plus,  la  dérivée  de  T  par  rapport  à  0  étant  nulle, 

ÔT 
dô' 


/9X 

Tune  des   équations  de  Lagrange   montre  que  -rr,  est 


constant;  d'où 

(5-4-  cos,o)ô,=  const.  =  A. 


Des  intégrales  ainsi  obtenues,  on  déduit 


i/5  -h  cos*  ©  <f© 

rf/  =       _ *_L    _> 

y' 5  A  —  A1  -h  li  cos*  © 


</0  = 


Ado 


y/r>  ■+-  cos*©  /5/t — A* -h  A  cos*  o 

Si  5 7i  —  A2  ]>  o,  $p  varie  toujours  dans  le  même  sens, 
ainsi  que  9. 

Si  5  h  —  A2=o,  ©  tend  vers  ±  -  pour  t  infini; 
0  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 

Si  5  A  —  Aa<  o,  le  plan  du  disque  oscille  de  part  et 
d'autre  du  plan  zOx\  0  varie  toujours  dans  le  même 
sens. 

II.  On  donne  dans  un  plan  deux  droites  O  A,  OA' 
auxquelles  sont  respectivement  tangents  deux  cercles 
égaux  C  et  C  Les  cercles  sont  primitivement  symé- 
triques l'un  de  V autre  par  rapport  à  la  bissectrice  Oz 
de  l'angle  AO A'.  On  fait  rouler  les  cercles  C  et  C  sur 
les  droites  OA,  OA'  avec  la  même  vitesse  angulaire 
constante  co. 

Quelles  sont  les  courbes  liées  invariablement  aux 
cercles  C  et  C  qui,  dans  le  mouvement  relatif  de  ces 
cercles f  roulent  Vune  sur  Vautre  sans  glisser? 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  le  cas  où  les  cercles  C  et  C 
tournent  avec  des  sens  contraires  de  celui  oh  ils  tour- 
nent  dans  le  même  sens.  Qu  an  ive-t-il  dans  ce  der- 
nier cas?  Comment  peut-on  alors  définir  le  mouve- 
ment ? 

i°  Supposons  d'abord  les  rotations  de  sens  contraire; 
les  deux  cercles  resteront  symétriques  par  rapport  à  Oz. 
Le  mouvement  relatif  de  l'un  par  rapport  à  Pautre  sera 
une   rotation   de  vitesse  angulaire   2G>,    autour   de  I, 
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milieu  de  A  A'.  Soient  R  le  rayon  des  deux  cercles,  a  a 
l'angle  AOA',  lî  le  point  de  Oz  situé  h  la  dislance  R 


des  deux  côtés  de  cet  angle.  On  a 

DI  =  OA  sinoc  —  R  cosa 

=  (CB  -h  RoWa)  sinoc  -+-  Rcos*  =  CB  sina. 

Mais  si  Ton  compte  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  C 

est  en  B,  on  aura 

CB  =  Rwf, 
d'où 

DI  =  R  sina.ul. 

Cette  relation  définit  une  développante  du  cercle  de 
rayon  Rsina  =  CD.  La  base  sur  laquelle  roule  le  lieu 
du  point  I  est  une  courbe  égale  à  celle-ci  ;  elles  restent 
symétriques  par  rapport  à  Oz. 

a°  Si  les  rotations  des  deux  cercles  sont  de  même 
sens,  elles  équivalent  pour  le  mouvement  relatif  à  une 
translation  perpendiculaire  à  AA'  et  de  vitesse  constam- 
ment croissante  w.  AA'. 

III.  (Élèves  de  l'École  normale).  Un  cylindre  de 
révolution  homogène,  pesant,  de  masse  m  est  couché 
sur  un  plan  horizontal  ÇOrn  sur  lequel  il  peut  glisser 
sans  frottement  ;  suivant  l'axe  de  ce  cylindre  est  percé 
un  canal  de  section  infiniment  petite,  dans  lequel  se 
trouve  un  point  pesant  de  même  masse  m,  pouvant 


(  M  ) 

glisser  sans  f roi  tentent  le  long  du  canal.  Étudier  le 
mouvement  du  système  en  supposant  le  cylindre  lancé 
sur  le  plan. 

IV.  (Elèves  de  l'Ecole  .normale).  Soient  M  un  point 
d'une  figure  plane  invariable,  M' le  centre  de  courbure 
de  sa  trajectoire,  I  le  centre  instantané  de  rotation. 
Rappeler  la  démonstration  de  ce  Théorème  classique  : 

L 'axe  radical  du  cercle  de  centre  M  et  de  raj  on  MI 
et  du  cercle  décrit  sur  MM'  comme  diamètre  passe  par 
un  point  K'  qui  est  fixe,  c'est-à-dire  indépendant  du 
point  M  choisi  ;  de  plus,  ce  point  K  est  situé  sur  la  nor- 
male commune  aux  deux  roulettes  fixe  et  mobile. 

Appliquer  cette  proposition  au  problème  suivant  : 

Une  tige  AB  s'articule  en  un  de  ses  points  C  à  l'ex- 
trémité d'une  manivelle  OC,  qui  est  libre  de  tourner 
autour  de  son   autre   extrémité  O.    On  assujettit   le 


point  A  à  décrire  une  courbe  a;  le  point  B  en  décrit 
une  autre  j3. 

i°  Connaissant  la  normale  à  la  courbe  cl,  construire 
le  centre  instantané  I  de  la  tige  AB,  la  normale  à  la 
courbe  (3  et  le  point  où  la  lige  A  B  touche  son  enve- 
loppe. 

2°  Connaissant  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  a. 
construire  la  normale  aux  deux  courbes  roulettes  ainsi 
que  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  {3  et  la  courbe 
de  la  droite  A  B. 

Epreuves  pratiques.  —  I.  On  donne  les  trois  angles 


(  25  ) 
(l'un  triangle  sphérique 

A  =  ii6M7o'a*,^:        15  —  75no'5i',6;        C  --  70**6' îg*, a. 

On  demande  :  \°  de  calculer  les  trois  côtés;  20  quelle 
variation  entraînera  sur  le  côté  a  une  variation  de  1" 
sur  l'angle  A. 

II.  (Elèves  i>k  l'Ecole  normale).  Par  deux  étoiles , 
dont  les  coordonnées  équatoriales  sont 

X  rt  ih36-23\n;        iD  ^ -h  2«*°3'5r,6; 
,U'  =  2h33m3G*,8i  ;        c£>' =  h-  1 5° 5'   4',-i, 

0/2  //ii£  passer  un  grand  cercle. 

Déterminer  lJ  ascension  droite  des  nœuds  de  ce  cercle 
avec  Uéquatcur,  et  l  inclinaison  de  son  plan  sur  celui 
de  Véquateur. 

Lille. 

Analyse.  —  I.  Désignant  par  z  une  variable  com- 
plexe, étudier  la  jonction  u  dé  finie  par  l'équation 

u*  —  1  -+-  ^2, 

en  précisant  V influence  du  chemin  décrit  par  la  va- 
riable sur  la  valeur  de  la  fonction. 

Indiquer  ensuite  quelles  sont  les  diverses  détermina- 
tions de  l'intégrale 


r'dz 


lorsque  le  chemin  d'intégration  se  déforme  de  toutes 
les  manières  possibles,  en  supposant  seulement  que  pour 
la  limite  inférieure  z  =  o,  Von  ait  u  .=  H-  1 . 

II.    On  donne  l'hélice  définie,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  les  équations 

m       jrrac'^rosw,        y  =  aemlû  sincu,         z  =  bemtaj 
a,  #»,  &  e/a/i*  froii  constantes, 
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i°  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  l'arc  de  cette 
hélice  et  son  rayon  de  courbure  ; 

2°  Démontrer  que  cette  hélice  appartient  à  un  cône 
de  révolution  dont  elle  coupe  toutes  les  génératrices 
sous  le  même  angle  ; 

3°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  courbure  de  l'hélice, 
le  lieu  du  centre  de  la  sphère  osculatrice  et  la  ligne  de 
striction  de  la  surf  ace  gauche  formée  par  ses  normales 
principales  ; 

4°  Démontrer  que  toute  hélice  dont  l'arc  est  lié  au 
rayon  de  courbure  par  la  relation  trouvée  au  i°  peut 
être  représentée  par  des  équations  de  la  forme  (i). 

La  première  et  la  quatrième  partie  de  la  deuxième 
Question  se  traitent  immédiatement  par  la  Géométrie, 
si  Ton  remarque  que  la  relation  donnée  entre  le  rayon 
de  courbure  et  Tare  entraine  une  relation  analogue  pour 
la  courbe  plane,  section  droite  du  cylindre,  et  si  l'on 
admet  que,  dans  le  plan,  celte  relation  caractérise  la 
spirale  logarithmique.  La  démonstration  analytique  est 
d'ailleurs  toute  pareille  à  celle  que  l'on  donne  de  cette 
dernière  proposition  et  qui  est  bien  connue. 

La  deuxième  Partie  se  traite  aisément  par  le  Calcul  et 
la  Géométrie. 

Pour  la  troisième  Partie,  des  considérations  géomé- 
triques simples  prouvent  que  Ton  doit  trouver  des 
courbes  de  même  nature  que  la  proposée,  et  un  calcul 
facile  en  donne  les  équations. 

Mécanique.  —  I.  i°  Démontrer  le  Théorème  de  Di- 
richlet  sur  la  stabilité  de  l'équilibre,  dans  le  cas  d'un 
point  matériel; 

2°  £  tendre  le  Tliéorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement,  et  celui  des  forces  vives,  au  cas  du  mou- 
vement d'un  système  autour  de  son  centre  de  gravité. 


<»7) 
II.   Un  triangle  é  qui  latéral  ABC,  homogène  et  pe- 
sant, est  mobile  dans  un  plan  vertical.  Il  peut  tourner 


librement  autour  de  son  sommet  A,  qui  est  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  une  horizontale  OX.  On  demande 
d'étudier  son  mouvement  en  négligeant  les  frotte- 
ments. 

Epreuve  pratique.  Calcul  d'astronomie.  —  Etant 
données  lés  longitudes  l,  /'  et  les  latitudes  \  V  de  deux 
positions  de  la  Lune  considérée  à  quelques  jours  d'in- 
tervalle, calculer  l'inclinaison  <p  du  plan  actuel  de 
l'orbite  lunaire  sur  le  plan  de  Vécliptique  et  la  lon- 
gitude 6  de  son  nœud  ascendant. 

Application  : 

l  =    ()3°2o'i4',4,        X  =  i"3r  6*,9, 
/'=  1 46° i -ï 46',  i,        V=  5°   i'45',7. 

Clermont . 

Analyse.  —  I.  Formule  de  Fourier. 

II.  En  chaque  point  M  d'une  surface  e,  on  mène  la 
nonnale  et  la  parallèle  à  Oz  qui  coupent  respective- 
ment le  plan  xOy  aux  points  P  et  Q.  i°  Trouver  les 
surfaces  e  telles  que  l1  aire  du  triangle  POQ  soit  une 
fonction  donnée  de  OM  ;  2°  telles  que  le  volume  du 
tétraèdre  OPQM  soit  proportionnel  à  une  puissance 
de  OM  ;  -valeur  de  l'exposant  de  cette  puissance  pour 
que  V intégration  puisse  s'effectuer  complètement. 


(a8) 
En  conservant  les  notations  habituelles,  on  trouve, 
pour  les  coordonnées  des  points  P  et  Q,  les  valeurs  sui- 
vantes : 

Coordonnées  de  P x  -+- pz        y  -+-  qz        o 

Coordonnées  de  Q x  y  o 

On  aura  donc 

aire  POQ  —  \  z  (  qx  —  py), 
vol.  MOPQ  =  \z*(qx-py). 

On  est  donc  ramené  aux  équations  linéaires 

(1)  Z    (çx  — py)  =  F  {**  +  ?*+  Z*). 

(2)  z*(qx—py)  r-=  K  O* -h  j* -*-**)/», 

qui  s'intègrent  facilement.  La  deuxième  conduit  à  une 
intégrale  binôme. 

Mécanique.  —  Une  plaque  homogène  pesante  a  la 
forme  d'un  rectangle  ABCD  dont  les  côtés  sont 
BC  =2fl,  AB  =  a&(  o/i  suppose  a^>  b).  Le  centre  de 


gravité  O  de  la  plaque  se  meut  sans  frottement  sur 
une  droite  fixe  /i.  Trouver  le  mouvement  et  la  réaction 
au  point  O. 

Effectuer  complètement  les  calculs  avec  les  vitesses 
initiales  suivantes  : 

Vitesse  de  O  =  zéro. 
La  vitesse  du  milieu  I  de  AB  a  pour  composantes  : 
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Suivant  OJ,    v0  —  ;  suivant  la  normale  à  la 

/a»  h- 6* 

plaque,  u0. 

La  vitesse  initiale  du  milieu  J  de  AI)  a  pour  com- 
posantes : 

Suivant    01,     — v0  -  .-  --=—  ;   suivant   la   normale. 

t'o ^ 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  le  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  une  droite. 

Le  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité  est 
un  mouvement  à  la  Poinsot. 

Les  données  initiales  sont  choisies  de  telle  sorte  que 
l'intégration  puisse  se  faire  sans  fonctions  elliptiques. 

Astronomie.  —  Démonstration  succincte  des  for- 
mules données  par  la  Connaissance  des  Temps  pour  le 
Calcul  des  Occultations,  application  à  ^occultation 
de  7[  du  Taureau  le  j  janvier  i8p5,  au  Puy-de-Dôme. 
Première  approximation  à  trois  décimales .  S}il  reste 
du  temps,  deuxième  approximation  ;  calcul  de  l'heure 
locale  de  l'éniersion ,  suivi  des  calculs  à  i°  près  de 
l  angle  au  pôle  P  et  de  l'angle  au  zénith  Z. 

Bordeaux. 

Analyse.  —  I.  Déterminer  une  courbe  telle  que  le 
rayon  de  courbure,  en  un  point  quelconque  M  de  la 
courbe,  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  portion 
de  normale  comprise  entre  ce  point  et  une  droite 
donnée  Oj. 

Ramener  la  recherche  à  une  quadrature  et  indiquer 
dans  quel  cas  cette  quadrature  peut  être  effectuée  en 
termes  finis. 


(  3o) 
II.  Intégrer,  à  laide  des  développements  on  séries, 
l'équation  différentielle 

lorsque  p  est  un  nombre  entier  positif,  égal  ou  supé- 
rieur à  3. 

Quelles  sont  les  particularités  qui  se  présentent 
lorsque  p  est  égal  à  2,  à  1,  à  o. 

Mécanique.  —  I.  Mouvement  d'un  point  pesant, 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  le  paraboloïde 
représenté  en  coordonnées  rectangulaires  [axe  des  z 
verticalement  ascendant)  par  l'équation 

[A  et  B  étant  deux  constantes  quelconques). 

On  rapportera  la  surface  à  des  coordonnées  ellip- 
tiques, en  la  coupant  par  les  paraboloïdes  homofocaux , 
dont  l'équation  générale  est 


•?.z-h\  =0. 


A  — X       B-X 

II.  Un  cylindre  circulaire  droit,  dont  le  rayon 
de  base  est  a  et  la  hauteur  //,  est  rempli  d'eau  et  posé 
sur  un  plan  horizontal.  On  fait  tourner  ce  plan  au- 
tour  d'un  diamètre  de  la  base  du  cylindre  et  l'on 
suppose  que  le  vase  ne  glisse  pas. 

On  demande  :  i°  de  trouver  le  lieu  géométrique  du 
centre  de  gravité  du  liquide  qui  reste  dans  le  vase 
lorsque  le  plan  s'incline  graduellement  ;  20  de  déter- 
miner, en  négligeant  la  masse  du  vase,  l'angle  mini- 
mum que  doit  faire  le  plan  avec  le  plan  horizontal, 
pour  que  le  vase  tombe. 


(3.  ) 
Astronomie.  —  Calculer,  pour  la  latitude  de  Bor- 
deaux ('f  =  44°5o'7",si),  les  azimuts  du  coucher  du 
Soleil  les  21  juin,  21  juillet,  21  août,  21  septembre, 
*\  octobre,  21  novembre  et  21  décembre  1896. 


CONCOURS  D'AGREGATION  DE  1896. 
PROBLÈME  DE  SPÉCIALES; 

Solution  par  un  «  Correspondant  »  des  Nouvelles  Annales. 


Etant  donnés,  en  coordonnées  rectangulaires,  l'el- 
lipsoïde 

x*       v*       z* 
a*        b*        c* 

et  la  sphère  concentrique 

**•*  -+-  y*  •+-  **  —  R*  =  o, 

on  prend  les  plans  polaires  d'un  même  point  M  par 
rapport  à  ces  deux  surfaces.  Ces  plans  se  coupent  sui- 
vant une  droite  A. 

i°  On  demande  quel  lieu  S  engendre  la  droite  A 
quand  le  point  M  décrit  une  droite  quelconque  D  de 
V  espace. 

20  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  M  pour  que  la 
droite  A  passe  par  un  point  fixe  P?  Quel  est  le  degré 
du  cône  décrit  par  la  droite  A  ? 

3°  On  demande  quelle  relation  géométrique  doit 
exister  entre  deux  points  M,  M'  pour  que  les  droites 
correspondantes  A,  A'  se  coupent. 

4°  Quel  lieu  Y  doit  décrire  le  point  M  pour  que  la 
droite  A  demeure  dans  un  plan  fixe  II, 

ux  -h  vy  -+-  wz  -+-/>  =  o. 


(   3a  ) 

Les  coordonnées  du  point  M  s'expriment  alors 
rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre. 

Trouver  V enveloppe  E  de  la  droite  A  dans  le  plan  II. 

5°  Quel  est  le  lieu  de  cette  enveloppe  quand  le  plan  Y\ 
se  meut  parallèlement  à  lui-même? 

6°  D'après  la  quatrième  partie,  à  tout  plan  II  se 
trouve  attachée  une  ligne  T,  qui  est  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  la  droite  A  correspondante  se  trouve  dans 
le  plan  II  et,  dans  ce  plan,  ces  droites  A  enveloppent 
une  certaine  courbe  E.  On  suppose  maintenant  qu'un 
point  M  décrive  le  plan  II  :  montrer  que  la  droite  A 
correspondante  s'appuie  constamment  en  deux  points 
sur  la  ligne  T  et  que,  réciproquement,  toute  corde  de  Y 
correspond  à  un  point  AI  du  plan  II. 

7°  Quel  lieu  décrit  A  quand  le  point  M  se  déplace 
sur  une  tangente  de  la  ligne  E,  ou  bien  quand  le 
point.  AI  se  meut  sur  la  ligne  E  elle-même? 

Considérations  géométriques.  —  Etant  données  deux 
quadriques,  soît  T  leur  tétraèdre  conjugué  commun  de 
sommets  A,  B,  C,  I),  les  plans  polaires  d'un  point  M  se 
coupent  suivant  une  droite  A  qui  est  l'intersection  de 
deux  plans  se  correspondant  liomographîquemcnt;  par 
suite,  l'ensemble  de  ces  droites  A  constitue  un  complexe 
tétraédral  ayant  pour  plans  et  points  singuliers  les  faces 
et  les  sommets  du  tétraèdre  T. 

Remarquons  (pie  les  conjuguées  de  A,  par  rapport 
aux  deux  surfaces,  se  coupent  en  AI,  et  réciproquement 
toute  droite  dont  les  polaires  se  coupent  est  l'intersec- 
tion des  plans  polaires  du  point  de  rencontre  de  ces 
conjuguées.  De  plus,  la  droite  joignant  les  pôles  d'un 
plan  Q  par  rapport  aux  deux  surfaces  a  des  conjuguées 
se  coupant  dans  ce  plan  Q  et  fait  partie  du  complexe,  et 
réciproquement  toute  droite  A  de  ce  complexe  contient 
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les  polos  du  plan  déterminé  par  ses  deux  conjuguées; 
on  peut  doue  dire  que  le  complexe  est  dédui  de  l'une 
des  trois  manières  suivantes,  qui  sont  équivalentes  : 
c'est  l'ensemble  des  intersections  des  plans  polaires  d'un 
point  variable,  l'ensemble  des  droites  joignant  les  pôles 
d'un  plan  variable,  et  l'ensemble  des  droites  dont  les 
polaires  se  coupent.  (Pair  Schrotter,  Journal  de 
Crelle,  t.  77;  Reye,  Géométrie  de  position,  IIe  Vo- 
lume, p.  109.) 

Quand  le  point  M  décrit  une  droite  quelconque  D  de 
l'espace,  A  engendre  une  surface  réglée  du  second  ordre, 
car  elle  est  l'intersection  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques  de  plans  ayant  pour  axes  les  conjuguées  de  D; 
pour  que  celte  surface  soit  un  cône,  il  faut  et  il  suffit 
que  ces  conjuguées  se  coupent,  par  conséquent  que  D 
fasse  partie  du  complexe;  le  cône  est  alors  du  second 
ordre.  Pour  que  les  droites  A,  A'  relatives  à  deux 
points  M  et  M'  se  coupent,  il  faut  et  il  sufGt  que  les 
quatre  plans  polaires  de  ces  deux  points  passent  par  un 
même  point,  ou  que  les  conjuguées  de  M  et  M'  se  cou- 
pent, par  suite  que  MM'  fasse  partie  du  complexe. 

Les  droites  A,  situées  dans  un  plan  ~,  enveloppent  la 
courbe  E  du  complexe  de  ce  plan,  courbe  qui  est  tan- 
gente aux  quatre  faces  du  tétraèdre  T;  on  sait  que  si  n 
tourne  autour  d'une  droite  située  dans  le  plan  d'une 
face,  le  lieu  de  ces  courbes  E  est  un  cône  ayant  pour 
sommet  le  sommet  du  tétraèdre  opposé  à  la  face  consi- 
dérée. 

Pour  trouver  le  lieu  des  points  M  relatifs  aux  droites  A 
du  plan  7t,  remarquons  que  les  conjuguées  de  toutes  les 
droites  de  ce  plan,  par  rapport  aux  deux  surfaces,  dé- 
crivent deux  gerbes  homographie] ucs  autour  des  pôles 
p  et  pi  de  ce  plan  \  celles  qui  se  rencontrent  correspon- 
dent aux  droites  A  du  complexe,  et  l'on  sait  que  le  lieu 
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de  leurs  points  de  rencontre  est  une  cubique  gauche 
passant  par  p  et  //;  cette  cubique  est  identique  au  lieu 
des  pôles  du  plan  i:  par  rapport  aux  surfaces  du  faisceau 
ponctuel  déterminé  par  les  deux  quadriques  données, 
et  passe  par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre  T. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M  se  déplace 
dans  le  plan  tc;  soient  A,  et  A2  les  tangentes  issues  de 
ce  point  à  la  courbe  E  ;  d'après  la  propriété  des  pôles  et 
des  plans  polaires,  la  droite  A  relative  à  M  doit  contenir 
les  deux  points  M<  ctM2  relatifs  à  A,  et  A2;  c'est  donc 
une  droite  s'appuya  ni  sur  la  cubique  en  ces  deux  points 
M,,  M2,  et  réciproquement  à  une  corde  Mf  M2  corres- 
pond l'intersection  M  de  A<  et  A2.  Si  M  décrit  A,,  A  dé- 
crit le  cône  s'appuyant  sur  la  cubique  et  ayant  pour 
sommet  M,.  Si  M  est  sur  la  courbe  E,  M,  et  M2  sont 
confondus,  et  A  est  une  tangente  à  la  cubique;  lorsque 
M  décrit  la  courbe  E,  A  engendre  la  développable  de 
quatrième  ordre  formée  par  les  tangentes  à  la  cubique. 


SOLUTION    ANALYTIQUE. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M, 


i 


-h 

7>« 

-h 

Zz 

X.r 

-+- 

-4- 

Zz 

(A) 


les  équations  de  la  droite  A  correspondante;  nous  dési- 
gnons le  rayon  de  la  sphère  par  r  pour  éviter  les  con- 
fusions de  notation  dans  ce  qui  suit. 

Remarquons  immédiatement  que  si  la  droite  A  passe 
par  un  point  a,  (3,  y»  'a  droite  relative  à  ce  dernier 
point  passe  par  le  point  M. 
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Les  coordonnées  radiales  de  A  sont 

c  =  3(r«-i)'     R=7ï:(i_5î); 

par  suite,  cette  droite    appartient  au  complexe  télrac- 
dral 


(T) 


(i*i)(i*5i)»*(p*i)(i+i)"» 


Si  le  point  M  décrit  la  droite  D  définie  par  les  équa- 
tions 


-'   --    I  +  x    '      '  ~ 

i  +  X     '         -"      i-hX 

e  lieu  de  A  est  la  surface 

Xx0          Vjr0          Zz0 

a*           6*    "*"    c* 

ri            r»           r» 

X*i  _^  vri      z*.        - 

<i*           6«           c» 

Xa?i        Yv,        Zz, 
rt     ^    rt     ^    rt 

ou,  en  désignant  par  A0,  B0,  C0,  P0>  Qo?  Ro  les  coor- 
données de  D, 

2Xi-i)*Z"-(£-iH 

elle  admet,  comme  second  système  de  génératrices,  les 
polaires  de  D  par  rapport  aux  surfaces  du  faisceau  ponc- 
tuel déterminé  par  l'ellipsoïde  et  la  sphère. 

Les  droites  A  qui  passent  par  un  point  P  décrivent  le 
cône  du  complexe  relatif  à  ce  point*,  les  points  M  cor- 
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respontlants  décrivent  la  droite  A  relative  à  P,  d'après 
la  remarque  faite  précédemment. 

Pour  que  les  droites  AA',  relatives  à  deux  points 
M(x,y,  z)  et  M^x'jj/,  z'),  se  coupent,  il  faut  et  il  suf- 
fi l  que  le  déterminant 


X 

a* 

y 

X 

y 

x' 

y 

â* 

)>» 

x' 
7* 

soit  nul,  et  cette  condition  développée  exprime  que  la 
droite  MM'  fait  partie  du  complexe  T;  c'est  aussi  la 
condition  pour  que  la  surface  réglée  relative  à  la  droite 
MM'  soit  un  cône. 

Pour  que  la  droite  A  soit  située  dans  un  plan  ic  de 
coordonnées  u,  t>,  *v,  p,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse 
mettre  l'équation  de  ce  plan  sous  la  forme 


Xx 


Yr     z* 


nous  écrirons  pour  simplifier 


i         i 
ô*  ~~  7*  = 

nous  aurons 


a* 
alors 


_i  __  _L  _  Ê!  j _L_YS 


u        x 


-$  =  %(*+&*>, 


■FI*), 
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d'où 

u       r*  v        r%  w        r* 

x= -,         y  = —  ,         z= -• 

p  i  -h  fia*  '  p  i  -h  pfJ1  p   1  -+-  jjrç 

Ces  équations  définissent,  quand  jji  varie,  le  lieu  du 
point  M;  c'est  une  cubique  T  passant  par  l'origine  et 
par  les  points  à  l'infini  sur  les  axes;  réciproquement,  la 
droite  A  relative  à  un  point  de  cette  cubique  est  située 
dans  le  plan  iz. 

Le  plan  passant  par  A  et  par  l'origine  a  pour  équa- 
tion 

Xara*  -+-  Xy§*  -+-  Zzy*  =  », 

ou,  en  remplaçant  x,  y,  z  par  les  valeurs  précédentes, 

wa*X  i>8*Y  my«Z 

H C_       H ! =  0  ; 

i  -h  lia1        i  -h  tij}*        i  -h  fxy 

les  coordonnées  U,  V,  W  de  ce  plan  sont  proportion- 
nelles aux  coefficients  de  X,  Y,  Z  et  satisfont,  quand  jji 
varie,  à  l'équation 


oubi 


en 


f    U      Ua»      «a* 

V      Vp*      t>?' 

—  o, 

W     W-y*     wy« 

SaVWa»(p«  —  y1) 

=  o; 

c'est  l'équation  de  la  trace  sur  le  plan  de  l'infini  du  cône 
ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  directrice  la 
courbe  E  du  complexe  ;  on  voit  que  cette  courbe  est  une 
parabole  tangente  aux  trois  plans  de  coordonnées; 
comme  l'équation  est  indépendante  de  /?,  on  voit  que 
le  cône  précédent  est  le  lieu  de  la  courbe  E  quand  le 
plan  t:  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M  soit  situé  dans 
le  plan  «;   en  écrivant  qu'il  est  sur  une  droite  A  de  ce 
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plan,  on  forme  l'équation 

-,    .  u  a*  x  ^8Jr  w  y2  z 

cette  équation  du  second  degré  a  deux  racines  que  nous 
appellerons  [i.,  et  |x2;  elles  définissent  deux  droites  A, 
et  A2  passant  par  M  et  tangentes  à  E;  elles  déterminent 
aussi  deux  points  M,  et  M2  relatifs  à  ces  tangentes  et 
situés  sur  la  cubique  T.  D'après  la  remarque  faite  au  dé- 
but, la  droite  A  relative  au  point  M  commun  à  A,  et  A2 
passe  par  les  d**ux  points  M<  et  M2  et  est  une  corde  de 
la  cubique-,  réciproquement,  toute  droite  joignant  deux 
points  M<  et  M2  de  cette  courbe  est  une  droite  A  relative 
au  point  commun  aux  deux  droites  A,  et  A2,  relatives  à 
Mi  et  M2,  et  ce  point  appartient  au  plan  n. 

En  identifiant  f(p)  avec  la  fraction  rationnelle 

(ux-hvy  -4-  <P3)q»|3»Y«(iA  —  ejli)(jjl—  jjl2) 

décomposée  en  fractions  simples,  et  remarquant  que 
le  premier  facteur  du  numérateur  est  égal  à  — /?,  on 
obtient  les  valeurs  de  x,  y,  z  en  fonction  de  fx<  et 
de  [a2, 

u  (a*  —  f**)(a*  —  y*)        ' 

/>T*g»0-+-[*.p»)(i-+-H^*) 
J  v         (p*-Yi>(pi-ai)       ' 

==_£  «8pt(i  +  ix1Yî)(i-h{JL2Y2). 
w,         CTa  —  «^)CYa —  P2>       ' 

c'est  une  représentation  des  coordonnées  des  points  du 
plan  7t  dans  laquelle  les  droites  A,  et  A2  sont  mises  en 
évidence;  si  l'on  suppose  [x2  =  u,,,  on  obtient  les  coor- 
données des  points  de  la  courbe  E. 

Les  équations  de  la  droite  A  relative  à   un  point  M 
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peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 

X***-+-  Yjp*  -+-  Zs/*  =  o, 
ou  bien,  eu  introduisant  les  paramètres  jjl*  et  [x2, 

•^  X  (i  -+-  fit  a'  )  (  i  -h  ;ju  a8  )  _ 
^  Î7     <^a*  — [**)(**  — 7*  >      ~~  ° 

Si  le  point  M  se  déplace  sur  la  tangente  At  à  E,  jx, 
reste  constant,  et  Ton  obtient  le  lieu  de  la  droite  A  en 
éliminant  (jl2  entre  les  équations  précédentes;  en  po- 
ssmt 

j^  u   a2(*J—  £-;(«*  —  Y*> 

L  =  Y  -  -  *' 

iiu   (a2—  {^m»*  — Y1)' 

M: 


[=y  ï *i^ 


on  peut  les  écrire 

r* 

h  H  ■+-  (ji|  -+-  ;xï)  K  -h  HiHj  L  =  o, 

K  -+-  (  jai  -+■  jjlj)  L  H-  jjti  (Jtt  M  =  o, 
et  rélîmination  de  |i.2  donne  l'équation 

(K-hjijL)»  —  (L-hïi,M)(—  -hHh-^k)  =  <>, 

qui  représente  un  cône  ayant  pour  sommet  M,  et  pour 
directrice  la  cubique  T.  Si  M  est  sur  la  courbe  E,  on  a 
jjl,  =  |x2,  et  le  lieu  de  A  s'obtient  en  éliminant  [x(  entre 
les  équations  précédentes  où  fjta  a  été  remplacé  par  {jl«  ; 
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son  équation  est 


(KL  —  MH-M  — y~4(L»~KM)/Kï  — HL  — L  £\  =o; 

ce  lieu  n'est  autre  que  la  développable  formée  par  les 
tangentes  successives  à  la  cubique  T. 


VARIÉTÉS. 


Le  nouveau  programme  d'admission  à  l'École 
Polytechnique. 

Il  y  a  deux  manières  de  concevoir  l'élaboration  d'un 
programme.  On  peut  le  développer  longuement,  donner 
en  détail  les  matières  qui  le  composent,  ou  bien,  au 
contraire,  se  borner  à  de  larges  indications.  Dans  les 
deux  cas,  une  très  grande  part  d'interprétation  reste  aux 
mains  des  examinateurs  qui  auront  à  l'appliquer,  et  il 
n'en  peut  être  autrement. 

Quoi  qu'il  en  soit,  malgré  le  soin  qu'on  y  apporte, 
un  programme  est  toujours  une  œuvre  imparfaite  et 
incomplète,  car  on  ne  peut  tout  prévoir.  La  seconde 
nié  il  iode  nous  semblerait  donc  préférable,  sauf  à  corriger 
le  trop  grand  laconisme  par  quelques  explications  sug- 
gérées par  la  mise  en  pratique;  il  faut  avoir  confiance 
dans  le  jugement  des  examinateurs  et  dans  celui  des 
professeurs  appelés  à  préparer  les  candidats.  Sinon, 
aucun  programme  n'apportera  d'amélioration  aux  im- 
perfections qu'on  aura  pu  constater. 

Mais,  lorsque  sous  une  forme  ou  sous  une  autre,  le 
programme  d'admission,  pour  un  concours  tel  que  celui 
de  l'Ecole  Polytechnique,  a  été  arrêté  daus  ses  grandes 
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ligues,  on  devrait  le  respecter,  n'y  apporter  que  de  1res 
légères  retouches  d'année  en  année,  en  le  faisant  béné- 
ficier seulement  des  progrès  scientifiques  accomplis. 
C'est  un  édîûce  à  entretenir,  à  réparer,  qu'on  peut 
agrandir  au  besoin,  mais  qu'il  faut  se  garder  de  démolir 
trop  souvent  pour  le  reconstruire  en  entier.  Il  ne  semble 
pas,  malheureusement,  qu'on  se  soit  inspiré  de  celte 
méthode  progressive  depuis  une  vingtaine  d'années,  et 
notamment  dans  le  nouveau  programme  du  24  juil- 
let 1896,  actuellement  en  vigueur,  et  que  nous  avons  à 
étudier  aujourd'hui. 

Il  nous  sera  permis  de  le  faire,  eu  y  apportant,  avec 
toute  la  réserve  possible  dans  la  forme,  la  plus  entière 
franchise  dans  l'expression  de  notre  pensée. 

Ce  programme,  sur  un  point,  a  été  inspiré  par  une 
intention  excellente.  On  avait  cru  reconnaître  que  les 
candidats  ne  possédaient  pas  toujours  suffisamment  les 
éléments  des  Mathématiques,  et  l'on  a  voulu  leur  impo- 
ser uu  peu  d'Arithmétique  et  de  Géométrie.  Nous  allons 
voir  tout  à  l'heure  comment  on  y  est  parvenu.  Puis,  en 
vertu  de  ce  principe  de  compensation  qui  veut  que  toute 
adjonction  soit  accompagnée  de  suppression  pour  ne  pas 
trop  alourdir  la  charge,  il  a  été  pratiqué  dans  le  reste 
des  matières  de  véritables  coupes  sombres,  dont 
quelques-unes  nous  sembleraient  désastreuses  si  ce 
nouveau  système  était  appelé  à  durer,  ce  que  nous  ne 
croyons  pas. 

Le  sujet  comporterait  d'assez  longs  développements; 
mais,  voulant  nous  restreindre,  nous  nous  contenterons 
de  rapides  observations  sur  quelques  points,  en  suivant 
l'ordre  des  matières. 

Arithmétique.  —  Le  texte  est  fort  court,  mais  cepen- 
dant détaillé,  et  l'esprit  du  programme  paraît  être  limi- 
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tatif.  On  commence  à  la  théorie  du  plus  grand  commun 
diviseur;  pas  un  mol  de  la  divisibilité.  Il  n'est  pas 
question  des  propriétés  les  plus  élémentaires  des 
nombres  premiers,  mais  la  décomposition  d'un  nombre 
en  facteurs  premiers  est  explicitement  énoncée,  de  mémo 
que  le  système  métrique.  Il  s'ensuit  qu'un  candidat 
pourrait  se  refuser  légitimement  h  donner  les  caractères 
de  divisibilité  d'un  nombre  par  9  ou  même  par  2,  mais 
qu'il  n'aurait  rien  à  objecter  s'il  se  voyait  repoussé  pour 
ne  pas  connaître  les  dimensions  précises  d'un  litre  en 
métal  ou  le  poids  d'une  pièce  de  20  francs. 

Les  progressions,  le  calcul  des  radicaux,  les  expo- 
sants fractionnaires  figurent  ici.  Est-ce  une  grande 
amélioration  de  ne  pas  avoir  laissé  ces  matières  dans 
l'Algèbre? 

Géométrie.  —  Sur  le  rapport  an  harmonique,  l'invo- 
lution,  l'homographie,  le  programme  reste  muet.  Il  ne 
parle  même  pas  de  la  division  harmonique,  tout  en 
portant  :  «  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle..»  Il 
est  fâcheux  qu'on  n'ait  pas  profilé  de  cette  introduction 
de  la  Géométrie,  que  nous  sommes  loin  de  blâmer,  pour 
y  placer  franchement  les  notions  essentielles  de  Géomé- 
trie moderne  qui  peuvent  être  d'un  secours  si  puissant 
dans  l'élude  des  coniques. 

algèbre.  —  Nous  laissons  de  côté  toute  critique  de 
détail  pour  arriver  au  point  le  plus  grave  :  nous  voulons 
parler  de  la  suppression  de  toutes  notions  sur  les  infini- 
ment petits  et  sur  l'emploi  de  la  notation  différentielle. 
Après  bien  des  efforts  persévérants,  les  mathématiciens 
avaient  obtenu,  depuis  plusieurs  années,  l'introduction 
de  ces  notions,  indispensables  en  ce  qui  concerne  les 
applications., C'est  un  recul  de  plus  de  vingt  ans  qu'on 


(  43  ) 
fait  subir  d'un  coup  à  renseignement  des  Mathéma- 
tiques spéciales.  La  suppression  de  la  décomposition 
des  fractions  rationnelles  et  de  la  belle  formule  d'inter- 
polation de  Lagrange  auraient  dû  suffire  aux  personnes 
qui  croient  alléger  un  programme  d'Algèbre  en  en  extir- 
pant les  idées  les  plus  générales;  et  Ton  trouvera  peu  de 
mathématiciens  pour  se  consoler  du  mauvais  sort  que 
subit  la  notation  de  Leibnitz. 

Trigonométrie.  —  De  même  d'ailleurs  que  dans  l'an- 
cien programme,  on  trouve  ici  :  «  Théorème  des  pro- 
jections ».  Nous  avons  cherché  vainement,  depuis  de 
longues  années,  ce  que  pouvait  être  ce  théorème.  Jadis 
on  disait  :  «  Théorie  des  projections  »  et  Ton  n'avait  pas 
tort,  car  c'est  V ensemble  des  propositions  sur  les  pro- 
jections qui  en  fait  l'intérêt.  Mentionnons  la  disparition 
des  notions,  bien  sommaires  pourtant,  de  Trigonométrie 
sphérique  qu'on  avait  laissé  subsister  jusqu'ici. 

Géométrie  analytique.  —  Le  texte  nouveau  est  sur- 
tout caractérisé  par  un  renversement  bien  significatif. 
On  exposait  antérieurement  les  diverses  théories  géné- 
rales relatives  aux  courbes  planes,  et  l'on  appliquait  ces 
théories  aux  courbes  du  second  degré.  Actuellement,  les 
courbes  du  second  degré  figurent  d'abord,  et  c'est  seule- 
ment après  que  vient  l'élude  des  théories  générales.  Il 
est  juste  de  reconnaître  que  certains  candidats  avaient 
peut-être  une  tendance  exagérée  à  faire  usage  de  théories 
générales  compliquées  pour  résoudre  ïes  problèmes  les 
plus  simples.  Mais  tous  les  problèmes  ne  sont  pas 
simples,  même  dans  l'étude  des  coniques,  et  n'aurait-on 
pas  pu  remédier  à  ce  petit  inconvénient,  autrement  qu'en 
reléguant  après  les  courbes  du  second  degré  des  théories 
qui  comprennent  à  peu  près  toute  la  Géométrie  analy- 
tique ? 
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Mécanique.  —  On  avait  introduit,  depuis  quelques 
années,  dans  le  programme,  la  Cinématique  et  la  Dyna- 
mique du  point,  et  la  Statique  d'un  solide  invariable. 
La  Statique  seule  subsiste,  avec  des  singularités  de  ré- 
daction sur  lesquelles  nous  n'insistons  pas.  On  y  a  joint 
des  notions  sur  l'équilibre  des  machines  simples,  sans 
frottement;  singulière  préparation  pratique  pour  de 
futurs  ingénieurs,  quand  on  réfléchit  que  les  machines 
ne  sont  jamais  en  équilibre  et  que  le  frottement  y  inter- 
vient toujours,  excepté  quand  elles  cessent  de  travailler. 
Par  contre,  le  professeur  de  Physique  devra  donner  aux 
candidats  des  notions  succinctes  de  Mécanique,  en 
•grande  partie  chassées  du  programme  de  Mathéma- 
tiques ;  nous  cherchons  où  peut  être  l'avantage  de  cette 
classification  plaçant  les  notions  succinctes  dont  il  s'agit 
entre  le  vernier  et  le  principe  de  Pascal,  après  l'optique, 
mais  avant  la  chaleur. 

La  Mécanique  est  loin  d'être  une  science  facile  à  en- 
seigner. On  peut  se  demander  très  sérieusement  s'il 
convient  de  l'exiger  des  candidats  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, même  réduite  à  ses  éléments  les  plus  simples. 
Mais  une  fois  la  question  résolue,  il  conviendrait  d'ac- 
cepter nettement  la  solution  par  oui  ou  par  non,  et  de 
ne  pas  déchirer,  en  quelque  sorte,  en  lambeaux  ce  mal- 
heureux enseignement  qui  demanderait  de  l'unité.  Re- 
marquons, du  reste,  qu'en  dépit  du  mot  la  statique  du 
solide  invariable  n'est  pas  de  la  Mécanique;  c'est  une 
sorte  de  Géométrie  particulière.  Ce  qu'il  y  a  de  plus 
regrettable  dans  tout  ceci,  c'est  que  de  tels  bouleverse- 
ments réagissent  d'une  manière  grave  sur  l'enseignement 
de  la  Mécanique  à  l'Ecole  Polytechnique  elle-même. 
Suivant  que  les  élèves  sont  ou  non  en  possession  des 
notions  générales  formant,  en  quelque  sorte,  une  intro- 
duction à  la  Mécanique  rationnelle,  le  rôle  des  profes- 
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seurs  est  tout  différent,  et  le  nombre  des  leçons  doit 
changer.   Un    peu  d'unité   et  de  continuité   serait  un 
bienfait  de  premier  ordre. 

En  résumé,  la  leeture  de  ce  nouveau  programme  nous 
a  causé  une  profonde  tristesse,  car  il  consacre  un  recul 
considérable  et  montre  l'inutilité  finale  des  rares  progrès 
accomplis  par  des  générations  successives  de  profes- 
seurs, de  travailleurs  et  de  savants. 

Notre  consolation,  et  elle  est  faible,  réside  dans  la 
conviction  où  nous  sommes  des  mécomptes  que  ce  ré- 
gime nouveau  donnera  dans  l'application.  Lorsqu'on 
aura  bien  constaté  qu'on  a  abaissé  le  niveau  des  études 
préparatoires  sans  faciliter  le  rôle  des  examinateurs; 
quand  l'aléa,  comme  conséquence,  viendra  jouer,  dans 
les  examens,  un  rôle  plus  grand  que  celui  qu'il  tient  de 
la  fatalité  des  choses,  alors  force  sera  bien  de  recon- 
naître le  mal  et  de  chercher  à  y  remédier. 

Ce  jour-là,  le  programme  de  1896  sera  déchiré  el 
anéanti}  moins  il  aura  fonctionné,  moins  il  aura  fait  de 
mal.  Mais  puisse  la  leçon  profiter!  Et  lorsque,  l'année 
prochaine  peut-être  (car  le  plus  tôt  sera  le  mieux),  on 
reprendra  la  question,  nous  supplions  tous  ceux  qui 
auront  à  l'étudier  de  doter  l'Ecole  Polytechnique  d'un 
programme  d'admission  mûri,  réfléchi,  appelant  sans 
doute  des  perfectionnements  possibles,  mais  destiné  à 
durer  dans  son  ensemble.  iNous  les  supplions  surtout  de 
rétablir  la  notation  différentielle,  dont  on  ne  peut  se 
passer  et  qui  n'oflre  réellement  pas  plus  de  difficultés 
dans  l'enseignement  que  la  théorie  des  dérivées,  qu'elle 
complète  et  qu'elle  éclaire. 

La  Rêdactiok. 
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AVIS. 

Conservatoire  national  des  Arts  et  Métiers. 

Parmi  les  cours  publics  et  gratuits  de  Sciences  appli- 
quées aux  Arts,  ouverts  depuis  le  commence  ment  de 
novembre,  pour  Tannée  1896-1897,  nous  signalons 
spécialement  à  l'attention  de  nos  lecteurs  ceux  dont 
voici  l'énumcration  : 

Géométrie  appliquée  aux  Arts.  —  M.  L\ussedat,  profes- 
seur, suppléé  par  M.  P.  Haag. 

Géométrie  descriptive.  —  M.  Roughé,  professeur. 
Mécanique  appliquée  aux  Arts.  — M.  Hirscu,  professeur. 
Constructions  civiles.  —  M.  Pillet,  professeur. 
Physique  appliquée  aux  Arts.  —  M.  Violle,  professeur. 
Electricité  industrielle.  —  M.  Marcel  Deprbz,  professeur. 


ÉCOLE  CENTRALE  DES  ARTS  ET  MANUFACTURES. 
CONCOURS  DE  1896  (DEUXIÈME  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  l'angle  XOY  et  les  points  À,  sur  OX,  13  sur  0Yr 
tels  que  OA  =  OB  =  a. 

Problème  ï.  —  i°  Écrire  l'équation  générale  des  co- 
niques S  circonscrites  au  triangle  AOB  et  tangentes  en  A 
à  la  parallèle  AY'  à  OY.  Trouver  le  lieu  de  leur  centre. 

2°  Par  chaque  point  du  plan  passe  une  conique  S  : 
Séparer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  l'espèce  de 
cette  conique   reste   la  même.  Construire  graphiquement 
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les  points  communs  à  une  droite  arbitraire  OZ  et  à  la 
lis  ne  qui  sépare  ces  régions;  tangentes  en  ces  points. 

Pboblèmb  II.  —  i°  Former  l'équation  générale  des  para- 
boles S' passant  par  les  points  A,  B  et  dont  l'axe  contient 
le  point  O. 

a*  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  M  par  lesquels 
passent  deux  paraboles  S' ayant  leurs  axes  rectangulaires. 
Prouver  que  la  droite  A'B',  symétrique  de  Mi  par  rapport 
au  point  O,  doit  faire  partie  du  lieu. 

3e  Lieu  des  sommets  des  paraboles  S';  ce  lieu  se  compose 
d'une  droite  et  d'une  courbe  qu'on  propose  de  tracer  (on 
pourra  s'aider  d'un  changement  de  direction  des  axes  de 
coordonnées).  Vérifier  que  cette  courbe  présente  une  in- 
flexion en  chacun  des  points  A,  B. 


Géométrie  descriptive. 

On  considère  :  i°  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical 
ioz,o'z'),  et  dont  la  base  est  un  cercle  de  8omm  de  rayon  situé 
dans  le  plan  horizontal;  la  cote  du  sommet  est  2io,nm;   2°  un 


ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front  (ck,  c'k')  dirigé  per- 
pendiculairement à  la  génératrice  de  front  (sb,  s'b'),  et  ren- 
contrant Taxe  du  cône  en  k' (c' k' —  i5mm>  o' k' =  8orom). 

Le  centre  de  l'ellipse  méridienne  est  en  (c,  c').  Les  demi- 
axes  de  cette  ellipse  sont  respectivement  cV=iiomm  et 
r'y'=  6omm.  On  demande  :  r  de  tracer  les  contours  apparents 
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des  deux  surfaces;  2°  de  déterminer  les  projections  de  l'inter- 
section de  ces  deux  surfaces  en  ayant  soin  d'indiquer  les  con- 
structions nécessaires  pour  obtenir  les  points  et  les  tangentes 
remarquables  de  ces  courbes;  3°  de  représenter  l'ensemble 
formé  par  le  cône  et  l'ellipsoïde,  en  supprimant  de  cette  der- 
nière surface  les  parties  extérieures  aux  deux  plans  tangents 
au  cône  suivant  les  génératrices  de  front  (sa,  s'a')  et  (sô,  s' b'). 

Nota,  —  Les  portions  de  contours  apparents  extérieures  au 
solide  représenté  se  traceront  en  traits  bleus. 

Cadre  27e™  sur  45cm.  xy  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre 
et  au  milieu,  o's'  parallèle  aux  grands  côtés  et  au  milieu  de  la 
feuille. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1711. 

(1896,  p.  102.  > 

Quand  on  déroule  une  épicycloïde  sur  la  tangente  au 
sommet,  le  lieu  des  extrémités  du  rayon  de  courbure  est 
une  coniq  ue.  (  Riccati  )  ( *  ). 

SOLUTION 

Par  M.  Audibert. 

Désignons  par  ô  l'angle  variable  que  fait  avec  l'axe  des  Xle 
rayon  vecteur  allant  du  centre  du  cercle  fixe,  pris  pour  ori- 
gine, au  point  de  contact  des  deux  cercles,  par  p,  r  et  nr  les 
rayons  de  courbure  du  cercle  roulant  et  du  cercle  fixe.  L'épi- 
cycloïde  sera  représentée,  à  l'aide  de  la  variable  auxiliaire  8, 
par  les  deux  équations 

.a              .    nO         n  +  2. 
y  =  nr  sint)  —  ir  sin  —  cos tf, 


x  =  /ircosO  -+-  ir  sin  —  sin u. 

2  2 


(*)  Voir  t.    XV,  p.   a.'|5;    il   semble    que  c'est    par  erreur  que  la 
question  a  été  attribuée  à  Riccati. 
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On  en  déduit 

,            ,           .       .    /i9    .    n  -4-  2   tJV 
o^  =  2(/i  -+-  i)rsin  — sin <£6, 

<fcr  =  2(n  h-  i)/-sin  —  cos ^0, 

2  '2 

</rrfî^_  dyd*x  =  a(/i-hi)*(n-H2)r»sin*  — <*Ô\ 
^S  =  2(/i-+-  i)rsin  — rfO, 

3 

P  =  "3 — ~a -j — ir~  =  4 r  sm  —  =  X; 

dxd*y —  dyd*x  /i  +  a  2 

d'où,  en  éliminant  — ,  l'équation 

(/i-t-a)«X«-+-/i«Ys  —  8/i(«  +  i)rY  =  o, 

qui  représente  une  ellipse. 

En  faisant  /i  =  »,  on  a  le  cas  particulier  de  la  cycloïde;  le 
Heu  est  alors  le  cercle 

Xi-hY>—  8rY  =  o. 


M.  Barisien  fait  remarquer  que  la  question  énoncée  est  tout 
à  fait  générale  et  s'applique  au  déroulement  de  l'épicycloïde 
sur  la  tangente  en  un  point  quelconque  I  de  la  courbe. 

On  voit  de  plus  que  toutes  les  ellipses  obtenues  sont  égales. 

Question  1712. 

(1896,  p.  loi.) 

On  considère  une  série  d'hyperboles  équilatères  homo- 
thètiques  par  rapport  à  leur  centre  commun  O,  et  dont 
l'axe  transverse  commun  est  OX.  Dans  chacune  d'elles,  on 
trace  un  rayon  OM  qui  détache  un  secteur  d'aire  donnée 
à  partir  de  OX.  Trouver  le  lieu  du  point  M. 

(G.-A.  Laisant). 
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SOLUTION 
Par  M.  Audibert. 

Soient  xy  =  a*,  ou  p*sin6cos8  =  a*,  l'équation  d'une  des 
hyperboles,  K*  le  double  de  l'aire  donnée,  on  aura 

pî  ,/Q  =  a*  /      -t-ïj s  =  a*  L  tang  0. 

*  4 

Éliminant  a1  et  passant  aux  coordonnées  rectangulaires, 
l'équation  du  lieu  s'écrira 

(.)  *7^  =  Kt; 

elle  représente  une  courbe  dont  le  centre  est  à  l'origine  et  qui 
n'existe  que  dans  la  région  du  plan  où  y  et  x  sont  de  même 
signe  et  satisfont  à  l'inégalité  y  >  x  en  valeur  absolue. 

Le  lieu  consiste  donc  en  deux  branches  situées  dans  les  deux 
angles  opposés  formés  par  l'axe  des^  et  la  bissectrice^  =  x. 
Chacune  de  ces  droites  est  asymptote.  En  différentiant  (i), 
on  a 

dx  x  _   y 

L-*-  -4-  i 
x 

La   droite  y  =  ex  coupe  chaque  branche  au  point 

k 


y  =  zhky/eyx  =zt 

yje 


où  la  tangente  est  parallèle  à  la  ligne  des  abscisses.  La  dérivée 
seconde  de  y 

>Ly(Lz)\t 

d*y  =  y_        x  \    x] 
dx1       xx 


H-y 


ne  pouvant  s'annuler  ni  devenir  infinie  à  aucun  point  réel  à 
distance  finie,  la  courbe  n'a  pas  de  points  d'inflexion;  elle  a 
l'aspect  d'une  sorte  d'hyperbole  déformée  située  dans  le  même 
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angle,   ayant  les  mêmes  asymptotes,    mais  dissymétrique   par 
rapport  à  la  bissectrice  et  infléchie  vers  l'axe  des  y. 

Question  1714. 

(1896,  p.  loi.) 

Étant  donnés,  dans  un  plan,  quatre  couples  de  points 
(A,  Ai),  (B,  B,),  (C,  Ci),  (D,  Dj)  tels  qu'aucun  des  quadri- 
latères analogues  au  quadrilatère  AAtBB,  ne  soit  inscrip- 
tible,  prouver  qu'il  existe,  dans  ce  plan,  deux  couples  de 
points  (X,  Y)  tels  que  chacun  des  quatre  quadrilatères 
analogues  au  quadrilatère  AA|  XY  soit  inscriptible. 

(X.  Antomari). 

solution 
Par  M.  E.  Duporcq. 

Soient  Q^,  Qe  et  Qj  trois  cercles  passant  respectivement  par 
les  couples  de  points  (  B,  Bi  ),  ( C,  C! )  et  ( D,  D! )  et  admettant 
deux  à  deux  un  même  axe  radical  bcd  qui  coupe  aux  points  b, 
c  et  c?  les  droites  BBt,  GGi  et  DDj.  Le  point  b  est  commun 
aux  axes  radicaux  du  cercle  O,/  et  de  tous  les  cercles  passant 
par  les  points  B  et  B,;  l'un  quelconque  des  cercles  qui  passent 
par  les  points  G  et  Ci,  et  le  cercle  il,/  ont  de  môme  un  axe  ra- 
dical passant  par  le  point  c.  A  tout  point  b  de  la  droite  BBt 
correspond  ainsi  un  cercle  Orf  et,  par  suite,  un  point  c  de  CCj, 
et  inversement;  les  points  b  et  c  déterminent  donc  sur  les 
droites  BBi  et  CGi  deux  divisions  homographiqucs  :  l'enve- 
loppe de  la  droite  bc  est  donc  une  conique  (a),  inscrite  au 
triangle  formé  par  les  droites  BB,,  CCi  et  DDj.  (Si,  contraire- 
ment à  l'hypothèse,  le  quadrilatère  BBtCCj,  par  exemple, 
avait  été  inscriptible,  cette  enveloppe  se  serait  réduite  au 
point  de  concours  des  droites  BBi  et  CGi.) 

Considérons  la  conique  (p)  qui  correspond  de  même  aux 
couples  (G,  Gj),  (D,  Di)  et  (A,  A|);  elle  admet  avec  (oc)  deux 
tangentes  communes  autres  que  les  droites  CGi  et  DDi,  et  Ton 
voit  que  Ton  peut  déterminer  quatre  circonférences  passant 
respectivement  par  l'un  des  quatre  couples  considérés,  et  ad- 
mettant deux  à  deux  pour  axe  radical  l'une  de  ces  tangentes 
communes.  Sur  chacune  de  ces  deux  droites  existe  donc  un 
couple  de  points  (X,  Y)  répondant  aux  conditions  de  l'énoncé. 
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On  peut  remarquer  que  si  les  perpendiculaires  au*  milieux 
des  segments  AA|,  BB|,  CCi  et  DDi  sont  concourantes  (et  dans 
ce  cas  seulement),  les  quatre  coniques  (a),  (p),  (y)  et  (o)  de- 
viennent des  paraboles,  et  Ton  n'obtient  alors  qu'un  couple 
(X,  Y)  à  distance  finie  :  l'autre  correspond  aux  cercles  concen- 
triques. 


QUESTIONS. 


1734.  Trouver  un  polynôme  entier,  en  y?, 

/(*,/>)  =  \0pm-h  \ip'f-x-h. . .  -4-  Am-i/>  -h  Am> 

où  A0,  Ai,...,  Am_ t,  A,,,  désignent  des  fonctions  delà  variable  #*, 
tel  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 


-/(•■£) 


s'obtienne  en  remplaçant  ~-  par  une  constante  arbitraire. 

Les  équations  ainsi  obtenues  ont-elles  des  intégrales  singu- 
lières? 

Nota.  —  On  examinera  plus  particulièrement  le  cas  où  le 
polynôme  f(xyp)  est  du  second  degré  en  p. 

On  écartera  les  solutions  du  problème  qui  conduisent  à  une 
équation  de  Clairaut.  (G.  Bourlet.) 

1755.  Calculer  les  deux  intégrales  définies 
<?-*'' cos[.r  (7 —  *)\dx% 


s 


et 

e~xH  sin[jr(^  —  *)]dr, 


X 


où   /  désigne  une  constante  positive   et   où  y  et  a  sont  des 
constantes  arbitraires.  (G.  Bourlet.) 
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m.Mir  à  l'École  Polytechnique.  —  Cours  de  Géométrie  descriptive, 
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♦  -  vt  de  Mathématiques  spéciales.    1*  édition,  entièrement  refondue 
h "'  iiion  atomique  ).  Grand  in-8,  avec  92  figures;  189^ 9  [vm 

•EWENGLOWSKI  (B.),  Docteur  es  Sciences,  ancien  Professeur  de  Mathé- 
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•  vrwnt.  î  volumes  grand  in-8,  avec  nombreuses  figures,  se  vendant 
*•[*  fuient. 

l'ME  I  :  Sections  coniques;  1 89 \ 10  h*. 

|  r"MK  H  :  Construction  des  courbes  planes.  Compléments  relatifs  aux 
i  <i  >>(<■*;  189  3 '    8  fr. 
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* ■•  M7*  en  Géométrie;  par  E.  Borel,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté 
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Tome  IV.  —  Année  1897. 

PUIX     POU»     UN     AN     (12    NUMK1108)    : 

Paris,  7  fr.  —  Dcpariciiicnis  et  Union  postale,  8  fr.  50 


MM.  Laisant  et  Lemoine  ont  eu  l'idée  de  mettre  en  rapport  scientifique  1rs 
mathématiciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre,  l'Inteii- 
mediaike  des  MATHKMATiciKXS ,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
d'autres  articles  que  des  questions  posées  par  les  mathématiciens  à  leurs 
collègues,  soit  pour  eu  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
leurs  recherches  personnelles,  et  les  réponses  à  ces  questions.  La  Mathématique 
est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît  complètement  même  une  des 
lu-anches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
premier  ordre,  si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis 
qu'elle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Cette  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
teurs se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
raient les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
quelques  réponses  dès  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 
espérances  les  plus  optimistes;  la  liste  des  correspondants  effectifs  du  journal, 
liste  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
urand  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue, 
car  le  but  et  l'essence  même  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens  est 
d'être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 
velle que  les  rédacteurs  de  Y  Intermédiaire  n'ont  dû  viser  que  des  débuts 
très  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  que  de  7  francs 
pour  Paris,  H  fr.  5o    pour  la  province  et  les  pays   de  l'Union   postale. 

On  peut  adresser  les  questions  et  communications  soit  à  M.  Laisant,  i»>  >, 
avenue  Victor-Hugo,  soit  à  M.  Lemoine,  5,  rue  Littré,  soit  chez  les  éditeurs. 

Chacun  des  tomes  I  et  II  (  iSo/j  et  i8i)5)  se  vend 5  fr. 

Le  tome  III  (iHjG)  se  vend 7  fr. 


(  53) 
CONCOURS  DES  «  NOIIVELLKS^NMH^^ 


En  réponse  à  l'annonce Nta  Concours  pour  i8g(/,  la 
Rédaction  a  reçu  seize  Mémoires^j&a^oilfr^^  tra- 

vaux présentent  des  qualités  remarquables  et  dénotent 
une  sérieuse  érudition.  Quelques  auteurs  ont  cru  devoir 
donner  une  multiplicité  de  méthodes,  révélant  une 
étude  approfondie;  mais  ce  système  a  le  double  incon- 
vénient d'allonger  la  rédaction  et  de  nuire  à  l'unité  de 
l'ensemble. 

Parmi  les  Mémoires  qui  ont  été  retenus,  on  a  accordé 
la  préférence  à  celui  dont  l'auteur,  tout  en  traitant  le 
sujet  d'une  façon  complète,  arrivait  au  résultat  le  plus 
simplement,  sans  efforts  excessifs  de  calcul,  par  l'emploi 
des  méthodes  les  plus  élémentaires  et  sous  une  forme  à 
la  fois  claire  el  concise. 

II  a  semblé  que  le  travail  de  M.  R.  Gilbert  réunis- 
sait ces  qualités  au  plus  haut  degré,  et  qu'il  présentait 
ainsi  une  supériorité  manifeste  sur  les  autres  Mémoires 
parvenus  à  la  Rédaction.  En  conséquence,  le  prix  est 
décerné  à  M.  R.  Gilbert,  qui  a  été  immédiatement 
avisé.  Son  Mémoire  paraîtra  dans  l'un  de  nos  plus  pro- 
chains numéros. 


CONGRES  DE  ZURICH. 


Le  Congrès  préparatoire  aux.  futurs  Congrès  mathématiques 
internationaux,  se  tiendra  cette  année  à  Zurich,  les  9,  10  et 
11  août;  le  Comité  d'organisation  poursuit  activement  sa 
tache,  et  nous  ne  manquerons  pas,  s'il  y  a  lieu,  de  tenir  nos 
lecteurs  au  courant  des  autres  résolutions  qui  pourraient  être 
adoptées  et  portées  à  notre  connaissance. 

Ann.de  Mathémat.,  3*série,  t.  XVI.  (Février  1897.)  «I 
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[A31]  [G6c] 

SIR  LES  RACINES  DE  L'ÉQUATION  x  =  <*x 
RACINES  IMAGINAIRES; 

Par  M.  E.-M.  LÉMERAY. 


L'étude  des  racines  réelles  a  fait  l'objet  d'une  Note 
précédente;  je  m'occuperai  ici  des  racines  imaginaires. 
Supposons  d'abord  a  >  i ,  et  soit 

♦une  des  racines  imaginaires.  Posons 

p  cos6  =  w,         p  sin6  =  v, 
La  relation  à  laquelle  il  faut  satisfaire  peut  s'écrire 

Prenons  les  logarithmes;  l'équation  équivaut  aux 
deux  suivantes  : 

(i)  Lp  =  uLa, 

(2)  8  =  vha. 

Si,  sur  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  nous 
figurons  les  courbes  représentatives  de  ces  équations, 
leurs  intersections  donneront  la  représentation  des 
racines  de  notre  équation;  il  faudra  toutefois  ne  pas 
tenir  compte  des  points  situés  entre  les  droites 

ç  =  (2£_t-i)_-l-         et         (;  =  (2A:-4-«2)~l-, 
v  'La  v  ' L  a 

ces  points  correspondant  à  des  racines  étrangères.  La 
courbe  (  i  )  peut  s'écrire 

p  =  an         ou  encore         v  =  ±  /a*" —  «*. 


(55) 
La  courbe  (-2)  peut  aussi  s'écrire 
1       0 


ou  encore 


1         La  si  11  ft  Uug(cLa) 

On  peut  donc  calculer  leurs  coordonnées.  On  peut 
aussi  les  tracer  géométriquement  par  points  de  la  ma- 
nière suivante  :  soit  M  un  point  de  la  courbe  v  =  au, 
menons  MX  parallèle  à  OV  et  ML  parallèle  à  OU;  le 
cercle  ayant  O  pour  centre  et  OL  pour  rayon  coupe  MN 
en  N  ;  N  est  un  point  de  la  courbe  (  1). 

Par  O  menons  une  droite  OP  faisant  avec  OU  un  angle 

dont  la  tangente  soit  égale  à  = — ;  par  O  menons  une 

droite  OFa  faisant  avec  OU  un  angle  9;  sur  OU  pre- 
nons OT  égal  à  Tare  &  ei  menons  la  parallèle  TP  à  OV 
jusqu'à  sa  rencontre  P  avec  OP;  par  P  menons  une 
parallèle  à  OU;  elle  coupe  OF0  en  Q;  Q  est  un  point 
de  la  courbe  (2). 

Quand  on   a   1  <  a  <^  <?%  la  courbe  (1)  se  compose 

d'une  branche  fermée  AB,  et  d'une  brandie  infinie  C, 

asymptote  à  l'exponentielle  v  =  au.  Les  points  À,  B,  C 

ont  les  mêmes  abscisses  que  les  points  d'intersection  de 

l'exponentielle  v  =  au  avec  les  droites  v  =  —  u.  Quand 
1 

a=zee,  les  points  B  et  C  se  confondent;  quand  a  est 

plus  grand  que  e%  les  deux  branches  se  fondent  en  une 
seule. 

Quand  a  =  e,  la  courbe  (2)  se  compose  d'une  branche 
non  représentée  sur  la  figure,  qui  coupe  OU  en  S,  tel 
que  OS  =  1  ;  pour  u  =  —  ac,  elle  est  asymptote  aux 
droites  v  =  ±  tc;  elle  se  compose  aussi  d'une  infinité  de 
branches  telles  que  DE,  comprises  chacune  entre  les 
droites  u  =  /itz  et  v  =  (A  -h  i)k  ('),  auxquelles  elle  est 


(')  Les  branches   utiles  sont  celles   comprises  entre  les   droite» 
v  ~  1  kr.  et  v  =  (  3  A +1  ) -. 


(56) 

asymptote  respectivement  pour  a  =  -+-  oo  et  u  =  —  oo  ; 
elle  coupe  Oy  au  point  d'ordonnée 

et  les  droites  v  =  ±  u  respectivement  aux  points  d'or- 
donnée 

(a*-M)-=F  7- 

Quand  on  a  une  valeur  différente  de  <?,  la  courbe  (a) 
reste  semblable  à  celle  qui  vient  d'être  décrite;  elle  ne 
fait  que  changer  d'échelle. 

Je  vais  maintenant  montrer  que,  pour  un  point  racine, 

le  module  de  la  dérivée  -y—  est  toujours  plus  grand 
que  i.  En  effet,  ce  module  est 

M  =  auha  =  pLa. 

Comme  sur  un  point  racine  quelconque  on  vérifie 
l'équation  (a),  ou  a 

.  e 


on  en  tire 

M  = 


sinO 


quantité  toujours  plus  grande  que  i,  sauf  pour  8  =  o. 
D'après  le  théorème  déjà  rappelé  de  M.  Kœnigs,  la 
substitution 

(peô^,     aP^~s) 

ne  tendra  doue  vers  aucune  racine  de  l'équation,  quelle 
que  soit  la  valeur  initiale.  Donc  l'expression 

a 
sera  divergente  quel  que  soit  a.    Mais  si  la   fonction 

a  une  dérivée  dont  le  module  est  plus  grand 


(*7) 


Lx 


—  i 
a 


x 


que  i,  en  chaque  point  racine,  son  inverse  ^— 

aura  un  module  de  la  dérivée  plus  petit  que  1  ;  mais  la 
fonction  n'étant  pas  holomorphe,  nous  n'aurons  con- 
vergence par  le  symbole 

a 

que  si  nous  convenons  de  ne  prendre  parmi  toutes  ses 
détermina  lions  que  celle  qui  est  comprise  dans  le 
domaine  d'un  point  racine  donné. 

D'une  manière  générale,  étant  donné  un  point  (p0,  60), 
cherchons  un  point  (p,,  0^  ou  (ut ,  ?,),  représentant,  dans 
le  système  de  base  <z,  le  logarithme  de  la  quantité 


on  devra  avoir 

Lpo=  M|L/z, 

80=  Pi  La. 

Ces  équations  permettront  de  calculer  u{  et  i>i,  puis 
pi  et  8,.  Cela  correspond  à  la  construction  suivante  : 


V 

J^^L 

■—dl       .    / 

">';•*■/. 

P. 

-^■32*             /        E 

F,-/*      /$/ 

1  y/ 

MJ 

L-XB 

T   le 

soit  F0  le  point  (p0,  80).  Le  cercle  de  centre  O,  passant 
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on  F0,  coupe  la  courbe  ABC  en  N;  la  droite  OF0  coupe 
la  courbe  DE  en  Q;  la  parallèle  à  OV  passant  par  N  et 
la  parallèle  à  OU  passant  en  Q,  déterminent  le  point 
cherché  F^  (Remarquons  que  les  courbes  ABC  et  DE 
pouvant  se  construire  par  points  comme  on  Ta  vu  plus 
haut,  on  peut  déterminer  Ff  géométriquement  au  moyen 
de  la  courbe  v  =  au,  de  droites  et  de  cercles.) 

Cela  posé,  prenons  pour  initial  la  quantité  y/ — i, 
c'est-à-dire 

PO  =   »  t  00  =    ^  ' 

Elle  est  représentée  par  le  point  R0  ;  en  appliquant  la 
construction,  nous  aurons  d'abord  le  point  R,  intersec- 
tion de  l'axe  OV  avec  la  droite  v  =  (4/  -+-  i  )  -j—  >  j  étant 

la\  valeur  entière  particulière  donnée  à  K  dans  l'expres- 
sion de  ff 

*i=r°--t-(4K-4-i)  -*    , 
La  '  iLa 

où  8  est  un  angle  plus  petit  que  -  ;  en  continuant  ainsi 

et  attribuant  à  K  la  même  valeur  y",  nous  obtenons  le 
point  R2,  situé  sur  la  courbe 


et  ainsi  de  suite-,  les  points  obtenus  tendront  successi- 
vement vers  le  point  R  qui  représente  une  racine  ima- 
ginaire. Les  racines  conjuguées  correspondront  à  l'ini- 
tial —  v/-""1"- 

Cas  de  a  <;  î  .  —  Posons  a  =  —  ;  nos  courbes  de- 
viennent 
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La  courbe  (i')  est  simplement  la  symétrique  de  la 
courbe  (i)  déjà  considérée.  Il  en  est  de  même  de  la 
courbe  (a').  Mais  dans  ce  cas  les  branches  qui  nous 
donnent  les  racines  de  la  proposée  sont  les  symétriques 
des  branches  qui  précédemment  nous  donnaient  des 
racines  étrangères  et  inversement. 

Ce  qui  a  été  dit  pour  la  grandeur  du  module  s'applique 
encore,  et  toujours,  avec  les  mêmes  conventions;  l'ex- 
pression 


—  m 
a 


tendra   vers   les   racines  de  l'équation   proposée.  Soit 
a  =  er  ;  posons 

—  m  I  -+■  y7—  i 
U(*)-4-^=7V(«)  =    ez    I 

-/:tt 
U(*)  —  /=7v(*)=  c* 


d'où 


L'(;)  = 
Si  Ton  y  lait 


—  m 

ez 


—  m 
-    ez 


-v^T 


—  m 

ez 


\J —  i      —  m 

€z 


■•-"« 


et 


5  =  0, 


ces  fonctions  deviennent  cosÔ  et  sin8  qui  sont  les  coor- 
données rectangulaires  du  cercle  p  =  i.  Ce  cercle  est  le 
lieu  des  racines  imaginaires  de  l'équation 

x* —  lax  -h  i  =  o, 
quand  avarie  de  o  à  i  ;  a  est  relié  à  0  par  la  relation 
a  =  cosQ. 
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Dans  notre  cas,  éliminons  a  entre  les  équations  (i) 

et  (a);  on  a 

-—  =  -  =  tangO. 
Lp        u 

d'où 

o 

(3)  p  =  ci-nuO. 


On  en  tire 


0 
«5  =  La  =  —  = 


i>        psinO  0 

La  courbe  (3)  est  Je  lieu  décrit  par  les  racines  ima- 
ginaires de  notre  équation  quand  a  varie;  si  nous  dési- 
gnons par  u(z)  et  v(z)  ce  que  deviennent  les  fonctions 
U(z)  et  V(s)  quand  on  y  fait 

0 
m  =  »,  z=  —  > 

sinOeiangO 

a  (s),  v(z)  sont  les  coordonnées  de  la  courbe  (3),  et  rt 
est  relié  à  0  par  la  relation 


a  =\e,,nÔ/  ou  -  =  lcs,n9y 

Si  l'on  appelle  surracine  ( 4  )  /j'™16  de  ri  et  si  l'on  repré- 
sente par  le  symbole  \Ja  la  racine  de  l'équation 


n 

x  =  a. 
on  a,  pour  n  =  2, 

a?*  =  a  ou 


ar-i- 


(')  S«r  /es  fonctions  itératives  (Association  française.  Congrès 
de  Bordeaux y  i8cp). 


(6.  ) 
et  par  conséquent 

!/«  =  - 


lim  a   x 


pour  les  racines  réelles  et 


±/n    ±v/-i 
lim  a-1  1 


pour  les  racines  imaginaires. 

Dans  une  prochaine  Noie,  je  donnerai  des  applications 
de  ce  qui  précède  à  quelques  équations  transcendantes 
et  à  P intégration  d'une  équation  aux  différences  mêlées. 


[D2d] 

SUR  UNE  REPRÉSENTATION  GÉOMÉTRIQUE 
DU  DEVELOPPEMENT  EN  FRACTION  CONTINUE  ORDINAIRE; 

Par  M.  IIUSQUIN  DE  RIIÉVILLE. 
Ingénieur  civil. 


L'étude  sommaire  du  remarquable  procédé  de  repré- 
sentation géométrique  du  développement  en  fraction 
continue,  exposé,  dans  les  Nouvelles  Annales  (1896, 
p.  327),  par  M.  le  professeur  Klein,  nous  a  conduit  à 
une  remarque  simple,  dont  l'intérêt  principal  nous 
parait  être  la  traduction  géométrique  de  la  convergence 
de  la  fraction  continue. 

Eu    désignant,  comme   l'auteur  de  Partiel e   rappelé 

ci-dessus,  par  —  >  —  >  •  •  •  les  réduites  successives  de  la 


(6a) 
fraction  continue  convergente 

i 


(o  =  {X,  -+- 


H*  + 


|l3H ' 


on  connaît  les  formules  de  récurrence 

fk+l  =  Pk  p*-i-«  —  Pk- 1  j 

L'élimination  de  [a*+2  entre  ces  deux  formules  nous 
fournit  la  relation 

Pk¥\—Pk-\    _   Pk 

qk+\  —  qk-\      qk 

dont  l'interprétation,  dans  le  système  de  représentation 
de  M.  Klein,  est  celle-ci  : 

Chaque  côté  de  l'un  des  deux  polygones  d'approxi- 
mation est  parallèle  au  rayon  qui  joint  l'origine  an 
sommet  intermédiaire  de  l'autre  polygone. 


lé& 


Ainsi  que  l'indique  la  figure  ci-dessus,  cette  remarque 
permet  de  préciser  singulièrement  le  mode  de  conver- 
gence des  contours  polygonaux  qui  sont,  naturellement, 

asymptotiques  à  la  droite  -  =  o>. 
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[A3c] 

SUR    LES    CONDITIONS   QUI  EXPRIMENT  QU'UNE  ÉQUATION 
ALGÉBRIQUE  RE  DEGRÉ  m  N'A  QUE  p  RACINES  DISTINCTES 

(p  <///); 

Par  M.  X    ANTOMARI. 


1.  La  difficulté  de  ce  problème  réside  dans  ce  fait 
qu'une  équation  algébrique  de  degré  m  peut  n'avoir 
que  p  racines  distinctes  de  plusieurs  manières.  Consi- 
dérons, en  effet,  l'équation  indéterminée  à  p  inconnues 

et  soit  (a,,  a2,  . ..,  a^)  une  solution  de  cette  équation, 
telle  qu'aucune  des  inconnues  ne  soit  nulle  et  que  toutes 
soient  des  nombres  entiers  et  positifs.  Une  équation  al- 
gébrique de  degré  m,  qui  a  une  racine  d'ordre  alf  une 
racine  d'ordre  a2,  etc.,  enfin  une  racine  d'ordre  a^,  n'a 
évidemment  que  p  racines  distinctes;  il  en  résulte  qu'il 
y  a,  pour  une  équation  de  degré  m,  autant  de  manières 
d'avoir  p  racines  distinctes  seulement  qu'il  y  a  de  solu- 
tions de  l'équation  (i)  en  nombres  entiers,  positifs  et 
tous  différents  de  zéro. 

Si  donc  on  exprime  que  l'équation  considérée  n'a 
que  p  racines  distinctes,  on  exprime  par  cela  même 
qu'elle  a  une  racine  d'ordre  ai ,  une  racine  d'ordre  a2,  etc. 
(ai,  a2,  . . . ,  a^)  désignant  l'une  quelconque  des  solu- 
tions de  l'équation  (i)  en  nombres  entiers,  positifs  et 
tous  différents  de  zéro.  On  trouve  ainsi  un  système  de 
conditions  qui  doit  se  décomposer  en  autant  de  systèmes 
qu'il  y  a,  pour  l'équation  (i),  de  solutions  de  l'espèce 
considérée,  de  sorte  qu'à  chaque  solution  il  correspond 


j 
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un  système  de  conditions.  Dans  ce  qui  suit,  je  me  pro- 
pose de  montrer  comment  on  peut  trouver  le  système 
de  conditions  qui  correspond  à  une  solution  donnée  de 
l'équation  (i).  Je  m'appuie  pour  cela  sur  le  théorème 
suivant  : 

2.  Pour  qiCune  équation  algébrique  et  entière 
f(x)  =  o,  de  degré  m.  nait  que  p  racines  distinctes ,  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  existe  deux  polynômes  entiers 
en  x,  <?P(x)  et  vp_t  (x)  premiers  entre  eux,  de  degrés 
respectifs  p  et  p  —  i  et  vérifiant  V identité 

(2)  9p(x)f'(x)=Op-i(x)f(x)1 

f'(x)  désignant  la  dérivée  de  f(x). 

Soient,  en  effet,  a^  a2,  . . . ,  ap  les  p  racines  distinctes 
de  l'équation  et  soient  ai ,  a2,  ...,  olp  leurs  ordres  de 
multiplicité  respectifs,  tels  que  l'on  ait,  d'ailleurs, 

*i  -+-  *j  H-  . . .  -f-  «/»  =  ni. 
On  a  alors 

/'(*)  _        «»        ^       «a  +       «j>       . 

/{X)  X tt|  X  —  <72  *'"         X —  dp' 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 

<p7,_,  (a:)  =2  a,  O  —  a,). .  .(.r  —  a,,), 
on  a  bien  l'identité 

?*(*)/'(■*)  =  ?/>"!  (*)/(*)• 

La  condition  est  doue  nécessaire,  car  il  est  évident 
que  les  polynômes  vp(x)  et  op_t  (x)  sont  premiers  entre 
eux. 

Il  faut  prouver  que  la  condition  est  suffisante.  Pour 
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cela,  observons  d'abord  que  si  ^-- — est  décomposée  en 

fractions  simples,  les  fractions  obtenues  ont  leurs  dé- 
nominateurs respectifs  du  premier  degré.  Cela  posé, 
supposons  l'identité  (2)  vérifiée  et  les  polynômes  <$P{x) 
el9p_i(x)  premiers  entre  eux;  on  en  déduit  la  nouvelle 
identité 

f(r)  =  ?j>-t(a-) 

f(x)  yp(x) 

en  vertu  de  laquelle  la  décomposition  du  second 
membre  en  fractions  simples  ne  doit  donner  que  des 
fractions  à  dénominateurs  du  premier  degré,  d'après  la 
remarque  faite  plus  haut;  par  suite,  op(x)  =  o  doit 
avoir  ses  p  racines  distinctes,  et,  en  e  liée  tuant  la  dé- 
composition, ou  aura  une  nouvelle  identité  de  la 
forme 

/'(*)  =       «1  «t      +      _^      «/>     . 

Jkx)        x  —  a\        x—  at       '"       x  —  apy 

en  remontant  aux  fonctions  primitives,  on  en  déduit 
successivement 

L/(x)  =  LC(x  —  ax )*i(x  —  «,)«-..  Ax  —  ap)*,> 
et 

f(x)  =    C{x  -  ax  )».<*  -  «,)*'•  •  •(*•  —  «#»)V 

Comme,  d'ailleurs,  /"(x)  est  un  polynôme  entier 
eux,  de  degré  m,  celle  nouvelle  identité  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  a,,  ou,  . . . ,  olp  sont  des  nombres  entiers  et 
positifs,  tous  différents  de  zéro  et  vérifiant  l'égalité 
*\ -h *2 -+- .  .  .-\-<ip=  m.  Il  en  résulte  bien  que  l 'équa- 
tion/(jr)  =  o  n'a  que  p  racines  distinctes  et  que  la  con- 
dition est  suffisante. 

3.  Étant  donnée  maintenant  une  solution  particulière 
a,,a2, ...,  cap  de  l'équation  (1),  proposons-nous  d'ex- 
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primer  qu'une  équation  f(x)  =  o,  de  degré  m,  a  une 
racine  multiple  d'ordre  a,,  une  racine  multiple  d'ordre 
a2,  ...,  enfin  une  racine  multiple  d'ordre  olp.  Pour 
résoudre  ce  problème,  on  pourrait  procéder  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Soient  <zM  at,  .  .  . ,  ap  les  racines  d'ordres  de  multi- 
plicité respectifs  a,,  a2,  .  .  . ,  olp;  on  a  alors 

(3)  /-(7)-2iT=ïr 

d'où  l'on  tire 

I(x  —  a^ix  —  at)  ...  ix  —  ap)f\r) 
=  AJ0  2*i<  '  — «i)  ...  (J-  — «/,). 

Par  conséquent,  pour  qu'une  équation  de  degré  uj  ait 
une  racine  d'ordre  a( ,  une  racine  d'ordre  ol2,  .  .  . ,  il  faut 
qu'on  puisse  déterminer/;  quantités  aK ,  r#2,  .  .  . ,  ap  telles 
qu'on  ait  l'identité  (4). 

La  réciproque  est  vraie,  car  on  passe  facilement  de 
l'identité  (4)  à  l'identité  (3),  de  laquelle  on  déduit 

f(x)  =  C(x  —  a,  )*«(#  —  «j )**...  (x  —  ap)*r. 

D'après  cela,  pour  résoudre  le  problème,  il  suffira 
d'éliminer  a,,  a2,  .  .  . ,  ap  entre  les  équations  qu'on 
obtient  en  identifiant  les  deux  membres  de  (4)*  On 
obtient  ainsi  m -h p — i  équations  d'identification, 
puisque  a,  -+-  a2  ■+•  .  .  .  -+-  olp  ^=  m,  et  si  Ton  élimine  a, , 
a«,  .  . . ,  ap  entre  ces  équations,  on  obtient  m  —  î  équa- 
tions de  condition,  c'est-à-dire  plus  de  conditions  qu'il 
n'en  faut,  puisque,  pour  exprimer  toutes  les  conditions 
du  problème,  il  suffit  de 

«i  —  i  -h  *i    -  ï . . .  ■  ♦-  tP  —  i  —  ///  —  p  conditions. 
Outre  la  difficulté  d'élimination  des  quantités  a,,  a2>  . .., 
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ap%  la  méthode  que  nous  venons  d'expliquer  présente 
donc  l'inconvénient  de  donner  des  conditions  en  nombre 
surabondant. 

4.  Difficulté  et  inconvénient  disparaissent  si  Ton  fait 
usage  du  théorème  démontré  au  n°  2.  Si  Ton  cherche,  en 
effet,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  les 
polynômes  cp^x)  et  <p  ^_t  (x),qui  vérifient  l'identité 

on  obtient  m  -+-  p  équations  linéaires  et  homogènes  à 
ip  -h  i  inconnues,  et  l'élimination  des  inconnues,  qui 
sont  les  coefficients  des  polynômes  <?/>(x)  et  yP-\  (x), 
fournissent  exactement  m  —  p  conditions  entre  les  coef- 
ficienlsde  l'équation^ x)  =  o.  Seulement,  on  se  trouve 
alors  en  présence  d'une  autre  difficulté;  car,  si  au  lieu 
de  considérer  la  solution  (a,,  a2,  . . .,  a^,)  de  l'équation 
(i),  on  en  avait  considéré  une  autre,  rien  ne  distinguant 
ces  solutions  dans  la  suite  des  calculs,  on  aurait  trouvé 
les  mêmes  m  —  p  conditions.  Il  en  résulte,  ainsi  que 
cela  a  déjà  été  dit  au  début,  que  ces  m  — p  conditions 
doivent  se  décomposer  en  systèmes  en  nombre  égal  au 
nombre  des  solutions  de  l'équation  (i)  en  nombres  en- 
tiers, positifs  et  tous  différents  de  zéro. 

5.  Une  solution  de  l'équation  (î)  étant  donnée,  il 
s'agit  maintenant  de  trouver  le  système  de  conditions 
correspondant.  Pour  cela,  appelons  (a,,  a2,  . . .,  olp)  la 
solution  considérée.  Si  a4,  a2,  . . .,  ap  sont  les  p  racines 
dep^(x)=:o,  racines  qui  sont  distinctes  en  vertu  du 
théorème  démontré  au  n°  2,  le  polynôme  'f/>_i  (x)  est 
égal  à  Sa,  (x  —  a2)  . . .  (x  —  ap),  en  vertu  de  4.  On 
a  donc 

a,  =  xl _  ,  a2  —  -'       ,       .  . .,       a» ,-- —     • 
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Considérons  alors  les  équations 

(5)  ©,(*•)  =  o         et         ç>/>_,(j-)-hX^(j*)  =  o. 

Si  l'on  remplace  A  par  — a4  dans  la  dernière,  les 
deux  équations  ont  une  racine  commune  aK  ;  elles  ont 
une  racine  commune  a2  si  l'on  remplace  X  par  —  a2,  et 
ainsi  de  suite.  Si  donc  Ton  élimine  x  entre  les  deux 
équations  (5),  l'équation  résultante  R(a)  =  o,  qui  est 
de  degré  p  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
des  coefficients  de  <fP(x)  et  de  ceux  de  <?p-i(x),  par 
suite  des  fonctions  des  coefficients  dey*(x),  celle  équa- 
tion R(X)  =  o,  disons-nous,  admettra  les  racines  —  aM 
—  a2,  ...,  — oip  si  l'équation  J(x)  =  o  a  une  racine 
d'ordre  &<,  une  racine  d'ordre  a2,  etc.;  elle  admettra 
pour  racines  —  a'p  —  a'2,  .  . .,  —  j!p ,  si  f{x)  —  o  a  p 
racines  d'ordres  de  multiplicité  respectifs  a',,  a'2,  . . .,  a^, 
et  ainsi  de  suite. 

L'équation  II ( X )  =  o  permettra  donc  de  distinguer 
les  uns  des  autres  les  divers  systèmes  de  solutions. 
C'est  elle  qui  caractérise  et  définit  nettement  les  divers 
cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Nous  allons  appliquer  ces  considérations  à  deux 
exemples. 

6.  Soit  d'abord  à  exprimer  qu'une  équation  du  qua- 
trième degré 

f(x)  =  x  *  -+■  /?.r2  -h  7  .r  -f-  /'  =  o 

n'a  que  deux  racines  distinctes.  Si  celte  équation  n'a 
que  deux  racines  distinctes,  elle  peut  avoir,  ou  deux 
racines  doubles,  ou  une  racine  simple  et  une  triple. 
Dans  les  deux  cas,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  un  po- 
lynôme du  premier  degré  %x  -f-  [5  et  un  polynôme  du 


second  degré  Ax*-\- ux  -\- v  vérifiant  l'identité 

(tlx  -i-  $)(x*-h  px*-h  qx  -h  r) 

=  (Aa:ï+  ux  -h  v)($x*-{-  ipx  -+-  q). 

On  peut  d'ailleurs  supposer  A  =  i,  puisque  le  degré 
du  polynôme  Ax2-\-  ux  -+-  v  ne  doit  pas  être  inférieur 
à  2,  et  comme  alors  a  est  évidemment  égal  à  4)  l'iden- 
tité précédente  s'écrit 

j  (4^H-  $)(xi-hpx*-hqx-hr) 

I        =  (x*-+-  ux  -+-v)( $x*-\-  *px  -*-  q). 

Actuellement,  on  a 

vp(x)—-     /^«i  +  r, 
o'p(x)  =  ix  h-  u, 
*,,_,(*)  =  4.r  -f-p, 

de  sorte  que  l'équation 

^p^l(x)-^lo'p(x)  =  o 
s'écrit 

9.(  >.  -4-  X  ) X  4-  [J  -4-  X  a  =  o. 

Si  Ton  élimine  x  entre  cette  équation  et  l'équation 
Sp(x)  =  o,  on  obtient 

(jï  -H  Xtf)*  —  21/(9.  -h  X)  ([i  -h  Xw)  -+-  4^(2  H-  X)«  r=  O, 

c'est-à-dire 

(;)    (4p  —  tt*)X»-t-4X(4v>—  w^-h?»—  4P"-*-i6p  =  o. 

Quand  l'équation  f{x)  =  o  a  deux  racines  doubles, 
—  a  doit  être  racine  double  de  l'équation  (7);  on  doit 
donc  avoir 

fJ*—  4P"  ■+•  4"t=  O  OU  |3  =  2U. 

Quand,  au  contraire,  l'équation  y  a  une  racine  triple 
et  une  simple,  l'équation  (7)  a  pour  racines  —  1  et  —  3. 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XVI.  (Février  1897.)  5 


(  7°) 
La  somme  des  racines  étant  — 4?   >1  suffit  d'exprimer 
que  —  i  est  racine,  ce  qui  donne 

P«_^W4-3WtH-4(;  =0. 

Ainsi,  suivant  que  l'équation  du  quatrième  degré  a 
deux  racines  doubles  ou  une  racine  triple  et  une  double, 
on  doit  avoir 

(8)  ?=2U 

ou 

(9)  p«  —  4P"-^3m*-h4^  =  o. 

Cela  posé,  identifions  les  deux  membres  de  l'éga- 
lité (6)  ;  il  vient  alors 

3  =  4", 
/,/>  =  ip  h-  4p, 
4? -+-?/>  =  ?    -\-ipu, 

$q  -+-  £r  =  qu-\-  ipv, 
$r  =  qv. 

Si  l'on  élimine  (3,  w  et  p  entre  ces  équations,  on  trouve 

facilement 

2/>3—  Spr  -+-  gçr*  =  o, 


(io) 

(        y(p*~*- lar) =  ° 

On  a  d'ailleurs 

3?                  P          .         o          6<7 
n  = 2-»         i>  =  *-         et         3  = ^. 

*/>  a  r  p 

Si  Ton  porte  maintenant  les  valeurs  de  u,  p  et  (3  dans 
les  équations  (8)  et  (9),  la  première  de  ces  équations 
donne  q  =  o  et  la  deuxième  donne  pareillement 
8/?8  4-  2j<72  =  o.  Donc  q  =  o  caractérise  le  cas  de  deux 
racines  doubles  et  8/>8-+-  279*=  o  caractérise  le  cas 
d'une  racine  simple  et  d'une  racine  triple.  Il  en  résulte 
que,  si  Ton  élimine  r  entre  les  équations  (10),  on  doit 


(  7>  ) 
trouver  q  =  o  dans  le  premier  cas  el  8/>3-h  17  q*  —  o 
dans  le  deuxième.  Autrement,  le  système  (10)  se  décom- 
pose en  deux 

gr  =  o  et  2/?»—  8/>r-*-9f*=o, 

Le  premier  de  ces  systèmes  correspond  au  cas  de  deux 
racines  doubles  et  le  second  doit  correspondre  au  cas 
d'une  racine  triple  et  d'une  simple;  par  conséquent,  en 
éliminant  r  entre  les  équations  de  ce  dernier  système, 
on  doit  trouver  8/;s-f-  zjq2=  o.  On  le  constate  sans 
aucune  difficulté.  En  résumé,  si  l'on  observe  que  p  ne 
peut  pas  être  nul,  on  voit  qu'il  y  a  deux  racines  doubles 
si  l'on  a 

q  =  o        avec        />*  —  4,*  =  o> 

une  racine  triple  et  une  simple  si  l'on  a 

8 />'-+-  iyq%  =  o        et        />!+iar  =  o. 

7.  Soit  maintenant  à  exprimer  qu'une  équation  du 
cinquième  degré 

f(x)  =  x*-r-px3-h  qxl-\-  rx  -+-  s  =  o 

n'admet  que  deux  racines  distinctes. 
Posons,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

*p(x)  =  a?*-+-  ux-\-  e,         7p-i(;r)  =  aa?-t-  p, 

et  formons  l'équation 

ïp-i(*)-*-*?p(*)  =  o; 

nous  obtenons  ainsi 

(a-f-aX)a?-{-p-4->tt  =  o, 

de  sorte  que  si  l'on  élimine  x  entre  cette  équation  et 


(7*) 

z>p(x)  =  o,  il  vient 

(P4-Xa)«— a(P  +•).«)(« -h  aX)-f-f  (a -*-aX)*=o, 
ou 

(n)  (4*>  —  a*)X»-h  X(4r—  w*)a-f-  P1— api/ h- t>a*  =  o. 
Exprimons  enfin  que  Ton  a  l'identité 

en  vertu  de  laquelle  on  voit  tout  de  suite  que  l'on  doit 
avoir  a  =  5,  de  sorte  que  l'identité  s'écrit 

(5x  -+-  P)(ar6-h/)ar3-+-  qx*-\-  rx  -+-  s) 


=  (  x1  H-  kj?  -h  v  )  (  5  a?4  -f-  3px*  -+- 1  qx  ■+-  r  ), 
et  l'équation  (i  i)  devient 
R(X)=  (4i>—  Mî)X»-h5(4P  —  M*)X-f-P'— 5p«-h25p  =  o. 

L'identification  des  deux  membres  de  (îa)  conduit 

aux  équations 

P=5i/, 

2/>=  5c, 
3^-h  P/>  =  3y?M, 
4r-f-P7  =  '2çra-h  3/»', 
5s -f- pr  =  r«    +2^. 

p5  =  rt>. 

Des  trois  premières  équations  on  tire 

2/>  3gr  i5<7 

5  ip  ip 

et,  en  portant  dans  les  trois  dernières,  on  obtient  les 
équations  de  condition  cherchées 

ip  5 

(i3)  (5*  =  ^r4-4-4?, 

*  p  5 

i5<7«  -i-  -^—  =  o. 
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Or,  si  une  équation  du  cinquième  degré  n'a  que  deux 
racines  distinctes,  elle  peut  avoir,  soit  une  racine 
double  et  une  racine  triple,  soit  une  racine  quadruple 
et  une  simple.  Le  système  de  conditions  trouvées  doit 
donc  se  décomposer  en  deux  autres  correspondant  aux 
deux  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Dans  le  premier  cas, 
l'équation  R  Çk)  =  o  doit  admettre  les  racines  —  a  et 

—  3;  elle  doit  admettre  les  racines  —  i  et  —  4  dans  le 
second  cas.  Comme  la  somme  des  racines  est  toujours 

—  5,  pour  exprimer  qu'on  est  dans  le  premier  cas,  il 
suffit  d'exprimer  que  — i  est  racine;  il  suffit  d'écrire 
que  —  i  est  racine  pour  exprimer  qu'on  est  dans  le 
deuxième  cas.  On  voit  ainsi  que  si  l'équation  a  une 
racine  triple  et  une  racine  double,  on  doit  avoir 

v  -+-  6  m*  =  o, 

et  que  Ton  doit  avoir 

9  y  -+-  4  m*  =  o 

quand  l'équation  a  une  racine  quadruple  et  une  simple. 
Si  l'on  lient  compte  des  valeurs  trouvées  pour  u  et 
pour  v,  ces  équations  s'écrivent  respectivement 

,  ,.  I  4/>3H-5  x-27?*=  o, 

j    9./)a-f-  5q*  =  o. 

Par  conséquent,  si,  entre  les  équations  (i3),  on  éli- 
mine r  et  5,  l'équation  en  p  et  en  q  ainsi  obtenue  doit  se 
décomposer  en  les  deux  équations  (î  \). 

Un  calcul  facile  donne 

\r  — h  -  -» 


r)S  --  3q 


[91*   .    '3/>l 
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En  portant  les  valeurs  de  /•  et  de  s  qu'on  en  déduit 
dans  l'équation 

l5qS-h  ^—  =  o, 

on  obtient  l'équation 

5*x  9*  x  ?*-+-  5  x  3  x  58/>32*-t-24/>6  =  o, 

de  laquelle  on  tire 

—  ^9/?3±a5/?3 

q*  =  m y 

*  J  x  27 

c'est-à-dire 

4/?'+  5  x  iyq*=  o, 
et 

2/>* -f-  5  y*  =  O, 

qui  sont  bien  les  équations  (i4)- 
Ainsi,  pour  que  l'équation 

a:5  -h  p  x*  -h  q  x*  -h  rx  -h  s  =  o 

ait  une  racine  double  et  une  racine  triple,  il  faut  et  il 
suffit  que  Ton  ait 

Qûr*  6j0* 

4 />*-*-  5  X  27^  =  0,        4r  =  "-*-  +  ->-> 


«—'[£*#]' 


pour  qu'elle  ait  une  racine  quadruple,  il  faut  et  il  suflit 
que  Ton  ail 


*/> 


Dans  le  premier  cas,  les  conditions  s'écrivcujL  plus 


(75) 
simplement 

4/>,-+-27<jr*=  o,        5r—  />*=<>,         i4/>y— 25s  =  o; 
daus  le  second  cas,  elles  s'écrivent  de  même 

2/>J-h  5ç*=  o,         20 r  -f-  9/>*=  o,         5o$ — pq  =  o. 

[F4a] 
LE  TIÉORÈME  BADDITION  DE  LA  FONCTION  j>(«)(!); 

Pab  M.  Paul  STÂCKEL, 
Professeur  à  l'Université  de  Kônigsberg. 


Traduit  de  l'allemand,  avec  l'autorisation  de  l'auteur, 
par  M.  L.  LAUGEL. 


Lorsque  les  grandeurs  u4,  i/2,  u3   vérifient  la  con- 
dition 

<  l)  l/i  -f-  Ut  -+-  U3  =  O, 

le  quotient 

représente  une  fonction  elliptique  du  troisième  ordre, 
qui  ne  devient  infinie  qu'en  les  points  qui  sont  congrus 
à  zéro.  Par  conséquent,  si  Ton  développe  f(u)  suivant 
les  puissances  de  u,  le  coefficient  de  u"i  doit  s'évanouir 
identiquement,  et  Ton  a,  par  suite, 

l  o=         ffMi<J  Mjff'Ma-h     at^jff  u2  v"  U\  -+-    <7W3a  U\Q  il* 

\  -+-  2JMi<j'tfIS/  f/3-h  2<Juiv'u3<j'  Ut-\-  '2<SUn<j' Ui<j'  l/j, 


f)  Mathematische  Annalen,  t.  \LVII,  4*  Cahier,  p   6o'f;  1896. 
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ou,  après  une  transformation  facile  à  pratiquer, 

[         _    «j'ai  /ff'M,y  <fut  /*'Ui\* 

Or,  nous  avons  les  équations  [H.  A.  Schwarz,  /*br- 
melnundLehrsâtze...{s),  Article  9  (i),  Article  H  (4)]  : 

(5)  —      =—  p(u), 

vu         \(ia/ 

._      <t'i/|       a'wj       <t'i/s  i  n'ttt  —  p'ut       .  . 

aaj  <7M,  <7M3  2    |3Wi— |3«î 

par  suite,  la  relation  (4)  est  équivalente  à  celle-ci  : 

(7)  jJtti-f-pi/i-hpn»"  7  (  - î y 

qui  précisément  exprime  /e  théorème  d' addition  de  la 
fonction  p(u)  sous  sa  forme  classique. 


[M'61p] 

SUR  L'APPLICATION  BB  DEUX  COVARIANTS 
A  LA  CONSTRUCTION  DE  QUELQUES  ESPÈCES  DE  COURBES; 

Par  M.  S.  MANGEOT, 
Docteur  es  sciences. 


Je  considère  une  courbe  plane  F,  représentée  par 
l'équation  entière 

relativement  à  Jeux  axes  de  coordonnées  rectangulaires 


(')  Traduit  par  M.  Padé.  Paris,  Gauthier- Villars  et  fils. 
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quelconques  Ox9  Oy,  et  soient  4>,  U"  les  deux  lignes  que 
définissent  respectivement,  par  rapport  a  ces  axes,  les 
équations 


*(*.r)  = 


dx*  ôy*  ' 


(j^),=  0' 


dont  les  premiers  membres  sont  des  covariants  de  f 
pour  toute  substitution  orthogonale. 

Si  Ton  calcule  les  formes  particulières  que  prennent 
ces  deux  covariants  lorsqu'on  substitue  à  f  le  premier 
membre  de  l'équation  qui  représente  l'une  des  courbes 
suivantes  :  cissoïde,  stropboïde  droite,  lemniscate,  con- 
choïde  de  cercle,  par  rapport  aux  axes  liés  à  la  courbe 
auxquels  on  la  rapporte  habituellement,  l'examen  de 
ces  formes  conduit  aux  résultats  que  voici,  quand  la 
courbe  F  est  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre. 

Pour  que  la  courbe  F  soit  une  cissoïde,  il  faut  et  il 
sufGt  que  W  soit  une  hyperbole,  et  que,  en  rapportant 
la  courbe  aux  deux  axes  de  cette  conique,  son  équation 
prenne  la  forme 

y'*  (x'  —  a  )  --<-  (  x'  -h  a  )a  =  o. 

Pour  que  la  courbe  F  soit  une  stropboïde  droite,  il 
faut  et  il  suffit  que  W  soit  une  hyperbole,  que  4>  soit 
une  droite  déterminée  perpendiculaire  à  son  axe  trans- 
verse D,  et  que,  en  rapportant  la  courbe  aux  deux 
droites  D  et  4>,  son  équation  ait  la  forme 

x' {  x'*-*- y'*)-*-  a(x'i  —  y*)=  o. 

Pour  que  F  soit  une  lemniscate  ou  une  conchoïde  de 
cercle,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  <I>  soit  un  cercle 
et  que,  en  désignant  par  x0,  y0  les  coordonnées  du 
rentre  de  cercle,  la  fonction  f(.r  +-  jr0,  y  -f-t)'o)  a*1  la 


(7«) 
forme 

ou  celle-ci 

(x'+Z1-  a-)* —  b1[xt -b- y* -+-  ia(xcosz-hy  sina)-+-  a*]. 

Dans  les  quatre  cas,  on  connaîtra  la  position  de  la 
courbe  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  et  sa  grandeur. 
Lorsque  l'équation  f(x,  y)  =  o  représente  une  cissoïde 
(ou  une  strophoïde  droite) 7  la  distance  du  point  double 
à  l'asymptote  a  pour  expression 


1      /  !  \ 

1  A*       /  3  As    \ 


eu  appelant  A  le  discriminant  de  la  fonction  du  second 
degré  ty(xy  y)  et  8  celui  des  termes  du  second  degré  de 
cette  fonction. 

Si/(x^y)  =  o  est   l'équation  d'une  lemniscate,  le 
carré  de  la  distance  de  son  centre  à  l'un  de  ses  som- 


mets a  pour  valeur  2  4  / /,  u  désignant  la  fonction 

(j-)  "+■())  9  V11  est  ^  divisible  par  o. 


[L!lc] 

THÉORÈMES  DE  PASCAL  ET  DE  BRIANCHON; 

Par  M.  F.  FARJON. 


Un  hexagone  circonscrit  à  une  conique  peut  être 
considéré  comme  la  perspective  du  polygone  gauche 
formé  par  six  génératrices  reclilignes  d'une  quadrique 
gauche    alternativement   du   premier  et  du  deuxième 


(79) 
système.  Les  trois  couples  de  génératrices  opposées  dé- 
terminent trois  plans  formant  un  trièdre  qui  a  pour 
arêtes  les  diagonales  de  l'hexagone;  celles-ci  se  coupent 
donc  en  un  même  point  (théorème  de  Brianchon). 

Soient  1,2,  3,  4>  5,  6  les  sommets  de  l'hexagone;  les 
plans  tels  que  1  23,  234,  •  •  •  ont  pour  traces,  sur  le  plan 
du  Tableau,  les  côtés  d'un  hexagone  inscrit.  Considé- 
rons les  deux  plans  opposés  1  2  3,  45  6',  leur  intersection 
est  déterminée  par  les  intersections  des  deux  couples  de 
génératrices  opposées  12,  4 5  et  2  3,  56;  de  plus,  sa 
trace  sur  le  plan  du  Tableau  est  l'intersection  des  deux 
côtés  opposés  correspondants  de  l'hexagone  inscrit.  En 
appliquant  la  même  construction  aux  deux  autres 
couples  de  plans  opposés,  on  reconnaît  que  leurs  inter- 
sections sont  dans  un  même  plan  avec  la  précédente,  et 
les  trois  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  de  l'hexa- 
gone inscrit  situés  sur  la  trace  de  ce  plan  sont  en  ligne 
droite  (théorème  de  Pascal). 

La  même  figure  peut  servir  à  démontrer  d'aulres 
théorèmes.  Ainsi,  les  faces  du  trièdre  des  diagonales  de 
l'hexagone  circonscrit  ont  pour  traces  sur  le  plan  du 
Tableau  les  diagonales  de  l'hexagone  inscrit;  celles-ci 
se  coupent  donc  deux  à  deux  sur  les  diagonales  de 
l'hexagone  circonscrit,  etc. 

Ce  mode  de  raisonnement  fait  découler  des  principes 
les  plus  élémentaires  de  la  Géométrie  dans  l'espace  la 
démonstration  de  propositions  de  Géométrie  plane  dont 
la  preuve  est  faite  habituellement  par  des  procédés  arti- 
ficiels. Exemple  :  les  propriétés  des  triangles  homolo- 
giques,  qui  sont  évidentes  lorsque  l'on  considère  la  figure 
comme  la  perspective  d'un  trièdre  coupé  par  deux 
plans. 


(  8o  ) 


NOTE  SUR  UNE  QUESTION  DE  LICENCE  ('); 

Par  M.  AUDIBERT. 


D'après  le  texte  de  la  quatrième  question  d'Analyse 
proposée  aux  candidats  à  la  Licence,  à  Rennes,  l'équa- 
tion 

dériverait,  par  la  détermination  de  la  fonction  arbi- 
traire, de  l'équation  générale  des  surfaces  pour  les- 
quelles MN  =  ON . 

Or,  z2=  m(x*-{-y2)  représente  un  cône  de  révolu- 
tion autour  de  l'axe  OZ,  et,  dans  ce  cas,  MN  est  le 
côté  d'un  triangle  rectangle  dont  ON  est  l'hypoté- 
nuse. 


LICENCE  ES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


SESSION    DE    NOVEMBRE   1896.   -    COMPOSITIONS. 


Paris. 


Analyse.  —  I.    Une  surface   S  étant  rapportée  à 
trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj}  Oc,  soient  AI  un 

(*)   Voir  oclobrc  1896,  p.  475. 
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point  de  S,  MT  la  tangente  en  M  à  la  section  de  S 
par  le  plan  zOM,  T  le  point  où  MT  rencontre  Oz. 
Soient,  de  plus,  m  la  projection  de  M  sur  Oz  et  P  la 
projection  de  M  sur  le  plan  xOz. 

Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles que  vérifient  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles 
le  produit  Mm  x  OT  des  segments  Mm  et  OT  est  égal 

{en  tout  point  M)  à  OP  . 

{On  pourra  prendre  comme  fonction  le  z  du 
point  M,  et,  comme  variables  indépendantes,  les 
coordonnées  polaires  r  et  9  de  la  projection  du  point  M 
sur  le  plan  xOy). 

L'équation  demandée  esl 

—-  =  ---  -h  cos*  9, 

/•        ôr        /•* 

équation  homogène  qu'on  sait  intégrer.  On  trouve 

z  =  r  cos  0  tang  I  cos  0  log  — -^     , 
en  désignant  par  F(0)  une  fonction  arbitraire. 

II.   Soit  z  une  variable  complexe  et  soit  3{z)  Vin- 

Posons 

?(»)  =  «"*>,         F(5)  =  <?(*)  +  -!-. 


têgrale 


i°  Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes que  doivent  vérifier  C  et  les  coefficients  a,  [3, 
y,  8,  /?of/r  ^i/e  la  fonction  F(z)  soit  uniforme  dans 
tout  le  plan? 


(8a) 
2°  Quelles  conditions  faut-il  ajouter  pour  que  F  (  z  ) 
se  réduise  à  une  fonction  rationnelle  de  z? 

Mécanique.  —  I.  Un  disque  circulaire  K,de  rayon  R, 
est  fixé  dans  un  plan  vertical.  Un  deuxième  disque 
circulaire  B,  homogène  et  pesant,  de  même  rayon  R, 
est  mobile  dans  le  même  plan  vertical  et  assujetti  à 
rester  en  contact  avec  le  disque  A,  sur  lequel  il  peut 
glisser  sans  frottement. 

Le  disque  B  est  abandonné  sans  vitesse  initiale, 
dans  une  position  telle  que  la  droite  AB,  joignant  les 
centres  des  disques,  fasse,  avec  la  verticale  ascen- 
dante, un  angle  de  45°. 

Trouver  le  mouvement  du  disque  B;  former  V équa- 
tion déterminant  V  angle  que  fait  la  droite  AB  avec  la 
verticale  ascendante  au  moment  où  le  disque  B  quitte 
le  disque  A. 

IL  Un  segment  de  droite  AB,  mobile  dans  un 
plan  7t,  est  assujetti  aux  conditions  suivantes  :  il  glisse 
sur  un  point  fixe  O  du  plan  it,  et  il  est  vu  sous  un 
angle  droit  d'un  autre  point  C  de  ce  plan. 

Trouver  le  centre  instantané  de  rotation  et  les 
courbes  décrites  par  ce  point  dans  le  plan  tc,  d'une 
part,  et,  d'autre  part,  dans  un  plan  lié  invariable- 
ment au  segment  AB.  On  supposera  la  longueur  du 
segment  AB  double  de  la  distance  OC. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  observé  à  6hi3miis,3 
(temps  sidéral)  le  passage  au  premier  méridien  d'une 
étoile  dont  les  coordonnées  sont 

Ascension  droite 7b58mi7",6 

Distance  polaire 44° 9' 53' 

On  demande  de  déterminer  :  1  °  la  latitude  du  lieu 


(  33  ) 
d'observation;  a0  l'erreur  que  produirait  sur  cette  la- 
titude une  erreur  d'une  seconde  sur  l'instant  du  pas- 
sage; 3°  l'erreur  qui  résulterait  d'une  erreur  d'une 
seconde  d'arc  sur  l'azimut  du  premier  vertical. 


Besançon. 

Analyse.  —  Étant  donné  un  sjstème  d'axes  rec- 
tangulaires Ox,  Oy,  Os,  soient  deux  points  A  et  B, 
dont  les  coordonnées  sont  respectivement 


A.. 

.     x  =  o, 

y  =  o, 

z  =  h% 

B.. 

x  =  b, 

y  =  °> 

*  =  /«, 

et  une  circonférence  C  représentée  par  les  équations 
x*-+- y*  =  a*,         3  =  0; 

a,  i,  h  sont  des  quantités  positives  données. 

On  considère  les  deux  surfaces  coniques  qui  ont 


pour  base  commune  la  circonférence  C  et  pour  som- 
mets respectifs  les  points  AeiB. 

On  demande  de  calculer  le  volume  limité  par  ces 
deux  suj faces  coniques  et  par  le  plan  des  xy. 

Dans  le  croquis,  les  points  de  ce  volume  se  projet- 
tent sur  le  plan  xOz,  suivant  la  partie  indiquée  par 
des  hachures. 

On  remarque  que  les  deux  cônes  se  coupent  suivant 
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une  seconde  courbe  plane.  On  peut  évaluer  le  volume 
demandé  en  le  partageant  en  tranches  infiniment 
minces,  soit  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy* 
soit  par  des  plans  passant  par  la  ligne  des  sommets. 
Dans  ce  dernier  cas,  chaque  tranche  pourra  être  assi- 
milée, en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  à  un  tronc  de  prisme  triangulaire,  et  Ton  est  ra- 
mené à  l'intégration  d'une  fraction  rationnelle. 

Mécanique.  —  Un  tube  rectiligne  peut  tourner  au- 
tour d'une  "verticale  Oz.  Dans  ce  tube  est  mobile  sans 


frottement  une  bille  pesante.  Le  tube  fait  avec  Oz  un 
angle  a,  et  sa  distance  à  cet  axe  est  a,  m  est  la  masse 
du  tube,  [A  celle  de  la  bille. 

Déterminer  en  fonction  du  temps  la  distance  f*A  =  q 
et  l'angle  AOx  =  G.  (On  suppose  que  OA  est  la  per- 
pendiculaire commune  au  tube  et  à  l'axe.) 

Examiner  les  divers  cas  particuliers  que  présente  la 
question  pour  des  valeurs  particulières  de  a  et  de  a. 

Emploi  du  principe  des  forces  vives  et  du  théorème 
du  moment  des  quantités  de  mouvement  autour  de  Oz. 

Astronomie.  —  Calculer  la  distance  angulaire 
geocentrique  de  a  de  l'Aigle  au  centre  de  la  Lune, 
le  19  août  i885,  à  6h,  temps  moyen  de  Paris. 
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On  prendra  pour  données  les  ascensions  droites  et 
les  déclinaisons  des  deux  astres. 

Caen. 

Analyse  el  Géométrie.  —  I.  Si,  considérant  u 
comme  une  fond  ion  de  x,  on  calcule  suivant  la  règle 
connue  la  dérivée  seconde  de  la  fonction  composée 
f(x,  m),  on  tombe  sur  une  expression  renfermant  à  la 

f  .     «  m  .    ,  du     d*u 

fois  les  quatre  quantités  x,  u,  -j~  >  -y-?* 

Cela  fait,  et  considérant  désormais  x,  m,  -j-  et  -j—^ 

comme  quatre  variables  indépendantes  distinctes,  on 
déterminera  la  fonction  f(xy  u)  par  la  condition  que 
l'expression  dont  il  s'agit  soit  le  produit  d'une  fonc- 
tion F  des  seules  variables  x  et  u  par  la  quantité 

n  du  /du\*      dlu 

ou  a,  p,  y  désignent  trois  constantes  données.  Relation 
qui  doit  exister  entre  a,  (î  et  y  pour  que  le  problème 
soit  possible. 

IL  En  désignant  par  C  une  courbe  plane  donnée, 
on  propose  de  rechercher  les  surfaces  réglées  satisfai- 
sant à  la  double  condition  :  \  °  que  toute  génératrice 
rencontre  la  courbe  G  à  angle  droit;  2°  que  C  soit  une 
ligne  de  courbure  de  la  surface  cherchée. 

I.  La  fonction  y  doit  visiblement  satisfaire  aux  condi- 
tions 

à\f       _ç>V_       à*f       df 
dx%  ^dxàu  _  ôu%  __  du 

j-  étant  précisément  F.  Intégrant  l'équation  qui  résuhe 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XVI.  (Février  1897.)  6 
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de  l'égalité  des  deux  dernières  fractions,  on  a,  si  y  ^L  o, 

^-^  est  égal   à  eY"<p'(.r);   pour  qu'il  soit  aussi  égal  à 

-~y  il  faut  que  <p(x)  soit  de  la  forme  AeP*. 

L'égalité  de  la  première  et  de  la  quatrième  fractions 
donne  alors  l'équation 

^£!  gpx-HY«  +  ¥(  x )  =  a  A  eP*+Y"; 
elle  exige  que  {32  soit  égal  à  ay  et  donne  ensuite 

/(.r,  a)  =  AeP*+Y«  +Bjr  +  G. 

Si  y  est  nul,  on  trouve  d'abord  que  ~  est  de  la  forme 
ç  (x)f  puisque  [3  doit  être  nul  et^de  la  forme 

f(x,  u)  =  A(i*-i-  £a#*)  -h  Ba?-+-  G. 

II.  D'après  le  théorème  de  Joachimsthal,  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  cherchée  S  aux  divers  points  de  C  fait 
un  angle  constant  avec  le  plan  P  de  celle  courbe;  or,  cet 
angle  est  mesuré  par  l'angle  des  génératrices  avec  leurs 
projections  sur  P;  si  P  était  horizontal,  S  serait  une 
surface  à  pente  constante  et  développable;  les  lignes  de 
courbure  étant  les  génératrices  et  les  lignes  de  niveau. 

On  trouvera  beaucoup  de  formes  pour  la  solution 
analytique. 

Mécanique.  —  I.  Dans  un  plan  fixe  P,  on  donne 
une  cycloïde  U  et  la  droite  ST  qui  la  touche  en  l'un  de 
ses  sommets  S.  Un  triangle  ABC  glisse  sur  le  plan  P 
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de  manière  que  le  sommet  A  reste  sur  la  droite  ST  et 
que  le  côté  AB  soit  constamment  tangent  à  U,  le  point 
de  contact  se  déplaçant  sur  la  cycloïde  avec  une  vitesse 


constante.  Lieux  du  centre  instantané  de  rotation  dans 
le  plan  P  et  dans  le  plan  du  triangle.  Pour  une  position 
donnée  de  ce  triangle,  déterminer  le  centre  de  cour- 
bure de  la  trajectoire  du  point  C  et  le  centre  des  accé- 
lérations du  plan  mobile. 

II.  Sur  un  cône  dont  toutes  les  génératrices  font 
avec  la  verticale  un  angle  de  45°.  déterminer  une 
courbe  C  telle  que,  si  un  point  pesant  glisse  sur  cette 
courbe  sans  frottement,  il  exercera  sur  elle  une  pres- 
sion constamment  horizontale;  la  courbe  C,  qui  est 
fixe,  a  sa  tangente  horizontale  en  un  point  situé  à  la 
hauteur  h  au-dessus  du  sommet  du  cône  et  le  mobile 
considéré  y  est  animé  d'une  vitesse  égale  à  ^'Àgh.  Loi 
du  mouvement;  direction  et  grandeur  de  la  pression 
exercée  sur  C  par  le  point  pesant  dans  une  position 
quelconque. 

I.  Soit,  dans  une  position  quelconque  du  triangle, 
M  le  point  où  AB  touche  U  :  on  voit  sans  peine  que  le 
centre  instantané  est  au  point  le  plus  bas  du  cercle  géné- 
rateur passant  par  M  ;  son  lieu  dans  le  plan  P  est  la  base 
de  la  cycloïde;  dans  le  plan  mobile,  c'est  un  cercle  de 
centre  A  et  de  rayon  ta,  a  étant  le  rayon  du  cercle 
générateur. 

Le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  de  C  s'obtient 
par  la  construction  de  Savary. 
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Les  coordonnées  du  centre  des  accélérations  K  sont 
données  par  des  équations  de  forme  connue 

û^Ç  -+-  (jj't)  =o,  (t)'Ç  — Û>,T)  —  wj'=o. 

On  voit  que  d  est  égal  à  —  aato.  D'ailleurs,  dans  le 

plan  P,  arc  S  M  est  de  la  forme  4<zsina  (*  angle  de  ÀB 

avec  ST)  •,  on  a 

dct 

et 

^ a  s'm a  =  et y        — 4<z<*>  cosa  =  c, 

—  4003*  si  n  a  —  4<z<*>'cosa  =  o. 

On  a  donc 

co'  =  —  co*tangot, 

et  les  coordonnées  de  K  sont 

(  =  asin2a,         tj  =  a  (1  -+-  cosaa); 

le  point  K  se  confond  avec  M. 

II.  Masse  du  mobile  1  ;  P,  pression  surC,  fait  avec  les 

axes  les  angles  a, a,  -  •  Donc 

(,)  _=_pCosa, 

d*y 
(a)  -^-Psina, 

(3)  sji  =-*, 

les  axes  étant  choisis  convenablement.  La  pression  étant 
perpendiculaire  à  la  vitesse, 

dx        .      dy 

(4)  cosarf?+5,Dai=0' 

d'où,  en  combinant  (1)  et  (2), 

dx  d*x       dy  d*y  _  dxx       dy*  __ 

~dt  lîï^Tt'dtï-0"  dt*'*'  dti  ~  'Xgh' 
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(3)  donne 
éliminant  dt2, 

dx*  -+■  dy*           h 

dz*  h  —  z 

En   coordonnées   cylindriques    u,    i(    et   z,    comme 

ici  z  =  /<, 

du*  +  u*dty*  _      h 
du*  h  — u 

d\  = =^  >  u  =  -  (  1  -+-  cos  <L  )  ; 

y//i  a  —  m»  a  V  / 

C  se  projette  suivant  une  cardioïde. 
(3)  donne  aussi 

u  =  z  =  h et1. 

1 

Maintenant  x  =  u  cos^  donne 

dx       h  .       .    ,  dty 

de  niéine,  y  =  m  sin  ty, 

<*Y       ht        ,  ,  ,    d^ 

^    =    ,(co^^cosH)_.; 

et  (4)  devient,  en  divisant  par  -  cos  ^  —-» 

P  fait  l'angle  ï  avec  la  perpendiculaire  à  OZ. 
Enfin,  en  difleren liant  l'équation  x2-f-j2  —  z2  =  o> 

d*.r  d*y  d*  *        ^        ^  ___  ^£f  _ 

'  lit*  ~^y  Tttï  ~~z  7/^r  "*"  <//*  "*""  ~^«       à**  ""  °' 
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remplaçant  -^  et  -^  par  les  valeurs  (i),  (2); ,     ^ 

et^Pa,,2«Atîl2bff(A-:)» 

—  P^cosa-hj'sina)  -4-  gz-high  —  2^(/i  —  z)  =  0; 

P«cos(a-  ^)  =  3#*,         P=  £-  • 

cos-  <!/ 
2  T 

P  est  infini  au  soin  met  du  cône. 


Épreuve  pratique.  —  En  un  point  de  l'équateur, 
on  observe  une  étoile  dont  l'ascension  droite  est 
6h4o,n26%8  et  la  déclinaison  i6°34'5",i  î  V étoile  est  à 
l'est  de  l'observateur  et  à  3a°  12' 20",  5  du  zénith.  Cal- 
culer V heure  sidérale.  (Rép.  :  4h48'n228.) 


CORRESPONDANCE. 


M.  M.  (Paris).  —  Voici  comment  on  peut  résoudre 
géométriquement  la  première  partie  de  la  ques- 
tion 1498  (•). 

On  donne  deux  droites  fixes  passant  par  un  point  C 
et  une  droite  AB  de  longueur  constante  glisse  sur  ces 
deux  droites.  Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  est  une  ellipse. 

(Weill.) 

On  sait  que,  quelle  que  soit  la  position  de  AB,  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  a  un  rayon  de  gran- 

(')  Voir  p.  400,  188',,  et  p    3<jo,  1896. 
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deur  constante  et  que  son  centre  O  est  sur  un  cercle  de 
centre  C.  Abaissons  de  B  une  perpendiculaire  sur  CA. 
Le  symétrique,  par  rapport  à  CA,  du  point  D  où  elle 
coupe  le  cercle  circonscrit  à  ABC  est  l'orthocentre  H  du 
triangle  ABC.  Puisque  l'angle  CBD  est  de  grandeur 
constaute  quelle  que  soit  la  position  de  B,  et  que  le 
cercle  circonscrit  reste  aussi  de  grandeur  constante,  les 
cordes  telles  que  CD  sont  égales.  Comme  CH  =  CD,  on 
voit  déjà  que  le  lieu  de  II  est  un  cercle  de  centre  C. 

Le  centre  E  du  cercle  des  neuf  points  est  le  milieu  du 
segment  OU.  Ce  segment  a  ses  extrémités  sur  les  cercles 
décrits  par  O  et  H  et,  comme  les  droites  CO,  CH  sont 
également  inclinées  sur  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  droites  données,  on  peut  tout  de  suite  conclure  ( '  ) 
que  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  ABC  est  une  ellipse  qui  a  pour  normale  en  E 
la  d'oite  OH,  dont  le  grand  axe  est  égal  à  la  somme 
des  segments  CO,  CH,  dont  le  petit  axe  est  égal  à  la 
différence  de  ces  segments,  ces  axes  étant  dirigés  sui- 
vant les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites 
données. 
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Tous  ceux  qui  ont  passé  par  une  classe  de  Mathématiques 
spéciales  connaissent  les  Leçons  de  Géométrie  analytique  de 
MM.  Briot  et  Bouquet.  Pendant  de  longues  années,  elles  ont 
été  la  source  unique  à  laquelle  venaient  puiser  les  professeurs 
et  les  élèves.  Mais,  à  la  suite  de  changements  apportés  aux 
programmes  des  écoles  et  de  l'introduction  de  nouvelles  mé- 
thodes dans  l'enseignement,  elles  présentaient  quelques  la- 
cunes et  étaient,  en  conséquence,  un  peu  délaissées  des  uns  et 
des  autres.  Dans  la  récente  édition  de  ces  Leçons,  que  nous 
signalons  aujourd'hui  aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annales , 
ces  lacunes  ont  été  heureusement  comblées  par  M.  Appell, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  et  élève  de 
MM.  Briot  et  Bouquet. 

S'inspirant  des  leçons  de  ses  anciens  maîtres,  M.  Appell  a 
conservé  à  leur  Ouvrage  le  caractère  de  simplicité  et  de  pré- 
cision que  leur  avaient  donné  ses  savants  auteurs.  Le  Livre 
est  donc  élémentaire  par  les  méthodes  et  l'ordre  suivi.  Mais  il 
donne  des  idées  nettes,  avec  exemples,  sur  des  questions  éle- 
vées, dont  voici  l'énumération  : 

Coordonnées  homogènes,  trilinéaires  et  tangentielles; 

Invariants  simultanés  de  deux  coniques;  points  d'inflexion 
d'une  courbe  plane,  hessienne  et  formules  de  Plucker  (ces  der- 
nières sans  démonstration);  courbes  unicursales;  invariants 
dans  les  surfaces  du  deuxième  ordre;  signification  du  signe  du 
discriminant;  courbes  gauches  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre;  complexes  de  droites. 

L'ordre  d'exposition  consistant  à  passer  du  simple  au  plus 
difficile,  adopté  par  MM.  Briot  et  Bouquet,  et  qui  est  d'accord 
avec  le  nouveau  programme  d'admission  à  l'École  Polytech- 
nique, a  été  respecté.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  discuter 
les  avantages  qu'il  peut  y  avoir  à  placer  la  théorie  des  coniques 
avant  celle  des  courbes  d'ordre  quelconque,  ou  à  faire  l'inverse  ; 
nous  nous  bornerons  à  signaler  le  parfait  enchaînement  des 
idées  et  la  perfection  de  la  forme,  grâce  auxquels  la  lecture 
de  ce  Livre  est  aussi  aisée  aux  commençants  qu'utile  à  ceux 
qui  sont  déjà  rompus  aux  méthodes  de  la  Géométrie  analy- 
tique. M.  Appell  s'est  du  reste  attaché  à  mettre  en  évidence 
l'idée  principale  de  chaque  question,  sans  s'égarer  dans  des 
détails  qui  font  perdre  de  vue  ce  qu'elle  a  de  plus  essentiel, 
qui  ne  sont  d'aucun  profit  pour  ceux  qui  ont  déjà  acquis 
l'expérience   de  la   Géométrie  analytique,  et  qui  sont   de   na- 
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ture  à  troubler  singulièrement  les  élèves  inexpérimentés. 
En  résumé,  les  nouvelles  Leçons  de  Géométrie  analytique 
de  MM.  Briot  et  Bouquet  nous  paraissent  appelées  à  parcourir 
une  carrière  au  moins  aussi  vaste  que  les  anciennes,  et  nous 
ne  connaissons  pas  de  guide  plus  sûr  pour  les  candidats  aux. 
Écoles,  pour  les  étudiants  des  Facultés  des  Sciences  et  pour 
les  candidats  à  l'Agrégation.  X.  A. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1542. 

(1886,  p.  3<ja.) 

Étant  donnés  deux  plans  fixes,  on  considère  deux  sphères 
de  même  rayon,  tangentes  entre  elles,  et  touchant  chacune 
un  des  deux  plans. 

Le  point  commun  de  l'une  des  deux  sphères  avec  le  plan 
correspondant  étant  donné,  on  demande  le  lieu  du  point 
commun  aux  deux  sphères  lorsque  l'on  fait  varier  leur 
rayon.  (Geneix-Martin.) 

solution 

Par  M.  A.  Thévenet, 

Élève  à  l'École  Lacordaire. 

Soit  M  le  point  de  contact  donné. 

La  sphère  S,  tangente  à  Q  au  point  M,  a  son  centre  sur  la 
normale  MA. 

Je  me  fixe  un  rayon 

R  =  MO, 

O  sera  alors  le  centre  de  la  sphère  S,  qui  a  pour  rayon  R 
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Le  centre  de  la  sphère  2,  tangente  à  P,  sera  dans  un  plan  P| 

Fie.  i. 


dont  la  dislance  à  P  sera  précisément  R.  Or,  les  deux  sphères 
S  et  £  étant  tangentes,  la  distance  de  leurs  centres  estaR. 
Si  donc  du  point  O  comme  centre  je  décris  la  sphère  de  rayon 
aR,  elle  coupe  le  plan  Pt  suivant  un  petit  cercle  G,  qui  sera 
le  lieu  du  centre  de  S  pour  la  valeur  donnée  de  R. 

Et  le  lieu  du  point  de  contact  pour  cette  valeur  sera  le  cercle 
section  du  cône  OC  par  le  plan  Ps  équidistant  de  O  et  de  Pt. 

Je  vois  donc  déjà  que  le  lieu  cherché  est  une  surface  du 
deuxième  degré,  dont  une  direction  de  plans  cycliques  est  P. 

Cherchons  si  cette  surface  a  des  ombilics  réels. 

Pour  que  le  cercle  T  ait  un  rayon  nul,  il  faut  que  le  cercle  G 
ait  aussi  un  rayon  nul.  La  sphère  décrite  de  O,  avec  i  R  pour 
rayon,  doit  donc  être  tangente  au  plan  Pt. 

La  distance  de  O  au  plan  P  sera  alors  3R. 

Considérons  le  plan  mené  par  MA  perpendiculairement  à  P. 
Soit  i la  trace  de  MA  sur  P. 

Je  dois  avoir 

MO        i 

~°'  =  r 

O*  _  Mi  — MO  _  O^ 
Mi"~        Mi        ~  MK" 

Je  dois  donc  avoir 

M/— MO  _  3MO 

Mi        ""    MK  ' 
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d'où 


■g-  "'-"IL, 

3Mi  +  MK 


longueur  que  je  puis  construire.  J'ai  ainsi  un  ombilic  de  la 
surface.  J'en  aurai  un  autre  de  la  même  manière,  en  prenant 
un  centre  de  S  au-dessus  de  M. 

Fic.  a. 


J'ai  donc  deux  ombilics  réels.  Mais  les  plans,  parallèles  aux 
plans  tangents  en  ces  ombilics  et  situés  entre  eux,  donnent 
des  sections  imaginaires,  car  il  est  évident  que  si  je  prends  MO 
très  petit,  la  sphère  de  rayon  2R,  décrite  de  O,  ne  coupera 
plus  le  plan  P!  correspondant. 

La  surface  lieu  est  donc  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

J'en  ai  deux  ombilics,  donc  le  centre;  et  j'en  ai  un  point 
quelconque  par  la  méthode  indiquée. 


SOLUTION   ANALYTIQUE, 


Soit  pris  le  point  de  contact  fixe  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  pour  plan  z  =  o  le  plan  correspondant. 
L'équation  de  la  sphère  S  qui  le  touche  est 


Soit 


£■*  •+■  y%  -+-  &  —  i\z  =  o. 
kx  -+-  By  -+-  Cz  h-  d  =  o 


l'équation  du  deuxième  plan. 

Le   centre  de  la  deuxième  sphère  5  est  un  point  a.  jï,  y   qui. 
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à  cause  de  l'égalité  des  deux  sphères,  vérifie  la  relation 

(i)  A«-f-Bp+-Cr-+-D=x. 

/A*  -+-  B V+-  C* 

Ce  point  se  trouve  aussi  sur  la  sphère  décrite  du  centre  de  S 
avec  un  rayon  double  de  celui  de  S.  On  a  donc 

(a)  a*-f-p*-4-(Y-*)«=4X*. 

Le  point  O,  milieu  du  segment  déterminé  par  les  centres  de  S 
et  de  S1,  est  un  point  du  lieu.  Soient  X,  Y,  Z  ses  coordonnées. 
On  a 

1 

(3)  /Y=|, 

z=l±*. 


Pour  avoir  le  lieu,  j'élimine  a,  (3,  y»  X,  entre  les  relations  (i), 
(a)  et  (3).  Pour  cela,  remplaçant,  dans  (î)  et  (a),  a,  p,  y  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (3),  j'ai 

aAX-f-2BY-hC(aZ  —  X)+-D       . 

(i  )  j  = — ■ =*i 

v/A»-+-B«-+-C« 

(a')  X*-hY»-+-Z*— aXZ  =  o. 

Cette  dernière  relation  exprime  que  le  point  X,  Y,  Z  du  lieu 
est  sur  la  sphère  S. 

L'élimination  de  X  entre  (i')  et  (a')  donne  le  lieu 

X»-f-Y»-+-Z»  _  a(AX-t-BY-+-CZ)-4-D # 
2Z  "~      v/A«-+-B»-hC*-+-C 

Ordonnons  cette  équation.  Elle  devient 

[/A»-*-  B*-f-  C«-h  C]  (X*  -h  Y») 

+  [/A*-hB«-+-C*— 3C]  Z*  —  4  AXZ  —  4  BYZ  -  4DZ  =  o. 

i°  Cette  surface,  qui  est  du  deuxième  ordre,  admet  la  direc- 
tion des  plans 

Z  =  * 
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comme  direction  cyclique.  En  particulier,  le  plan 

z  =  o 

la  coupe  suivant  un  cercle  de  rayon  nul. 
a°  Il  est  facile  de  vérifier  que  la  direction  du  plan 

AX  -h  BY  -+-  CZ  =  o 

est  aussi  circulaire;  car  elle  donne 

AX  +  BY=~  CZ, 

et  l'équation  de  la  surface  devient,  quand  j'ai  remplacé 
(AX-+-BY)par  — CZ  : 

(X*-+-Y»-hZ*)(v/A»-+-B»-hC*-f-C)-4DZ  =  o, 

ce  qui  montre  que  l'intersection  du  plan  et  de  la  surface  est  la 
même  que  celle  d'une  sphère  et  de  ce  plan. 

3°  On  aurait  aisément  les  coordonnées  du  centre. 

4°  On  pourrait  discuter  la  surface,  en  considérant  les  plans 

AX  -h  BY  +-  CZ  =  h. 

Soient  h\  h*  les  valeurs  de  h  donnant  des  ombilics;  on  donnerait 
alors  à  h  une  valeur  h0  comprise  entre  A' et  h",  et  Ton  verrait 
que  le  plan 

AX  -h  BY  -+-  CZ  =  h0 

donne  une  section  imaginaire;  ce  qui  montrerait  que  la  sur- 
face est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Mais  le  calcul  serait  long;  et  il  semble  que  le  plus  simple 
soit  encore  de  recourir  à  l'équation  en  S,  laquelle  donne  assez 
rapidement  le  résultat. 

Question  1557. 

(1883,  p.  5%6.) 

Par  un  point  M,  pris  d'une  manière  quelconque  sur  le 
côté  BC  du  triangle  ABC,  on  mène  des  parallèles  aux 
côtés  AC,  AB. 

Ces  droites  coupent  respectivement  aux  points  B't  C  les 
côtés  AB   et  AC.   Démontrer  que,  si  la  droite  qui  joint  le 
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sommet  A  au  point  I  de  rencontre  des  droites  B'C  e*  BC 
coupe  la  droite  B'C'  au  point  M\   on  a 


MB' 

M'1? 


MB 
MC" 


(D'OoAGNB.) 


SOLUTION 
Par  M.  H.  Lez. 


Dans  le  quadrilatère  AB'IC,  prolongeant  la  diagonale  B'C 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  diagonale  extérieure  BG,  et  joi- 
gnant le  point  de  rencontre  N  au  sommet  A,  les  quatre  droites 


NA,  BA,  IA  et  GA  formeront  un  faisceau  harmonique,  ce  qui 
permettra  d'écrire,  au  signe  près, 

MB'  _  NB  ' 
M'C'  ~  NC'* 

Mais,  par  construction,  B'M  étant  parallèle  à  AG,  les  trian- 
gles semblables  NB'M,  NC'C  donneront 

NB'  _  MB', 

NC'  ~  CG'; 

de  même,  les  triangles  semblables  BMB',  MCC'  donnent  aussi 


Donc 


MB'  _  MB 
CG'  ~  MG' 

M'B'  _  MB 
M' G'  "  MG* 


C.    Q.    F.    D. 


(    '"o  ) 


QUESTIONS. 


1756.  Diviser  un  cercle,  de  rayon  donné,  en  trois  parties  équi- 
valentes et  inégales  formées  par  des  arcs  de  cercles. 

(Émine.) 

1757.  Des  paraboles  ont  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  plane  donnée  en  un  même  point  de  cette  courbe; 
quelle  est  l'enveloppe  de  leurs  axes?  Déterminer,  pour  l'un  de 
ces  axes,  le  point  où  il  touche  cette  enveloppe  et  construire  Je 
centre  de  courbure  de  cette  courbe  correspondant  à  ce  point 
de  contact?  (Mannheim.) 

1758.  Si  quatre  points  d'une  droite  sont  assujettis  à  rester 
sur  des  sphères  ayant  leurs  centres  sur  un  même  plan  P,  tout 
point  de  la  droite  décrit  une  courbe  située  sur  une  sphère 
ayant  son  centre  dans  ce  plan  P.  (A.  Pellet.) 

1759.  Dans  le  déplacement  d'une  figure  de  forme  invariable, 
les  plans  normaux  aux  enveloppes  de  tous  les  plans  parallèles 
à  une  droite  de  la  figure  mobile  passent,  à  un  moment  donné, 
par  une  même  droite  parallèle  à  Taxe  central. 

(A.  Pellet.) 


ERRATA. 


Tome  XV,  1896;  question  1747,  au  lieu  de  De  l'identité  (1)  cor- 
respondante déduire  qu'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  satis- 
faire à  l'identité  suivante....,  lisez  L'identité  (1)  correspondante  est 
une  des  solutions  de  l'identité  suivante,  à  laquelle  on  peut  satis- 
faire d'une  infinité  de  manières....  (Gilbert.) 

Page  4 10,  ligne  ia,  au  lieu  de  tang<i>,/ùe*  tangfu. 
Page  4i3,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  <pH,  lisez 

?H(x-x0,y-y0,z-z0). 

Page  4l8i  ligne  14,  au  lieu  de  \  lisez  S\. 
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TRIX    POUR    UN    AN    (ï2    NUMÉROS)    ! 
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MM.  Laisant  et  Lemoine  ont  eu  l'idée  de  mettre  en  rapport  scientifique  les 
mathématiciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre»  l'Intek- 
mkdiaiue  des  MATiiEMA i iciKNS ,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
d'autres  articles  que  des  questions  posées  par  les  mathématiciens  à  leurs 
collègues  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
leurs  recherches  personnelles,  et  les  réponses  à  cesquestions.  La  Mathématique 
est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît  complètement  même  une  des 
branches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
premier  ordre,  si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  taudis 
qu'elle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Cette  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
teurs se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
raient les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
f/uelgues  réponses  dès  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 
espérances  les  plus  optimistes;  la  liste  des  correspondants  effectifs  du  journal, 
liste  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
grand  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue. 
car  le  but  et  l'essence  même  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens  est 
d'être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 
velle que  les  rédacteurs  de  Y  Intermédiaire  n'ont  dû  viser  que  des  débuts 
très  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  que  de  7  francs 
pour  Paris,  8  fr.  .>o    pour  la   province  et  les  pays   de  l'Union    postale. 

On  peut  adresser  les  questions  et  rommunicu'tions  soit  à  M.  Laisant,  iG->, 
avenue  Victor-Hugo,  soit  «i  M.  Lemoine,  5,  rue  Littré,  soit  chez  les  éditeurs.* 

Chacun  des  tomes  I  et  II  (  189Ï  et  iSjj)  se  vend 5  fr. 

Le  tome  III  (i8yti)  se  vend 7  fr< 
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[A3k] 

CONCOURS  DIS  «  NOUVELLES  AMALESjl 

Par  M.   R.  GILBERT  (»). 


Soit  F(x)  un  polynome^u  quatrième  degt\éy  dont 
les  quatre  racines  a,  ft,  c,  d  s^àrH^dislinçles-;"on  divise 
le  carré  de  la  dérivée  par  F(.r).  Si  Von  désigne 
par  Q  et  R  le  quotient  et  le  teste  de  cette  division, 

on  a 

F'«(ar)  =  F(j)Q  +  R. 

f°  Prouver  que  Q  est  un  carré  parfait; 
2°  Prouver  que  le  polynôme 

F(j)-rpRW 

est  carré  par/ait  pour  trois  valeurs  différentes  de  p. 
3°   Trouver  tous  les  polynômes  du  quatrième  degré 
G(x)  qui  sont  tels  que  le  polynôme 

F(a?)-f-pG(:r) 

soit  carré  parfait  pour  trois  valeurs  distinctes  de  p. 

4°  En  général,  le  reste  R  est  du  troisième  degré  ; 
pour  quil  s'abaisse  au  second,  il  faut  et  il  suffit  que 
la  condition  suivante  soit  remplie  : 

F'(a)  -h  F'(&)  h-  F'(c)  -h  F'(rf)  =  o. 

Le  reste  R  est  alors  carré  parfait;  il  ne  diffère  de  Q 
que  par  un  facteur  constant. 

Montrer  que  ce  cas  est  caractérisé  par  ce  fait  que 
V 'addition  à  F(x)  d'une  constante  convenable  rend 

(')  Mémoire  ajant  obtenu  le  prix. 
-  Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XVI.  (Mars  1897.)  7 
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le  polynôme  carré  parfait.  La  réciproque  est -elle 
vraie  ? 

Dans  ce  cas,  les  paragraphes  2°  et  3°  subissent-ils 
quelque  modification  ? 

1.  Soit 

F(x)==  a0(x  —  a)(x—  b)(:r  —  c)(x  —  d) 
e==  a^x*  -+-  4«i^'  H-  6asa?s  -h  $azx  -h  ak 

un  polynôme  du  quatrième  degré  dont  les  quatre  ra- 
cines a,  4,  c,  rf  sont  distinctes.  On  divise  le  carré  de 
la  dérivée  par  ¥{x)\  soit  Q  le  quotient,  R  le  reste} 

on  a 

F'*(x)  =  F(a?)  Q(a-)  -t-  R(a?). 

Cherchons  s'il  est  possible  de  déterminer  o  tel  que 
F -h  pR  soit  carré  parfait.  Posons 
F-hpR  =  pP», 

P  étant  un  polynôme  en  x  du  second  degré. 

Le  système  des  deux  équations  précédentes  est  équi- 
valent au  suivant  : 

\  F'*  =  FQ  +  R, 

\  F(pQ-i)  =  p(F'«-P«). 

Il  faut  et  il  suffit  que  la  seconde  équation  soit  vérifiée 
identiquement.  Or  elle  est  du  sixième  degré  $  et,  eu 
tenant  compte  de  la  première,  les  termes  de  degrés  six 
et  cinq  sont  les  mêmes  dans  les  deux  membres*,  il  y  aura 
donc  cinq  conditions;  on  en  obtient  quatre  en  écrivant 
que  a,  b}  c,  d  sont  des  racines  du  second  membre  :  ce  qui 
conduit  h  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  : 

/P(a)=      F'(a),  /'P(a)=      F'(a), 

]P(b)=      F'(b),  \P(b)=      F'($), 

j  P(c)=      F'(c),  P(c)=-F#(c), 


P(rf)=—  F'(rf),  \  P(</)=-F'(</) 


(  »o3) 
ce  qui,  en  appliquant  la  formule   d'interpolalion  de 
Lagrange,  donne  l'une  ou   l'autre  des  deux   valeurs 
de  P(x)  : 

P(*)-F(x)f— î-  -t-— '-T  +  — —-  -!—)). 
\x —  a       x — b       x  —  c       x  —  aj 

P(x)sF(x)(--,--h-L7; ï '      ). 

\x  —  a       x — b       x  —  c       x  —  dj 

La  première  donne  pour  P  un  polynôme  du  troisième 
degré.  Reste  donc  la  seconde 

P(x)  =  a0  [*•*(<•  h-  d  —  a  —  6)  •+-...  ]. 

On  obtiendra  la  ciiKjuièmc  condition  en  identifiant 

les  termes  de  plus  haut  degré  dans  F  -{-  pR  =  pP*  ;  ce 

qui  donne 

_  1 

et  Ton  voit  ainsi  qu'il  y  a  trois  valeurs  de  p  rendant 
F  -h  pR  carré  parfait. 

2.  Proposons-nous  maintenant  le  problème  plus  gé- 
néral de  trouver  tous  les  polynômes  G(x)  du  quatrième 
degré  tels  que  F  -f-  pG  soit  carré  parfait  pour  trois  valeurs 
de  p.  Ce  problème  a  des  solutions,  puisque  nous  venons 
d'en  trouver  une. 

Observons  d'abord  que  les  coefficients  de  R(x)  ren- 
dus entiers  sont  des  fonctions  du  troisième  degré  de 
<*o?  «i»  #2>  <*»»  a\i  de  sorte  que 

a0R(x)  =  60r3-f-  36iar*-r-  3bsx  h-  68. 

Ce  polynôme  R(#)  peut  se  mettre  sous  une  autre 
forme.  Faisons  x  =  a  dans  l'équation  F'2  =  FQ  +  R, 
on  a 

R(n)  =  F'«(fl), 


(  -o4) 

d'où,  par  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange, 

'F'(a)    ,    F'(b)    i    F'(c)   ^  V'(d)l 

X-d\ 


R(a:)=  F(x) 

=  F(*) 
On  en  tire 


x  —  a       x —  b       x  —  c       x- 


£dx  —  a\ 


60  =  aJLSF'(a)]. 


En  général,  le  reste  R(#)  est  du  troisième  degré; 
pour  qu'il  s'abaisse  au  second,  il  faut  et  il  suffit  que 

SF'(fl)  =  o. 

Remarquons  que,  si  cette  condition  s'exprime  en  fonc- 
tion entière  des  coefficients  deF(x),  l'équation  obtenue 
ne  renferme  pas  ak  ;  en  outre,  il  n'y  a  qu'un  terme  en 
«3  de  la  forme  K^as,  car  le  premier  membre  de 
l'équation  précédente  est  de  poids  trois  (K  est  un 
nombre). 

Cela  étant,  pour  que  F(.r)  soit  carré  parfait,  il  faut 
et  il  suffit  visiblement  que  R  (a:)  soit  identiquement  nul. 
Mais  les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  doivent  se 
réduire  à  deux  a  priori;  et  si  ces  conditions  s'expri- 
ment en  fonction  de  a0,  a«,  a2,  «3,  «4,  ce  dernier  élé- 
ment ak  doit  entier  dans  l'une  des  conditions,  car  sinon, 
F(x)  étant  carré  parfait,  F(x) -h  K  le  serait  aussi,  quel 
que  soit  K.  Ces  deux  conditions  seront  : 

i°  2F'(«)  =  o;  soit  M  =  o  cette  équation; 

20  Une  condition  renfermant  ah  \  soit  N  =  o  cette 
équation. 

De  là  suit  que  Q  est  carré  parfait,  car  ses  coefficients 

ne  dépendent  que  de  aQ,  aiy  a2\   si  doue  l'on  dispose 

de  a3,  a4  (et  c'est  possible  d'après  ce  qui  précède),  de 

façon  que  M  =  o,  N  =  o,  Q  ne  change  pas;  mais  dans 

F'î 
ce  cas  il  est  visible  que  Q  =  -p-  est  carré  parfait. 


(  i°5  ) 
3.  Revenons  aux  polyu ornes  G(x).  Divisons  G'a  par 
G;  soit  S  le  reste  et  posons 

Si  F4-pG  est  carré  parfait,  le  reste  R,  relatif  à 
F  -f-  oG,  est  idenliquement  nul  ;  si  donc  nous  désignons 
par  bp(?)  ce  que  devient  le  coefficient  bp  quand  on 
remplace  F  par  F  4-  pG,  les  quatre  équations  suivantes 
doivent  être  simultanément  satisfaites  pour  une  même 
valeur  de  p  : 

[    A0(p)  =  60  H-  C0p  -H«/0p« -f- A0p*  =  O, 

1  Mp)  =  *>\  -♦- ci  p -h  c/i  p1 -♦-  Aip*  =  o, 
j  6,(p)  =  6,  +  fip  +  rfip«  +  A,p*  =o, 
(  Mp)  =  ^a  +  cjp+  ^ap*  h-  ^3p3  =  o; 

caries  coefficients  &  sont  évidemment  du  troisième  degré 
en  fonction  de  ceux  de  F(x). 

A  chaque  valeur  de  p,  rendant  F  +  pG  carré  parfait, 
correspond  une  racine  commune  à  ces  équations }  ce  qui 
montre  qu'il  ne  peut  pas  y  avoir  plus  de  trois  valeurs  • 
de  p,  car  on  aurait  b0  =  bt  =  b2  =  A3  =  o }  F(x)  serait 
carré  parfait  et  ses  racines  non  distinctes  comme  ou  l'a 
supposé.  Pour  qu'il  y  ait  trois  valeurs  de  p  rendant 
F -h  pG  carré  parfait,  il  faut  que  les  équations  (i)  aient 
les  mêmes  racines. 

Donc,  en  particulier,  on  aura 

^o  __  ^i  _  ^1  __  ^3 

A0  ~~  Ai  ~~  hx  "  h3 

Cela  exprime  que  les  restes  R,  S  sont  les  mêmes,  à 
un  facteur  près. 
On  peut  donc  poser 


(  i°6) 
D'autre  part,  Q(#)  étant  carré  parfait,  si  Ton  iden- 
tifie les  premiers  ternies  de  F'2  =  FQ  -+-  R,  on  trouve 

Q  =  i6rt0  lx-* \  • 

Donc  on  est  conduit  à  trouver  un  polynôme  G(x), 
tel  que 

G'*  =  16^0  (*-+-  -VxG  +  i6ffloB. 

Dans  cette  égalité,  R  seul  est  donné;  on  pourrait 
identifier  les  deux  membres  et  obtenir  #0,  gt,  g2,  g*,  g* 
en  fonction  de  deux  variables  ;  mais  le  calcul  serait  plus 
pénible  que  de  la  façon  suivante  : 

Posons  g,  =£0a  et  faisons  le  changement  de  va- 
riable 

de  sorte  que  G(x)  et  R(x)  deviennent  deux  polynômes 
enj',  que  nous  désignerons  par  U^)  etT(^) 

!U(^)  =  «oJ*  +  6uiar*  +  4u9j'-+-  m4,         («0  =  ^0), 
T(^)  =  ^,-+-3(61-60«)^ 
-H  3  (bt  —  1  bt  a  -4-  b0  a*  )y  h-  à3  —  3  6j  a  H-  3  by  a*  —  6,»a3, 

et  Ton  a  l'équation 

Identifions  maintenant  les  deux  membres  de  cette 

équation;  on  trouve,  pour  déterminer  u0,  u>2,  m3,  i*4,  le 

système 

2u0K9  —  4"o"3  =  pB0, 

9a|  —  m0"*  =  3p(6,  —  aô0), 

6usu3  =  3p(^ï  —  21^!  -h  a*  60), 

u\  =  P(63—  3a6s+3a'&i  —  a3&0). 

On  tire   immédiatement  de  là  des  ([nantîtes  propor- 


(   ,07  ) 
tionnelles  à  n0,  Uj,  «3,  u%  : 


U„  M, 


_ «s 

2^,— i^a-t-  36|a* —  b0ai)bii 


9(6j—  ■2a61H-a,^0)î  —  ia(^3  —  3a6,-h  3a*6|  —  a*bo){bt  —  a60) 

Égalons  à  X  la  valeur  commune  de  ces  rapports  ;  rem- 
plaçons ensuite  les  u  dans  U,  puis  remplaçons  y  par 
x-J-a  et  réduisons;  on  obtient,  en  définitive,  le  poly- 
uome  G  sous  la  forme 

-+-460(3a6î—  ib%)x+  4^o^j*-t"9^?  —  iibibi]. 

Posons  enfin 

puis 

d  =  6}x4  —  bbobxx*--  8 bQb3x  -+-  $b\  —  i26t63; 

on  a 

G  =  XG,  H-4(jta060R. 

C'est  la  solution  du  problème.  En  effet,  l'équation 
générale  des  polynômes  G  ne  peut  être  que  de  cette 
forme,  qui  renferme  deux  paramètres  arbitraires  X,  jx. 
Or,  a  priori,  l'équation  générale  des  polynômes  cher- 
chés renferme  deux  paramètres  arbitraires,  leur  défini- 
tion les  assujettissant  à  trois  conditions  ;  c'est  donc  là 
I  équation  générale  des  polynômes  cherchés. 

4.  Nous  allons  maintenant  examiner  un  cas  particu- 
lier intéressant. 

On  a  vu  que  R,  qui  est  généralement  du  troisième 
degré,  est  du  second  degré  lorsque  ZP(rt)  =  o.  Nous 
allons  montrer  que  ce  cas  est  caractérisé  par  la  propriété 


(  •<*) 

suivante  :  Si  Ton  ajoute  à  F(x)  une  constante  conve- 
nable K,  on  a  un  carré  parfait. 

En  eflet,  divisons  par  F  -+-  K  le  carré  de  sa  dérivée  F'2; 
soit  Qi  le  quotient.  R<  le  reste,  on  a 

F'«  =  (F+K)Q,-«-RlJ 
ou 

FQ-+-R  =  (F-hK)Q,-+-R1, 
ou 

F(Q-Q,)  =  KQi-4-Rt-lt. 

Or.  F  étant  du  quatrième  degré  et  le  second  membre 
du  troisième, 

Q-Qi  =  of 

KQ,  +  R,-R  =  o. 

Cela  étant  :  si  R  est  du  second  degré,  il  en  est  de 
même  de  R<  ;  si,  de  plus,  Ton  dispose' de  K  de  façon  a 
annuler  les  trois  autres  termes  de  KQi  — R  =  KQ  —  R, 
R4  est  identiquement  nul  ;  les  trois  équations  en  K  ainsi 
obtenues  sont  compatibles;  en  ellet,  dire  queR,  est  nul, 
c'est  dire  que  F  +  K  est  carré  parfait.  On  a  vu  plus 
haut  qu'il  y  a  deux  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
à  savoir  :  i°  Rt  est  du  second  degré  ;  2°  une  autre  con- 
dition renfermant  K.  Les  trois  équations  en  K  se  rédui- 
sent donc  à  une  seule  et  K  est  déterminé  par  une  équa- 
tion du  premier  degré. 

Cette  équation  est  R  =  KQ  :  on  voit  donc  que  R  est 
carré  parfait  et  ne  dîlfère  de  Q  que  par  un  facteur 
constant. 

Réciproquement,  si  F-f-K  est  carré  parfait,  Ri  est 
nul  et  l'on  a 

Q-Qi  =  o, 
KQj-  R  =  o; 

ce  qui  montre  que  R  est  du  second  degré. 
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Ces  propriétés  se  véri lient  sur  l'équation  générale  des 
polynômes  G;  en  effet,  dans  ce  cas,  on  a  b0  =  o,  et, 
comme  R  est  carré  parfait,  on  a  aussi  gb*  —  12&1  b%  =  0; 
donc  G|  est  nul,  mais  011  peut  faire  \  et  [A  induis  et  en 
disposer  de  lelle  sorte  que 

\  X60  =  — 0, 

(  :^0=r,, 

S  et  ^  étant  deux    paramètres   arbitraires   finis,    non 
nuls. 
Si  Ton  pose 

G,=  —  Sot**  —  UiJr-^r  ^-  (i)b\  —  ii&|63), 
G=  0Gj-f-4«o>i^- 
Mais   de    gb'f2  —  \2blb3  =  o   on   déduit  ^.-  =  ^7-* 
donc  Ga  et  R  ont  leurs  premiers  coefficients  propor- 
tionnels; quant  à  l'expression  5—? — L-l^  elle  a  une 

valeur  indéterminée  lorsque  b0  s'annule;  car,  s'il  en 
était  autrement,  c'est  que  l'on  aurait,  lorsque  b0  tend 
vers  zéro,  une  relation  entre  gb\  —  12  £<  &3  et  £0,  c'est- 
à-dire  une  relation  entre  les  coefficients  de  R.  Or,  cela 
u'est  pas  possible,  car  alors  se  donner  R,  ce  ne  serait  se 
donner  que  trois  relations  entre  les  coefficients  de  F; 
se  donner  Rt,  à  un  facteur  constant  près,  ne  donnerait 
que  deux  relations  et  F  dépendrait  de  trois  paramètres 
arbitraires;  mais  c'est  ainsi  que  nous  avons  précisé- 
ment trouvé  G,  et  nous  avons  vu  qu'il  ne  peut  dé- 
pendre que  de  deux  paramètres  arbitraires  \  jx;  donc, 

enfin,  — - — r —  a  une  valeur  quelconque  et,  en  dé- 
finitive, on  peut  écrire 

t  et  t  étant  deux  paramètres  arbitraires. 
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Ou  peut  donc  disposer  de  p  de  telle  sorte  que  F  -H  ot 
soit  carré  parfait. 

5.  Il  semblerait,  de  la  façon  dont  on  a  déduit  les 
polynômes  G  =  «tR  +  t  du  cas  général  où  b0  n'est  pas 
nul,  que  ces  polynômes  sont  tels  que  F  -f-  pG  est  carré 
parfait  pour  trois  valeurs  de  p.  Nous  allons  faire  voir 
qu'il  n'en  est  rien  et  qu'en  général  F  -f-  pG  n'est  carré 
parfait  que  pour  deux  valeurs  de  p. 

Effectivement,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  oc- 
cupe, on  a 

G  =  cx(3&i:r*-f-  36,37-1-^3)  -+-t, 

G'  =  3ff(a6iar-h6i), 
et 

S  =  G'»  =  g9*(-i6i2-+6,)*, 
et  comme 

g0S  =  hQxz  -+-  3  A 1 J7*  -+-  3 htx  ■+•  h3l 

on  en  déduit  que  g0  étant  nul,  /i0,  /*,,  /*a,  h3  sont  nuls, 
et  que  les  équations  du  système  (1)  ont  une  racine  en  p 
infinie.  Or,  pour  p  infini,  F -h  pG  se  réduit  à  G,  qui, 
en  général  (c  et  x  étant  quelconques),  n'est  pas  carré 
parfait. 

Ce  serait  faire  un  faux  raisonnement,  de  déduire  que 
G  est  carré  parfait  de  ce  que  les  équations  (1)  ont  une 
racine  commune  infinie;  car,  pour  montrer  que  tous 
les  polynômes  G  de  la  forme  XG<  -+-  4u"o&o  R  sont  bien 
tels  que  F -H  pG  est  carré  parfait  pour  trois  valeurs  de 
p,  uous  avons  supposé  que  l'équation  générale  de  ces 
polynômes  ne  dépendait  que  de  deux  paramètres  arbi- 
traires, c'est-à-dire  précisément  que  l'équation  qui 
donne  les  valeurs  de  p  était  du  troisième  degré;  or,  ici, 
cette  hypothèse  est  fausse,  car  toutes  les  équations  (1) 
(sauf  la  première,  qui  disparaît  identiquement)  sont 
réduites  au  second  degré. 


(  •"  ) 

Remarque.  —  La  première  des  équations  (i)  dispa- 
raît identiquement;  eu  effet,  b0  étant  nul,  et  bt  &a,  b9  ne 
l'étant  pas,  sans  quoi  F  sera  carré  parfait,  les  équations 
autres  que  la  première  ne  peuvent  avoir  zéro  pour 
racine.  La  première,  qui  admet  zéro  pour  racine,  dis- 
parait donc. 

Il  résulte  donc  de  là  que,  si  bQ  =s=  o,  les  polynômes 
G  =  oit  -+-  t  ne  sont,  en  général  (sauf  les  cas  particu- 
liers j=o,  t=o)  pas  carrés  parfaits,  et  que,  pour 
deux  valeurs  de  p  seulement,  F  -+-  pG  est  carré  parfait. 

Nous  ne  nous  proposerons  pas  de  trouver  l'équation 
générale  des  polynômes  satisfaisant  à  ces  deux  condi- 
tions. Nous  terminerons  par  une  interprétation  de 
l'équation  b0  =  o  relativement  aux  racines  de  l'équa- 
tion F(x)  =  o. 

6.  On  a  vu  que  les  valeurs  de  p  rendant  carré  parfait 

F  -f-  p  R  sont  les  valeurs  de  l'expression j— — __  ,    • 

Donc,  pour  b0  =  o,  la  somme  de  deux  racines  est  égale 
à  celle  des  deux  autres,    La  réciproque  est  vraie. 
En  effet,  on  a 

F'(z)=  a0Z(x  —  b)(x  —  c)(x  —  d), 
F'(tt)  =  a0S(a  —  b)(a  —  c)(a  —  d). 

De  a  -f-  b  =  c  -+-  à  on  déduit 

|  a  —  c  =  d —  b, 

I  a  —  d  =  c  —  b, 
par  suite 

—  (a— b)(a  —  c)(a  —  d)  =  (b—c){b—d)(b  —  a). 

Donc,  si  la  somme  de  deux  racines  est  égale  à  celle 
des  deux  autres,  ou  a 

SF'(rt)  =  n 
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et,  par  suite, 

b0  =  o. 

D'ailleurs,  le  produit 

(a-*-  b—  c  —  d)(a  +  c  —  b  —  d)(a-+-  d—b  —  c) 

est  une  fonction  symétrique  de  a,  i,  c,  d  ;  doue,  exprimé 
en  fonction  de  a0,  a,,  *i2,  az,  a4,  il  sera  de  poids  trois; 
comme  2F' (a)  est  aussi  de  poids  trois,  leur  quotient 
est  fonction  de  aù  seul.  Pour  le  calculer,  il  suffit  de  con- 
sidérer une  équation  particulière  a0x*  —  a0x*  =  o,  par 
exemple;  on  trouve  ainsi 


CONGRÈS  INTERNATIONAL  DES  MATHÉMATICIENS,  A  ZURICH, 
EN  1897. 


Le  Comité  vient  d'adresser  l'appel  suivant,  que  nous 
sommes  heureux  de  pouvoir  reproduire,  aux  mathéma- 
ticiens des  diverses  nations  : 

Monsieur, 

Vous  n'ignorez  pas  que  l'idée  d'un  Congrès  international  des 
mathématiciens  a  été,  dans  ces  derniers  temps  surtout,  l'objet 
de  nombreuses  délibérations  de  la  part  des  savants  intéressés 
à  sa  réalisation.  Il  leur  a  paru,  en  raison  des  excellents  résul- 
tats obtenus  dans  d'autres  domaines  scientifiques,  par  une  en- 
tente internationale,  qu'il  y  aurait  de  très  sérieux  avantages  à 
assurer  l'exécution  de  ce  projet. 

A  la  suite  d'un  échange  de  vues  très  actif,  on  tomba  d'accord 
sur  un  premier  point  :  c'est  que  la  Suisse,  par  sa  situation  géo- 
graphique centrale,  par  ses  traditions  et  son  expérience  des 
Congrès  internationaux,  paraissait  toute  désignée  pour  tenter 
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un  premier  essai  de  réunion  des  mathématiciens.  On  voulut  bien 
ensuite  choisir  Zurich  comme  siège  du  Congrès. 

Les  mathématiciens  de  Zurich  ne  se  font  aucune  illusion  sur 
les  difficultés  qu'ils  auront  à  surmonter.  Mais,  dans  l'intérêt 
même  de  cette  entreprise,  ils  ont  pensé  ne  pouvoir  décliner  les 
ouvertures  si  honorables  qui  leur  ont  été  faites  de  tous  côtés. 
Ils  se  décidèrent  donc  à  prendre  toutes  les  mesures  prépara- 
toires pour  le  futur  Congrès  et  à  contribuera  sa  réussite  dans 
la  mesure  de  leurs  forces.  Ainsi  se  constitua,  avec  le  concours 
de  mathématiciens  d'autres  nations,  le  Comité  d'organisation 
soussigné,  chargé  de  réunir  à  Zurich,  en  1897,  les  mathéma- 
ticiens du  monde  entier. 

Le  Congrès,  auquel  vous  êtes  cordialement  prié  d'assister, 
aura  Heu,  à  Zurich,  les  9,  10  et  11  août  1897,  dans  les  salles  de 
l'Ecole  polytechnique  fédérale.  Le  Comité  ne  manquera  pas  de 
vous  communiquer,  en  temps  opportun,  le  texte  du  programme 
arrêté  en  vous  priant  de  lui  envoyer  votre  adhésion.  Mais,  dès 
à  présent,  il  est  permis  d'observer  que  les  travaux  scientifiques 
et  les  questions  d'ordre  administratif  porteront  essentielle- 
ment sur  des  sujets  d'intérêt  général  ou  d'importance  re- 
connue. 

Les  Congrès  scientifiques  ont  aussi  ce  précieux  avantage  de 
favoriser  et  d'entretenir  les  relations  personnelles.  Le  Comité 
local  ne  manquera  pas  d'accorder  toute  sa  sollicitude  à  cette 
partie  de  sa  tâche  et,  dans  ce  but,  il  élaborera  un  modeste 
programme  de  fêtes  et  de  réunions  intimes. 

Puissent  les  espérances  fondées  sur  ce  premier  Congrès  se 
réaliser  pleinement!  Puissent  de  nombreux  participants  con- 
tribuer par  leur  présence  à  créer,  entre  collègues,  non  seule- 
ment des  rapports  scientifiques  suivis,  mais  encore  des  rela- 
tions cordiales  basées  sur  une  connaissance  personnelle.  Puisse 
enfin  notre  Congrès  servir  à  l'avancement  et  au  progrès  des 
Sciences  mathématiques! 

H.  Blellkr,  président  du  Conseil  de  l'École  poly- 
technique fédérale,  Zurich.  H.  Burkhardt,  professeur 
à  l'Université  de  Zurich.  L.  Chemona,  professeur  à 
Rome.  G.  Dumas,  assistant  à  l'École  polytechnique 
fédérale,  Zurich.  J.  F  ban  EL,  professeur  à  l'École  po- 
lytechnique fédérale,  Zurich.  C.-F.  Geiser,  professeur 
à    l'École    polytechnique     fédérale,     Zurich.     A.-Co. 
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Greenihll,  professeur  à  Woolwich.  A.  Herzog,  direc- 
teur de  l'École  polytechnique  fédérale,  Zurich.  G.-W. 
Hill,  professeur  à  West-Nyack  (U.  S.  A.)-  A.  Hcr- 
witz,  professeur  à  l'École  polytechnique  fédérale,  Zu- 
rich. F.  Klein,  professeur  à  Gœttingue,  A.  Mabeoff, 
professeur  à  Saint-Pétersbourg.  F.  Mertens,  profes- 
seur à  Vienne.  H.  Minkowski,  professeur  à  l'École 
polytechnique  fédérale,  Zurich.  G.  Mittag-Lepfler, 
professeur  à  Stockholm.  G.  Oltramare,  professeur  à 
Genève.  H.  Poincaré,  professeur  à  Paris.  J.  Rebstein, 
assistant  à  l'École  polytechnique  fédérale,  Zurich.  F. 
Rudio,  professeur  à  l'École  polytechnique  fédérale, 
Zurich.  R.  Voxdbrmuhll,  professeur  à  Bâle.  F. -H. 
Weber,  professeur  à  l'École  polytechnique  fédérale, 
Zurich. 

Adresser  les    correspondances  concernant  les    affaires    du 
Congrès  à  M.  le  professeur  Geiser,  Kusnacht-Zurich. 


SUR  «  LARITIIMÉTIZATION  »  DES  MATHÉUATIQUES  ; 

Discours  prononcé  par  M.  Klein  devant  la  Société  royale  des 
Sciences  de  Gœttingue  (Gôttinger  Nachrichten,  189O; 
Cahier  II). 


(Traduit  avec  l'autorisation  de  M.  Klein  par  MM.  Vassilief,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Kazan  et  L.  Lauqel). 


Messieurs, 

Si  les  théories  spéciales  de  la  Science  mathématique, 
par  la  nature  môme  des  choses,  échappent  à  l'entende- 
ment de  ceux  qui  sont  étrangers  à  celte  étude  et,  par 
suite,  ne  les  intéressent  pas,  le  mathématicien,  néan- 
moins, doit  essayer  de  signaler  les  points  de  vue  géné- 
raux sous  lesquels  il  voit  le  développement  de  sa  Science, 
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et  cela  d'autant  plus  que  ces  points  de  vue  permettent 
de  préciser  sa  corrélation  avec  les  domaines  scienti- 
fiques voisins.  Je  voudrais  aussi,  en  l'occasion  actuelle, 
essayer  de  prendre  position  par  rapport  à  cette  importante 
direction  mathématique,  qui  a  pour  principal  repré- 
sentant M.  Weierstrass,  dont  nous  venons  de  célébrer 
le  quatre-vingtième  anniversaire.  Je  parle  de  YAtïth- 
métization  des  Mathématiques  (udtrithmetizirung). 
Mais,  auparavant,  je  dois  exposer  quelques  éclaircis- 
sements relatifs  aux  origines  et  aux  tendances  de  cet 
ordre  d' idées. 

On  associe  généralement  à  la  déGnition  des  Mathéma- 
tiques Tidée  d'un  système  de  déductions  rigoureusement 
logique  qui  est  pour  lui-même  sa  propre  base;  nous  en 
avons  un  exemple  dans  la  Géométrie  d'Euclide.  Toute 
autre  est  la  pensée  qui  préside  à  la  naissance  de  la  Mathé- 
matique moderne.  Pariant  de  l'observa  lion  de  la  nature, 
ayant  pour  but  l'éclaircissement  de  ses  phénomènes, 
celte  pensée  place  en  tète  un  principe  philosophique,  le 
principe  de  la  continuité.  C'est  ce  qui  a  lieu  chez  les 
grands  promoteurs  Newton  et  Leibnitz,  et  pendant  le 
xviii*  siècle  tout  entier  qui  est,  à  proprement  parler,  un 
siècle  de  découvertes  au  point  de  vue  du  développement 
des  Mathématiques.  Mais,  peu  à  peu,  renaît  une  critique 
plus  rigoureuse  qui  demande  une  sanction  logique  des 
audacieuses  découvertes,  ainsi  qu'il  arrive  lorsqu'un 
gouvernement  s'établit  après  une  époque  de  conquête 
prolongée.  C'est  la  période  de  Gauss  et  Abel,  de  Cauchy 
et  Dirîchlet.  Mais  on  n'en  est  pas  resté  là.  Gauss  use 
encore  sans  hésiter,  comme  principe  de  démonstra- 
tion, de  l'intuition  de  l'espace  et,  en  particulier,  de  l'in- 
tuition de  la  continuité  de  l'espace.  Mais  une  recherche 
plus  approfondie  a  montré  non  seulement  qu'il  reste 
ainsi  beaucoup   à   démontrer,    mais    encore    que  Tin- 
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tuition  de  l'espace  a  conduit  d'une  façon  trop  préci- 
pitée à  admettre  comme  légitimes  en  toute  généralité 
des  propositions  qui  ne  le  sont  pas.  D'où  la  demande 
d'une  méthode  de  démonstration  exclusivement  arith- 
métique. On  ne  regarde  alors  comme  bien  acquis  à  la 
Science  que  ce  qui  peut  être  démontré  avec  clarté  comme 
identiquement  exact  par  l'application  des  opérations 
usuelles  du  calcul.  Un  simple  coup  d'oeil  jeté  sur  les 
nouveaux  Traités  de  Calcul  différentiel  et  intégral  fait 
suffisamment  apercevoir  les  grands  changements  dans 
les  méthodes.  Où  l'on  employait  autrefois  les  Ggures 
comme  moyen  de  démonstration,   Ton  trouve  aujour- 
d'hui des  considérations  toujours  réitérées,  relatives  aux 
grandeurs    qui  sont   on  peuvent  devenir  plus   petites 
que   toute  grandeur  assignée,    si   petite    qu'elle    soit. 
Comme  point  de  départ,  nous  avons  alors  l'examen  et 
l'éclaircissement  de  ces  questions  :  que  doit-on  entendre 
ou  ne  pas  entendre  par  continuité  d'une  variable   et 
quand  peut-il  être,  en  général,  question  de  la  diileren- 
tiationou  de  l'intégration  d'une  fonction?  Tel  est  Yhabitus 
mathématique  de  Weierstrass  ;  c'est  ce  que  l'on  nomme 
brièvement,   suivant    l'usage  habituel,   la  rigueur  de 
Weier strass  (die  Weierstrass  sche  Strenge). 

Celte  rigueur,  naturellement,  n'a  rien  d'absolu;  elle 
peut  même  être  poussée  plus  loin  si  Ton  soumet  encore 
la  dépendance  mutuelle  des  grandeurs  à  des  restrictions 
plus  étroites.  A  ce  point  de  vue,  je  citerai  la  tendance 
de  Kroneeker  à  bannir  les  nombres  irrationnels  et  à 
ramener  le  traitement  des  problèmes  de  la  Science 
mathématique  à  l'étude  des  relations  entre  les  seuls 
nombres  entiers.  Je  citerai  encore  les  efforts  que  l'on  a 
faits  pour  introduire,  dans  les  différentes  espèces  de 
combinaisons  logiques,  des  notations  abrégées,  afin  d'en 
exclure  les  associations  d'idées  superflues,  les  indéler- 
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initiations  qui  s'y  glissent  inconsciemment  quand  on 
emploie  le  langage  habituel  et  qui  restent  ainsi  sans 
contrôle.  Lu  savant  italien,  Peano,  de  Turin,  à  qui  nous 
devons  déjà  d'intéressantes  études  sur  d'autres  sujets, 
est  le  représentant  de  cet  ordre  d'idées. 

Je  voudrais  définir  tous  ces  développements  par  un 
seul  mot  :  Y  Arithmétization  des  Mathématiques.  Et 
maintenant,  je  me  propose  de  vous  parler  de  l'influence, 
que  pourrait  avoir  cette  tendance  générale,  au  delà  du  do- 
maine de  l'Analyse,  sur  les  autres  parties  de  notre 
Science.  La  question  ainsi  posée,  d'une  part,  nous  de- 
>ons  admettre  volontiers  l'extraordinaire  importance 
des  développements  du  sujet;  mais,  d'autre  part,  il 
nous  faut  repousser  cette  idée  que,  dans  la  Science  ainsi 
aritlimélizeV,  nous  aurions,  comme  en  un  extrait  con- 
centré, l'ensemble  total  proprement  dit  de  la  Mathéma- 
tique existant  déjà.  D'après  ceci,  je  développerai  ma 
pensée  en  deux  directions  :  l'une,  positive,  qui  affirme, 
et  l'autre,  négative,  qui  nie.  Connue  essence  même  de  la 
question,  ce  n'est  pas  la  forme  arithmétique  de  la  marche 
des  idées  que  j'envisage,  mais  plutôt  l'acuité  logique,  la 
rigueur,  que  l'on  obtient  à  l'aide  de  cette  forme;  la  né- 
cessité, par  suite,  se  présente  (et  c'est  là  le  coté  positif 
de  mon  programme)  de  refondre  e\  remanier,  en  s'ap- 
puyant  sur  les  principes  de  l'Analyse  à  base  arithmé- 
tique, les  autres  disciplines  de  la  Mathématique.  D'autre 
part,  je  dois  établir,  et  cela  en  y  insistant  beaucoup 
(c'est  ici  le  coté  négatif  de  la  question)  que  les  Mathé- 
matiques n'ont  été  nullement  créées  à  l'aide  de  la 
déduction  logique,  mais  bien  plutôt  qu'à  côté  de  celle 
dernière,  meute  encore  de  nos  jours,  l'intuition  conserve 
son  rôle,  son  influence  spécifique  complète.  Pour  épuiser 
le  sujet,  je  devrais  encore  parler  du  côté  algorithmique 
des   Mathématiques  et,    par  conséquent,   du    rôle   des 
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méthodes  formelles;  néanmoins,  je  laisserai  de  côté,  en 
cette  occasion,  ce  sujet  qui  est  plus  éloigné  de  mes  re- 
cherches personnelles. 

Du  reste,  ne  croyez  pas  que  j'aie  beaucoup  de  nouveau 
à  développer  ici  sur  des  sujets  particuliers.  11  s'agit 
plutôt  essentiellement  de  réunir  et  de  grouper  ce  que 
nous  avons  sous  la  main  et,  lorsque  cela  est  nécessaire, 
d'en  présenter  une  justification. 

Le  court  laps  de  temps  qui  m'est  octroyé  m'oblige  à 
me  restreindre  à  faire  ressortir  quelques  points  princi- 
paux. Permettez-moi  d'abord  de   donner  une  esquisse 
du  coté  positif  de  ma  thèse  dans  ses  rapports  avec  le 
domaine  de  la  Géométrie.  Le  point  de  départ  de  l'arith- 
rnetization  des  Mathématiques  a,  comme  je  l'ai  indiqué, 
lire  son  origine  de  cette  circonstance  que  Ton  a  écarté 
l'intuition  de  l'espace.  Lorsque  nous  portons  nos  études 
sur  la  Géométrie,  la  première  chose  à  faire  c'est  de  rat- 
tacher par  un  lien  nouveau  à  l'intuition  de  l'espace  les 
résultats  acquis  par  voie  arithmétique.    Par  ceci  j'en- 
tends que  nous  devons  admettre  les  principes  habituels 
de  la  Géométrie   analytique  et  à  leur  aide  faire  la  re- 
cherche de  l'interprétation  géométrique  des  nouveaux 
développements  analytiques.   Ce  n'est  pas  en  général 
difficile,  mais,  d'autre  part,  c'est  intéressant  au  plus 
haut  degré.   J'ai  pu   poursuivre   cet   ordre   d'idées  en 
diverses  nombreuses  directions  dans  une  série  de  confé- 
rences que  j'ai  données  dans   ce  but  l'an  dernier  (*). 
Comme  résultat  on  acquiert  une  habitude,  un  exercice 
de  l'intuition  de  l'espace  provenant  d'un  raffinement, 
d'une  acuité   plus  grande  dans  cet    ordre  d'idées  ;    et, 
d'autre   part,  cette   tendance    a  cet  avantage   précieux 
qu'elle  met  en  pleine  lumière  les  développements  ana- 

(  '  )  Voir  la  note  p.   12*). 
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Iniques  en  question  et  qui  perdent  alors  un  carac- 
tère paradoxal  qui,  maintes  fois,  semblait  leur  être 
attaché.  Quelle  est  la  définition  la  plus  générale  d'une 
courbe,  d'une  surfaee?  Qu'entend-on  en  disant  qu'une 
courbe,  etc.,  est  analytique  ou  non  analytique?  Ces 
questions  et  celles  qui  leur  sont  analogues  doivent 
tore  épuisées  jusqu'à  l'évidence  la  plus  complète.  Le 
second  point  à  considérer  est  celui-ci.  C'est  que  nous 
introduisons  les  principes  qui  servent  de  fondement  à 
la  Géométrie  dans  les  nouvelles  recherches.  Cela  pour- 
rail  se  faire  certes  comme  autrefois  d'une  manière  pu- 
rement géométrique;  mais,  par  l'effet  des  influences 
actuelles,  la  corrélation  avec  le  système  de  tout  l'en- 
semble de  l'Analyse,  et  par  conséquent  a\ec  les  mé- 
thodes de  la  Géométrie  analytique,  est  placée  au  pre- 
mier plan.  La  recherche  extérieure  des  formules  par 
lesquelles  on  peut  représenter  les  constructions  de 
l'espace,  la  Géométrie  non-euclidienne  par  conséquent, 
eleequi  s'y  rattache,  tout  cela  n'est  qu'un  coté  du  sujet. 
Une  question  plus  profonde  est  celle-ci.  Pourquoi 
pouvons-nous  regarder  l'ensemble  des  points  de  l'espace 
comme  une  multiplicité  numérique  telle  que  nous 
puissions,  entre  les  nombres  rationnels,  rangés,  comme 
Ion  sait,  en  trois  directions,  interpoler  les  nombres 
irrationnels?  Nous  arrivons  ainsi  à  cette  opinion  : 
l'intuition  de  l'espace  présente  quel  (pie  chose  d'inexact 
que  nous  idéalisons  pour  faire  des  Mathématiques  à 
1  aide  de  ce  que  l'on  nomme  des  axiomes  (qui  repré- 
sentent pour  nous  des  postulat  a  réels,  des  propositions 
de  condition).  Quant  aux  philosophes,  le  problème 
ici  posé  a  été  en  particulier  traité  par  Kerry,  en- 
levé, depuis,  par  une  mort  prématurée.  Je  crois  pou- 
voir adhérer  en  général  aux  idées  qu'il  développe,  et 
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notamment  à  ce  qui  est  relatif  à  sa  critique  de  du  Bois- 
Reymond. 

Inversement  la  nouvelle  exposition  de  la  conception 
de  l'espace  est  pour  nous  la  source  de  nouvelles  concep- 
tions analytiques.  Nous  croyons  voir  dans  J'espace  le 
nombre  infini  des  points  et  des  constructions  formées 
par  ceux-ci  d'une  manière  immédiate.  C'est  là  l'origine 
des  recherches  formant  la  base  de  l'étude  des  ensembles 
(Meugen)  et  des  nombres  iransiïiiis,  au  moyen  desquels 
Georg  Cantor  a  enrichi  la  Science  arithmétique  d'un 
cercle  d'idées  tout  nouveau.  Enfln  nous  exigeons  encore 
que  le  nouvel  ordre  d'idées  joue  un  rôle  dans  les  domaines 
les  plus  élevés  de  la  Géométrie  et  en  particulier  dans  la 
Géométrie  infinitésimale;  cela  aura  lieu  encore  le  plus 
facilement  si  nous  conservons  ici  encore  les  méthodes 
de  la  Géométrie  analytique.  Naturellement  je  ne  parle 
pas  de  calculs  aveugles  pratiqués  sur  les  lettres  x,  yy  z, 
mais  seulement  d'un  usage  subsidiaire  de  ces  grandeurs 
partout  où  il  s'agit  de  la  fixation  précise  d'un  passage  à 
la  limite. 

Telle  est  à  grands  traits  l'esquisse  du  nouveau  pro- 
gramme géométrique.  Il  est,  comme  vous  le  voyez,  bien 
différent  des  tendances  qui  régnaient  dans  la  première 
moi  lié  de  notre  siècle  et  qui  en  ce  temps  ont  conduit  au 
développement  de  la  Géométrie  projeclive  (laquelle  de- 
puis longtemps  est  devenue  une  branche  intégrante  de 
notre  Science).  La  Géométrie  projective  nous  a  ouvert  de 
nombreux  domaines  nouveaux  de  la  Science  avec  la 
facilité  la  plus  grande;  on  pourrait  la  célébrer  à  bon 
droit  en  disant  qu'elle  ouvre  une  route  royale  conduisant 
à  travers  son  domaine.  Au  contraire,  notre  nouveau  che- 
min est  pénible  et  hérissé  de  ronces;  il  faut  une  atten- 
tion de  chaque  instant  pour  en  tourner  les  obstacles. 
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\ous  revenons  ainsi  plutôt  aux  méthodes  des  anciens 
ri  nous  apprenons  à  comprendre;  en  même  temps  d'une 
nouvelle  manière  leurs- méthodes  à  l'aide  de  nos  con- 
ceptions modernes,  comme  l'a  exposé  brillamment 
Zeuthen  en  ces  derniers  temps.  Les  mêmes  courants 
d'idées  onl  été  introduits  dans  les  domaines  de  la  Mé- 
canique et  de  la  Physique  mathématique.  Pour  ne  pas 
entrer  en  trop  de  détails  je  citerai  seulement  deux  exem- 
ples à  cet  effet.  Dans  toutes  les  Mathématiques  appli- 
quées, on  doit  faire  ce  que  j'ai  déjà  indiqué  comme 
nécessaire  relativement  à  l'intuition  de  l'espace,  c'est- 
à-dire  idéaliser  les  points  de  départ  en  vue  du  traite- 
ment mathématique.  Maintenant,  en  général,  selon 
le  but  que  l'on  a  devant  les  yeux,  en  un  seul  et  même 
domaine  on  peut  employer  à  coté  les  uns  des  autres 
divers  genres  d'idéalisation.  Dans  cet  ordre  d'idées,  pour 
ne  citer  qu'un  exemple,  on  regarde  la  matière,  tantôt 
comme  remplissant  l'espace  d'une  manière  continue, 
tantôt  comme  discontinue  et  formée  de  molécules  sé- 
parées, qu'on  regarde  aussi  soit  au  repos,  soit  animées  de 
mouvement.  Quand  et  jusqu'à  quel  point  ces  diverses 
méthodes  de  présentation  sont-elles  mathématiquement 
équivalentes  pour  les  développements  que  Ton  veut  en 
tirer?  Les  anciennes  recherches  de  Poisson  et  d'autres, 
comme  aussi  les  développements  de  la  théorie  cinétique 
des  gaz,  n'approfondissent  pas  à  ce  point  de  vue  suffi- 
samment les  choses  pour  le  mathématicien  de  notre 
époque.  Je  crois  qu'une  publication  que  prépare  M.  Iloltz- 
mann  fournira  sur  ceci  d'intéressants  résultats.  Une 
autre  manière  de  poser  la  question  est  la  suivante  :  L'ex- 
périence physique  met  à  notre  disposition  des  faits 
expérimentaux  auxquels  nous  donnons  inconsciemment 
une  généralisation  mathématique  et  que  nous  transpor- 
tons comme  théorèmes  sur  des  êtres  idéalisés.  A  ceci  se 
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rattache  l'existence  de  la  fonction  dite  de  Grcen  relative 
à  une  surface  fermée  quelconque  et  à  pôle  pris  arbitraire- 
ment, ce  qui  correspond  à  ce  fait  du  domaine  de  l'élec- 
tricité que  pour  chaque  corps  conducteur,  sous  l'in- 
fluence d'un  point  éleclrisé  quelconque,  il  y  a  une 
distribution  d'électricité  en  équilibre».  Tel  est  le  cas 
encore  de  l'application  que  j'ai  faite  des  courants  élec- 
triques qui  ont  lieu  sur  une  surface  conductrice  quel- 
conque quand  on  y  applique  les  électrodes  d'une  pile 
galvanique-,  j'ai  ainsi  montré  notamment  que  ces  consi- 
dérations conduisent  immédiatement  aux  théorèmes 
fondamentaux  de  la  théorie  riemannienne  des  fonctions 
abéliennes  (').  A  cet  ordre  d'idées  appartient  encore  ce 
théorème  que  tout  corps  élastique  limité  est  susceptible 
d'une  série  infinie  d'oscillations  harmoniques,  et  bien 
d'autres  propositions  encore.  Ces  théorèmes  pris  d'une 
manière  abstraite  sont-ils  effectivement  des  théorèmes 
mathématiquement  exacts  et  rigoureux;  autrement  dit, 
comment  doit-on  les  limiter,  les  préciser  pour  qu'ils  de- 
viennent parfaitement  vrais?  Les  mathématiciens  ont 
porté  sur  ceci  leurs  efforts  avec  succès;  d'abord  Karl 
Neumann  et  Sehwarz,  dans  la  théorie  du  potentiel,  et 
depuis  les  savants  français,  en  continuant  dans  la  voie 
ouverte  par  les  travaux  allemands,  sont  parvenus  à  ce 
résultat  que  les  théorèmes  tirés  de  la  Physique  se  sont 
eu  grande  mesure  révélés  comme  exacts.  Vous  voyez 
ici  clairement  de  quoi  il  s'agit  relativement  aux  recher- 
ches en  question,  et  je  désire  attirer  votre  attention  sur 
ceci  :  il  s'agit,  non  de  nouveaux  points  de  vue,  mais 
plutôt  de  méthodes  de  démonstrations  abstraites  que 
nous  cultivons  pour  elles-mêmes  eu  vue  de  la  clarté  et 
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de  la  précision  qui  sont  introduites  ainsi  dans  noire 
compréhension  des  phénomènes;  ou  encore,  si  j'ose 
employer  une  expression  de  Jacobi,  dans  un  sens  d'ail- 
leurs légèrement  modifié,  il  s'agit  seulement  de  V hon- 
neur de  l'intelligence  humaine. 

Messieurs,  î)  de\ieut  maintenant  presque  difficile 
d'assurer  à  l'intuition,  en  contradiction  avec  les  déve- 
loppements précédents,  la  part  qui  lui  revient  dans  notre 
Science,  et,  cependant,  c'est  sur  cette  antithèse,  préci- 
sément, que  repose  la  signification  propre  de  mon  exposé. 
Et  j'ai  moins  en  vue  cette  forme  cultivée  de  l'intui- 
tion, dont  il  était  question  tout  à  l'heure,  intuition 
qui  s'est  développée  sous  l'influence  de  la  déduction 
logique,  et  que  je  pourrais  nommer  une  forme  de  la 
mémoire,  que  cette  intuition  naïve,  qui,  pour  une 
grande  part,  est  un  talent  inné  et  qui,  d'ailleurs,  s'élar- 
git inconsciemment  par  l'effet  de  l'étude  approfondie  de 
telle  ou  telle  partie  de  la  Science.  Le  mol  intuition 
n'est  peut-être  pas  très  convenablement  choisi.  Je  vou- 
drais y  comprendre  encore  ce  sentiment,  cet  instinct  de 
la  Mécanique  par  lequel  un  ingénieur  apprécie  la  distri- 
bution des  forces  dans  une  construction  quelconque 
dont  il  est  l'auteur,  et,  de  même,  cet  instinct  indéfinis- 
sable que  possède  le  calculateur  exercé  relativement  à 
la  convergence  des  opérations  infinies  qui  se  présentent 
à  lui. 

Je  dis  que  l'intuition  mathématique  ainsi  comprise 
précède  partout  dans  son  domaine  le  raisonnement  lo- 
gique, et,  par  conséquent,  en  tout  instant,  possède  une 
plus  vaste  région  que  ce  dernier. 

Je  pourrais  introduire  ici  d'abord  une  excursion  histo- 
rique qui  montrerait,  en  effet,  que  l'intuition  a  inauguré 
les  commencements  dans  les  diverses  branches  de  notre 
Science  et  que  le  traitement  rigoureux  et  logique  n'est 
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venu  qu'ensuite.  Et  certes  ceci  est  vrai,  non  seulement 
en  grand  dans  l'histoire  des  origines  du  Calcul  infinité- 
simal, ainsi  que  je  l'aï  indiqué  en  commençant,  mais 
il  en  est  encore  ainsi  dans  bien  des  doctrines,  dont  le 
commencement  date  du  siècle  présent.  A  ce  sujet,  pour 
ne  citer  qu'un  fait,  je  rappellerai  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  complexe  de  ftiemann;  j'ajouterai 
encore  volontiers  ceci,  c'est  que  la  discipline  qui,  pen- 
dant bien  longtemps,  a  semblé  la  plus  étrangère  à  l'in- 
tuition, je  parle  de  la  théorie  des  nombres,  vient  de 
prendre  un  nouvel  et  brillant  essor  par  l'introduction 
des  méthodes  intuitives  entre  les  mains  de  Minkowski 
et  d'autres.  Il  serait  aussi  d'un  grand  intérêt  de  pour- 
suivre, à  ce  point  de  vue?,  l'élude  du  développement, 
non  d'une  discipline  mathématique  particulière,  mais 
d'une  personnalité  mathématique  individuelle.  Je  nie 
contenterai  ici  d'une  indication-,  les  deux  plus  puissants 
chercheurs  du  temps  présent,  Lie,  de  Leipzig,  et  Poin- 
caré,  de  Paris,  ont  pris,  à  l'origine,  leur  point  de  dé- 
part dans  l'intuition. 

Mais  tout  ceci,  si  je  voulais  entrer  en  plus  de  détails, 
me  conduirait  à  considérer  trop  de  particularisalions, 
et,  en  même  temps,  seulement  des  cas  exceptionnels.  Je 
préfère  donc  décrire  ce  qu'une  intuition  tant  soit  peu 
exercée  accomplit  journellement,  en  dépassant  le  trai- 
tement par  le  calcul  ou  les  constructions,  dans  la  ré- 
solution quantitative  de  problèmes  physiques  ou  tech- 
niques. Si  je  reviens,  par  exemple,  aux  deux  problèmes 
relatifs  à  l'électricité,  dont  j'ai  déjà  parlé,  on  reconnaît 
que  chaque  physicien,  dans  le  cas  donné,  peut,  sans 
difficulté,  assez  exactement  déterminer  la  forme  des 
surfaces  de  niveau  de  la  fonction  de  Grcen,  ou  les 
courants  dans  la  seconde  desdiles  expériences.  Ou  bien 
prenez    encore     le    cas     d'une    équation    différentielle 
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quelconque,  par  exemple  (pour  rester  dans  le  cas 
le  plus  simple)  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  entre  deux  variables.  Le  traitement  analytique 
très  probablement  échouera.  Néanmoins,  on  peut  tout 
de  suite  indiquer,  par  un  procédé  graphique,  la  marche 
générale  des  courbes  intégrales,  comme  cela  a  été  fait 
tout  récemment  par  Lord  Kelvin,  un  des  grands 
maîtres  de. l'intuition  mathématique,  pour  une  équation 
différentielle  célèbre  du  problème  des  trois  corps.  Il 
s'agit,  dans  tous  les  cas  analogues,  pour  parler  le  lan- 
gage de  l'Analyse,  d'une  sorte  d'interpolation  où  Ton 
tient  compte,  moins  de  l'exactitude  des  détails  que  de 
l'appréciation  des  conditions  générales.  J'affirmerai  en- 
core ceci  :  dans  l'établissement  de  toutes  nos  lois  natu- 
relles, ou,  en  général,  lorsque  nous  cherchons  à  formu- 
ler mathématiquement  des  phénomènes  extérieurs, 
quels  qu'ils  soient,  nous  employons  un  artifice  analogue 
d'interpolation.  Il  s'agit,  toujours,  en  effet,  d'extraire 
du  milieu  de  l'ensemble  de  perturbations  accidentelles 
les  liaisons  simples  des  grandeurs  essentielles.  C'est  là, 
en  dernier  lieu,  ce  que  j'ai  appelé  précédemment  le  pro- 
cédé de  l'idéalisation.  Les  considérations  de  la  logique 
reprennent  tous  leurs  droits  seulement  lorsque  l'intui- 
tion a  déjà  réalisé  complètement  le  problème  de  l'idéa- 
lisation .  # 

Je  vous  prie  de  regarder  ces  indications,  non  comme 
une  explication,  mais  comme  une  simple  description  des 
relations  entre  les  faits.  Le  mathématicien  ne  peut  que 
constater  par  l'observation  personnelle  la  nature  propre 
du  fait  psychique  qui  a  lieu  dans  chaque  cas  particulier. 
Peut-être  un  jour  la  Physiologie  et  la  Psychologie  expé- 
rimentales nous  renseigneront-elles  exactement  sur  les 
relations  plus  intimes  qui  peuvent  exister  entre  les  pro- 
cessus dérivant  de  l'intuition  et  ceux  qui  sont  du  do- 
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mainc  du  pouvoir  logique.  Qu'il  s'agisse  ici,  en  effet,  de 
facultés  de  l'àmc  distinctes,  c'est-à-dire  qui  ne  sont  pas 
nécessairement  reliées  entre  elles,  c'est  ce  que  nous  dé- 
montrent les  grandes  différences  que  nous  révèlent  les 
observations  faites  surdivers  individus.  Les  psychologues 
moderiirs  distinguentunefacullé  visuelle,  une  faculté  mo- 
trice et  une  faculté  auditive.  Il  semblerait  que  l'intuition 
mathématique,  comme  je  la  comprends,  correspondrait 
plutôt  aux  deux  premières,  et  la  compréhension  logique 
plutôt  a  la  dernière.  La  Psychologie  est  au  commencement 
île  ces  recherches,  auxquelles,  avec  nombre  de  mes  Col- 
lègues, je  prends  le  plus  grand  intérêt.  En  effet,  nous 
avons  l'espoir  que  maintes  différences  d'opinion  sur 
notre  Science  et  son  exercice,  différences  qui  resien t 
maintenant  inébranlables,  disparaîtront  lorsque  nous 
serons  plus  exactement  renseignés  sur  les  conditions 
psychologiques  de  la  pensée  mathématique  et  sur  ce  qui 
les  différencie  individuellement  entre  elles. 

Je  n'insisterai  ici  que  brièvement  sur  le  côté  pédago- 
gique de  la  Mathématique.  Nous  observons  maintenant 
en  Allemagne,  sous  ce  rapport,  un  fait  très  remarquable. 
Deux  courants  opposés  coulent  à  côté  l'un  de  l'antre 
sans  réagir  l'un  sur  l'autre  d'une  manière  appréciable. 
Les  maîtres  de  nos  gymnases  affirment  avec  tant  d'éner- 
gie la  nécessité  d'un  enseignement  mathématique  basé 
sur  l'intuition,  que  l'on  est  obligé  de  s'y  opposer  et 
d'insister,  au  contraire,  sur  la  nécessité  de  développe- 
ments logiques  approfondis.  Telle  est  la  tendance  d'un 
petit  écrit,  que  j'ai  publié  sur  les  problèmes  de  la  Géo- 
métrie élémentaire,  pendant  le  courant  de  l'été  der- 
nier   (').   Mais   c'est  tout   le   contraire    chez   les    pro- 


(  »  )  F.  Klein,  Vortràge  iïber  ausgewâhlte  Fragcn  fier  Flementar- 
geometric,  ausgenrbeitet  von  F.  Taperl.  Tcubncr;  iR«/i.  —   Il  en  a 


(  «>7  ) 
fe&scurs  de  nos  écoles  supérieures:  rintuition,  la  plupart 
du  temps,  est  non  seulement  estimée  de  peu  de  valeur, 
mais  même,  si  c'est  possible,  toujours  rejelée  de  côté. 
C'est  là,  sans  aucun  doute,  une  conséquence  de  l'extrême 
importance  qu'ont  prise  les  tendances  à  l'arithmetization 
dans  les  Mathématiques  modernes.  Maïs  ici  l'on  va  au 
delà  du  but.  Il  est  temps  de  déclarer  une  fois  pour  toutes 
publiquement  qu'il  ne  s'agit  pas  seulement  dune  direc- 
tion à  rebours  dans  la  pédagogie,  mais  encore  d'une 
tendance  à  regarder  l'ensemble  de  la  Science  sous  une 
perspective  oblique.  Pour  moi,  je  laisse  à  tout  docent 
académique  le  champ  le  plus  libre,  et  j'ai,  par  consé- 
quent, toujours  refusé  de  proposer  des  règles  générales 
pour  renseignement  mathématique  supérieur.  Ce  qui 
ne  m'empêche  pas  d'affirmer  hautement  qu'il  y  a  en 
tout  cas  deux  catégories  de  cours  (f^orlesungen)  ma- 
thématiques qui  doivent  prendre  nécessairement  leur 
point  de  départ  dans  l'intuition.  Ce  sont  premièrement 
les  cours  élémentaires,  qui  préparent  le  commençant 
aux  hautes  Mathématiques;  car  le  maître  doit,  confor- 
mément à  la  nature  des  choses,  parcourir  en  petit  la 
même  voie  de  développement  que  la  Science  a  suivie  en 
grand.  Ce  sont  ensuite  les  cours  dont  les  auditeurs  doi- 
vent avoir  en  vue,  dès  le  premier  abord,  de  travailler 
essentiellement  avec  l'intuition,  c'est-à-dire  les  cours 
pour  ceux  qui  étudient  les  Sciences  naturelles  (  *  )  (  AVi- 
tiuforscher)  et  pour  les  ingénieurs.  iNous  avons,  par 
l'exagération  de  la  forme  logique,  déjà  trop  perdu,  eu 


élé  rendu  compte  dans  le  Bulletin  de  M.  Darboux,  ?.*  série,  t.  XX: 
m«rs  1896.  —  M.  Griess,  professeur  au  lycée  d'Alger,  qui  a  traduit 
les  Applications  0/  elfiptic  /une lions  de  Grecnhill,  en  a  publié 
récemment  une  rédaction  française.  Nnny,  éditeur. 

(' )  Y  compris  ia   Physique,  etc.,  dans  le  même  ordre  d'idée*  que 
l<*  Raturai  Phifosophv  des  Anglais. 


(  la»  ) 

ces  domaines  de  la  Science,  de  l'importance  générale 
qui,  par  la  nature  des  choses,  appartient  aux  Mathéma- 
tiques; il  est  grandement  temps,  et  c'est  un  strict  devoir 
pour  nous,  de  reconquérir  cette  importance  par  une 
conduite  conforme  à  ce  but. 

Je  reviens  encore  aux  considérations  théoriques.  La 
conception  générale  que  j'ai  concernant  les  problèmes 
actuels  de  la  Science  mathématique  n'a  guère  besoin 
d'être  formulée  d'une  manière  plus  spéciale.  En  même 
temps  que  j'exige  partout  l'élude  logique  complète  et 
approfondie  des  matériaux,  j'affirme  également  que  l'on 
doit  aussi  nécessairement  les  travailler  et  les  envisager 
sous  tous  les  aspects  à  l'aide  de  l'intuition  et  de  ses 
méthodes.  Les  développements  mathématiques  qui  ti- 
rent leur  origine  de  l'intuition  ne  peuvent  d'autre  part 
être  admis  comme  possession  définitive  de  la  Science 
que  lorsqu'ils  ont  été  ramenés  à  une  forme  logique 
rigoureuse.  Réciproquement,  le  traitement  abstrait  des 
relations  logiques  ne  peut  nous  suffire,  tant  que  leur 
portée  n'a  pas  été  vivifiée  à  l'aide  de  chaque  mode  d'in- 
tuition et  tant  que  nous  n'apercevons  pas  les  combi- 
naisons multiples  qui  relient  le  schéma  logique,  dans 
le  domaine  que  nous  avons  choisi,  avec  les  autres  parties 
de  nos  connaissances. 

Je  compare  la  Science  mathématique  à  un  arbre  dont 
les  racines  s'enfoncent  chaque  jour  plus  profondément 
dans  la  terre,  tandis  qu'au-dessus  les  branches  s'éten- 
dent librement  et  nous  ombragent.  Devons-nous  en  re- 
garder les  racines  ou  les  branches  comme  la  partie  la 
plus  essentielle?  Le  botaniste  nous  enseigne  que  la  ques- 
tion est  mal  posée  et  que  la  vie  de  l'organisme  dépend 
plutôt  de  Y  échange  mutuel  entre  ses  différentes  par- 
tics. 
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Dijon. 


Analyse.  —   I.  Périodes  et  valeurs  diverses  de  Vin- 

dz 


têgrale 


r 


o     )/(a  —  z){b  —  z){c  —  z){d  —  z) 


II.  Obtenir  l'équation  Jinie  y  =  j\x)  de  la  courbe 
plane  dont  Paire  comprise  entre  elle,  l'axe  des  x  et  les 
ordonnées  d'abscisses  o,  x  a  pour  expression 


m  et  y(x)  représentant  un  exposant  et  une  fraction 
de  x  dérivés  tous  deux. 

Eu  posant 

y  dx  =  a. 


s 


on  obtient  immédiatement  l'équation  différentielle 


[du  "l"1 


dont  l'intégration  s'opère  sans  difficulté.  Il  ne  reste 
plus  qu'à  déterminer  la  constante  arbitraire  (ce  qui 
«est  pas  toujours  possible),  puis  à  didérentier  l'expres- 
sion de  u  pour  arriver  à  celle  dey. 


(  '•■*") 

Mécanique.  —  I.  Attraction  d'un  ellipsou/e  fiomo- 
grue  sur  un  point  extérieur. 

II.  Un  prisme  droit  homogène,  dont  les  bases  sont 
deux  triangles  rectangles  ABC,  A'B'C,  repose  par  la 
face  ABA'B'  sur  un  plan  horizontal  le  long  duquel  il 
peut  glisser  sans  frottement .    Une  tige  pesante  MiV, 


située  dans  le  plan  de  la  section  droite  du  prisme  qui 
contient  le  centre  de  gravité,  s'appuie,  d'une  part,  sur 


le  plan  horizontal  et,  d 'autre  part,  sur  la  face  BC  B'C, 
et  glisse  sans  frottement  à  ses  deux  extrémités . 

On  demande  le  mouvement  du  système. 

La  tige  pesante  est  homogène.  Dans  sa  position 
initiale,  son  extrémité  supérieure  est  sur  rareté  CO 
et  les  vitesses  initiales  sont  nulles. 

On  applique  les  théories  des  forces  vives  et  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité. 


Lyon. 

Analyse.  —  l.  Démontrer  que  trois  surfaces  ortho- 
gonales se  coupent  suivant  des  lignes  de  courbure. 
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lf.  Intégrer 


dz  dz 

Tout  se  réduit  à  trouver  une  intégrale  complète, 
c'est-à-dire  contenant  deux  paramètres  arbitraires. 
Si  z  était  une  forme  quadratique  Aj:!+  il&xj  -f-  Cj  2, 
il  en  serait  de  même  encore  pour  les  deux  expres- 
sions pq  et  px  -f-  qy.  Poursuivons  donc  l'identification. 

il  viendra 

pq  -4{\x  +  By)(Bx-+-Cy) 
^--  px  +  qy 

—  •>.  (  A  af!  +  2Brv  +  G^v*  ), 
d'où 

or-  A(-2B  —  i)r^  C(aB--i),         AG  -  B(i  — B), 

c'est-à-dire 

o  -  A  =  G,         B  --  i         et         z  —  -xxy 

(solution  sans  paramètre),  ou  bien 

B  =  J,        AC-J. 

Il  vient  ainsi  l'intégrale  complète 

z  =  xy  -4-  A.r2-f-  —  y*  -4-  jx, 
X,  fjL  r=  const.  arbitr. 

L'intégrale  générale  se  construira  par  les  procédés 
connus. 

Mécanique.  —  Un  point  M  matériel  non  pesant  est 
assujetti  à  se  déplacer  sans  frottement  sur  un  cylindre 
à  section  droite  elliptique.  M  est  attiré  vers  un  point  O, 
situé  sur  l'axe  du  cylindre,  proportionnellement  à  la 
distance.  Trouver  le  mouvement. 
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Prenons  O  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires et  Taxe  du  cylindre  pour  axe  des  3. 

Soit  A  le  point  où  la  génératrice  de  M  perce  le  plan 
des  xy. 

Le  théorème  des  aires  montre  que  A  décrit  la  section 
droite  suivant  la  loi  képlérienne  (aires  proportionnelles 
aux  temps).  Projetons  maintenant  sur  Taxe  du  cylindre, 
il  viendra 

d*z 

-j~  =  —  H*z7        z  =  z0co*n(t  —  /o), 

p.  —  consl.  de  l'attraction. 

On  connaît  ainsi  comment  se  déplacent  la  génératrice 
variable  MA  et  le  point  M  sur  ladite  génératrice.  La  mé- 
thode est  valable  pour  une  section   droite  quelconque. 

Achevons  la  solution  pour  la  section  droite  elliptique 

xi        v* 

— -  -+■  ~  —  1         ou         j^acoso,         v  =  b  sinœ. 
a*        b*  1  w  t 

On  a  (théorème  des  aires),  /i*-=  cousl.  des  aires, 

x  dy  — y  dx  —  ab  dy  =  À*  dt. 
Si     T     est    le    temps    d'une    révolution    complète, 

27ï^r=A2Tet 

<fe  =  y  dt>       ®  ~~  ?° =  V  ^  ~~ '° '' 

La  trajectoire  est  définie  par  les  équations 

,r  =  acoso,         y  =  b  sincp,  \ 

j 0#%e  ,"T(?  —  ?u)  ?  —  ?o  '  —  '0    i» 

I    „_^,0tos -,  =  — I 

'  'xi:  'it.  1        ; 

z0,  f  o?  Tj  '0  dépendant  des  conditions  initiales. 
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Marseille. 

Analyse.  —  Pour  intégrer  le  système  d'équations 
différentielles 

3jt»  ^1  =(-  3x»-h  5)/,  —  (a/*+  i2r*-h  5)/,, 

3j-*4^  =  5/,-5(3j«  +  a)/t, 

o/ï  /e/a  successivement  les  changements  de  variables 
définis  par  les  relations  suivantes  : 

et  /'o/i  5era  ramené  à  un  système  dy  équations  diffé- 
rentielles déforme  classique  aux  variables  y 4  ety2. 

On  calculera  les  intégrales  y  t  ety2  qui  se  réduisent 
àjr{  =  o,y2  =  —  i  quand  on  fait  x  =  i . 

La  variable  x  décrivant  un  chemin  fermé  quelconque 
allant  du  point  x  =  i  au  même  point  x  =  i ,  quelles 
sont  les  différentes  valeurs  au  point  x  =  i  des  fonc- 
tionsyt  ety2j  zK  et  z2,  tt  et  t2? 

Les  changements  de  variables  indiqués  conduisent  au 
système  de  forme  classique 


3*d£  =  >?*-3r 


ti 


que  Ton  intègre  en  cherchant  à  déterminer  les  para- 
mètres définis  par 

L'équation  caractéristique,  qui  donne  /-,  est 

(jr5  -+-  i  =  o, 
Ann.  de  Mathémat.,  3f  série,  t.  XVI.  (  Mars  18(17.)  9 
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et  la  solution  demandée  est 

-rj' 

Le  seul  point  singulier  à  distance  finie  est  l'origine. 
Tout  chemin  fermé  allant  du  point  x  =  i  au  point 
x  =  i  rentre  dans  Tune  des  classes  suivantes  : 

i°  S'il  n'entoure  pas  l'origine,  j'i  et  y2  reprennent 
les  valeurs  o  et  —  i  au  point  x  =  i  ; 

2°  S'il  entoure  une  ou  plusieurs  fois,  même  en  tour- 
nant dans  les  deux  sens,  chaque  tour  augmente  ou 
diminue  l'argument  de  logx  de  2ïï,  et  l'arc  soumis  au 

signe  sinus  augmente  ou  diminue  de  ~  Par  exemple, 

trois  tours  successifs  dans  le  même  sens  ramènent  les 
valeurs  initiales  o  et  —  i  dej',  et  de  jv  H  est  facile  de 
former  toutes  les  valeurs  demandées  dans  la  dernière 
partie  de  la  question. 

Mécanique.  —  Dans  un  plan  horizontal,  un  tube 
homogène,  de  longueur  6  a,  est  mobile  autour  de  son 
centre  O,  qui  est  fixe. 

Un  point  matériel,  qui  est  mobile  dans  ce  tube,  est 
attiré  par  le  point  O  proportionnellement  à  la  dis- 
tance. 

La  masse  du  tube  est  égale  à  celle  du  point. 

A  V instant  initial,  le  mobile  est  à  une  distance  a  a 
du  point  O  et  la  vitesse  relative  du  mobile  sur  le  tube 
est  nulle. 

La  vitesse  angulaire  du  tube  est  égale  à  w. 

Étudier  le  mouvement  du  système  en  supposant  que 
V attraction  du  point  O  sur  le  mobile  à  V unité  de  dis- 
tance est  égale  à  2mw2,  ou  m  désigne  la  masse  du 
mobile  et  co  la  vitesse  angulaire  initiale  du  tube. 
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Tivuver  la  pression  du  point  mobile  sur  le  tube,  et 
du  tube  sur  le  point  O. 

En  désignant  par  m  la  masse  commune  du  tube  el 
du  point,  le  moment  d'inertie  du  tube  par  rapport  au 
point  O  est  3 ma1. 

Si  Ton  applique  le  théorème  des  aires  et  celui  des 
forces  vives  au  mouvement  du  système,  on  obtient  les 
deux  équations  suivantes,  où  p  et  8  désignent  les  coor- 
données polaires  du  mobile  : 

d%*        do* 


et  Ton  en  tire 


d?  .  A 

dt         y 


q«  — 2p»  )  (  p*  —  4"*) . 


p»-h3a* 

ce  qui  prouve  que  le  mobile  oscillera  entre  les  distances 

a  \fi 
c=  — —  et  p  =  2a. 

La  pression  N  du  mobile  sur  le  tube  est 

rf*8  dû  db 

et  il  n'y  a  qu'à  substituer. 

La  pression  du  tube  sur  le  point  O  est  égale  à  la  pres- 
sion précédente  N . 

Astronomie.  —  On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle 
sphérique 

a  =  63.27.18,32, 
6  =  84.35.26,84, 
c  =  95.43.53,76, 

et  l'on  demande  de  calculer  : 
i°  Les  trois  angles  A,  B  et  C  ; 
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a°  Les  accroissements  qu'éprouvent  ces  trois  angles 
quand  les  côtés  reçoivent  les  petits  accroissements  res- 
pectifs 

Aa  =  -h  3 , 2 , 

On  considérera  les  accroissements  comme  des  diffé- 
rentielles. 


t        A=  i  /sin(/7  —  «)(sin/>  -6)(sinyp  —  c) 

fe  2        sin(/>  —  a)v  s»11/* 

AA=  -r— — r— =r(Aa — cosB.A6  — cosC.Ac),       Aa  =  -h3*2, 
sine  sin  B  "  ' 

AB  =  - r-pr(A6  —  cosC.Ac  —  cosA.Aa),       A6  =  — 4,5, 

sin  a  sin  C  "  ' 

ÀC  =  — — r-1 — r(Ac — cosA.Aa — cosB.Aâ),       Ac  =  -4-6,t. 
sin6sinAv  "  " 

L  sin. 
a  =    65*.  27.  f  8, 3a       />  —  0  =  57*26.   1,1 4        1,9257084 
6=    84.35.26,84        p  —  6  =  38.17.52,62        1,7922172 
c=    95.43.53,76        p  —  c  =  27.  9.25,70        7,6093765 
2^=245.46.38,92        N  7,3773021 

/?  =  122.53.19,45  7,9241379 

7,453i642 

7,7265821 
7,8008737 


A 

2 
B 

2 

C 
2 


N  :  sin/) 

•~~ 

32!  18'.  7^98 

A 

tang- 

40 . 4 1 • 1 2 , 56 

B 

tang- 

49.24.56,08 

C 
tang- 

1 ,9343649 

0,0672056 


L  cos.  LAa,  A6,Ac.  L(cosa:A). 

A      64l36.i5",96         7,6324       -+-o,5o5i  -4-0,1375  cosA.Aa  •-4-i",37 

B       81.22.25,12          7,1764       —  o,6532  —7,8296  cosB.Aâ  —0,68 

C      98.49.52,16      —7,1862       -+-0,8261  —o,oi23  cosC.Ac  —1,03 
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L(Asin.sin.).    L(sin.sin.)-      sin.  sin. 

AV.  sine  sin  B        4^91         0,6911  ï,9537  a    1,9589     C    1,9948 

AB.sinasinC     —4,84     —0,6849  ï,954o  b    1,9981     A     1,9559 

AC.  sin  6  sin  A         6,01         0,7789  "«",9929  c    1,9978     B     7,995i 

logA. 

AA  5",46         o,7374 

iB  —5,38     —0,7309 

iï  6,11         0,7860 

Nancy. 

Analyse. —  I.  On  considère  une  fonction  entière f{z) 
telle  que  l'on  ait,  quel  que  soit  z, 

/(5-hu>)=n/(*), 

w  et  jjl  étant  des  constantes. 

i°  Soient  a  et  b  deux  points  du  plan  des  z  où 
lafonctionf(z)  prend  une  même  valeur  non  nulle,  la 
droite  ah  ri  étant  pas  parallèle  à  la  droite  O  co  qui  joint 
l1  origine  au  point  o>;  soient  a!  et  V  les  deux  points 
rt  +  we^J+w;  soient  enfin  7tf ,  ir2, . . . ,  izn  les  zéros 
de  f(z)  distincts  ou  non  appartenant  au  parallélo- 
gramme ah ,  cl  h'7  aucun  d'eux  ri  étant  sur  le  contour. 
On  demande  de  calculer,  à  un  multiple  de  27uw  près, 
les  deux  sommes  d'intégrales  rectilignes 

J„   /(*)         Jb-    A») 

Quel  est  ce  multiple  dans  le  cas  oà,  aucune  des  quan- 
tités t:  ri  étant  nulle,  le  module  def(  z  )  reste  inférieur 
à  tous  leurs  modules  quand  le  point  z  décrit  le  côté  ah? 
20  Démontrer  que,  si  jjl  diffère  de  l'unité,  il  existe 
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une  fonction  primitive  F(z)  de  f(z)  telle  que  l'on  ait 

aussi 

F(*-i-u>)=  \iF(z); 

quel  est,  dans  le  cas  de  jx  =  i ,  la  forme  générale  des 
fonctions  primitives  ? 

II.  Les  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  consi- 
dère la  courbe  plane  C  enveloppe  de  la  droite 

xsina — y  cosa  =  <p(a), 

où  a  désigne  un  paramètre  variable  et  <p(a)  une  fonc- 
tion déterminée  de  ce  paramètre. 
i°  Supposant 

,    x       .    .    ,            .        .  cos(a  •+-  a) 
<p(a)=  Asin(a-4-a)-hA -> 

former  l'équation  différentielle  du  deuxième  ordre  h 
laquelle  satisfait  <p(a)  quelles  que  soient  les  constantes 
A  et  a,  et  écrire  V expression  du  rayon  de  courbure  en 
fonction  de  a. 

2°  Trouver  toutes  les  courbes  C  pour  lesquelles  cp(a) 
vérifie  l'équation 


(,-£)?=a. 


I.  En  remarquant  que 

J„     /(*)  Jo  fi*) 

on  voit  que  la  première  somme  est  égale  à 

-fb    ,%^dz=-o>[Lf(b)-Lf(a)]; 

et  comme  f(b)  est  égal  à  /(a),  elle  est  de  la  forme 
2  7!titfa>,  n  étant  un  nombre  entier  qui  se  réduit  à  zéro 


(  i39) 
si  le  module  dvf(z)  reste  inférieur  aux  modules  des 
zéros  R| ,  ie2v  . . ,  ?cA  le  long  de  ab. 
La   somme    des   quatre   intégrales,   étant  l'intégrale 

de  -i—^r    prise  le  long  du  parallélogramme  ab  b' a\  est 

égale  au  produit  de  2  #  is  par  la  somme  des  résidus  de  cette 
fonction,  relatifs  aux  zéros  ic(,  tc2)  . . . ,  Ttn  &ef(z)i  c'est- 
à-dire  2  rit  (tC|  H-  it2  H- . . .  H-  TC/|  ) .  Les  deux  sommes 
demandées  sont  ainsi  connues. 

Soit  maintenant  <p(z)  une  fonction  primitive  dey(z); 
elle  satisfait  à  l'équation 

d'où  Ton  tire 

si  jji  diffère  de  l'unité,  il  suffit  de  poser 

F(3)  =  ?(*>+-^— , 
pour  satisfaire  à  la  condition 

si  tx  est  égal  à  l'unité,  la  forme  générale  des  fonctions 

primitives  est  F(z)H >  F(*)  étant  une  fonction  de  z 

particulière  admettant  la  période  o>. 


II.  En  éliminant  les  paramètres  A  et  a  entre  <f  (a)  et 
ses  deux  premières  dérivées,  on  trouve  que  la  fonction 
?(a)  satisfait  à  l'équation  différentielle 


d%* 


(-â)?-°. 


et  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  <p(a)-h  '/'(a). 
Pour  intégrer  l'équation  différentielle  donnée,  avec 
second  membre,  il  suffit  d'ajouter  à  la  valeur  attribuée 


(  i4o  ) 

à  'f  (a),  dans  la  première  partie,  l'intégrale  particulière 


Mécanique.  —  Démontrer  que  la  stabilité  de  V équi- 
libre d'un  solide  rigide  homogène  pesant,  flottant 
dans  un  fluide  homogène  pesant,  est  assurée  lorsque 
le  centre  de  poussée  n'est  pas  au-dessous  du  centre  de 
gravité  du  solide  rigide,  à  une  distance  supérieure  à 

y>  oitl  est  le  plus  petit  moment  dr inertie  de  la  section 

d1  affleurement,  relativement  aux  axes  passant  par  son 
centre  de  gravité,  et  ou  V  est  le  volume  immergé. 

Epreuve  pratique.  —  Astronomie.  —  Calculer  la 
longitude  et  la  latitude  d'un  astre  dont  les  coordon- 
nées équatoriales  sont 

^  =  8hi8B,3o',         D=  10036' 5a*  4; 
V obliquité  de  V ècliptique  est  o>  =  23°  2 7' 3  5"  8. 

Poitiers. 

Analyse.  —  Montrer  que  V équation  aux  dérivées 
partielles 

admet  des  solutions  qui  représentent  des  cônes  ayant 
leurs  sommets  sur  l'axe  O2. 

Considérant  en  particulier  l'équation 

(2)  qx—  py  —  /i  -+-/>*  -f-  q*  ^x*->ry*  9  -  =  o, 

transformer  cette  équation    et  .l'équation   différen- 


(  '4i  ) 

tielle  des  cônes  dont  le  sommet  est  sur  Oz,  en  prenant 
pour  variables  indépendantes  les  coordonnées  po- 
laires r  et  6. 

Faire  voir  que  Von  obtient  l'équation  finie  des 
cônes  solutions  communes  à  l'aide  de  quadratures. 

Effectuer  le  calcul  en  supposant 


■G)- 


v^ 


Examiner  le  cas  oit  m  =  1 . 

Démontrer  que  toutes  les  surfaces  représentées  par 
V équation  (a)  sont  coupées  par  le  plany  =  ax  sui- 
vant des  lignes  de  courbure,  (a  désigne  une  con- 
stante. ) 

Mécanique.  —  1.  Lieu  des  points  d'un  plan  lié  au 
mouvement  d'un  corps  solide  dont  les  vitesses,  à  un 
instant  donné,  sont  également  inclinées  sur  la  normale 
au  plan. 

2.  Equations  du  mouvement  d'un  solide  de  révolu- 
tion autour  d'un  point  fixe.  —  Intégrales  premières. 
—  Cas  d'un  corps  pesant  animé  d'une  très  grande 
vitesse  de  rotation  autour  de  son  axe,  et  que  l'on 
abandonne  à  lui-même  sans  autre  vitesse  initiale.  — 
Calcul  de  la  précession  et  de  la  nutation  à  un  instant 
quelconque. 

Astronomie.  —  Le  icr  novembre  1896,  à  midi  vrai, 
la  déclinaison  du  Soleil  est  —  i4°  41'  1  <>v  4  - 

Le  2  novembre,  elle  est  —  1 5°  o'  1 6"  5 . 

L'accroissement  de  l'ascension  droite  dans  l'inter- 
valle est  3m56%2. 

Calculer  l'obliquité  de  l'écliplique. 


(  >4*  ) 


Toulouse. 


Analyse.  —  I.   a,  i,  c,   d  désignant  des  quantités 
données,  étudier  les  valeurs  diverses  de  l'intégrale 


l    s/ï 


>/{a-z)(b-z)(c-z){d-z) 

lorsque  le  chemin  d'intégration  varie,  en  conservant 
les  mêmes  extrémités  ;  indiquer  ce  que  l'on  entend  pat- 
périodes  de  cette  intégrale. 

II.  On  considère  V équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre 

i  •+-  p%  ■+■  q*  —  a  z  =  o, 

àz 
ou  p  et  q  désignent,  suivant  l'usage,   les  dérivées  ~ 

et  -^ ,  par  rapport  aux  variables  indépendantes  x  et  y 

de  la  fonction  z. 

i°  Démontrer  que,  si  l'on  considère  x,y,  z  comme 
les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  d'un  point, 
il  existe  des  surfaces  intégrales  particulières  de  cette 
équation  qui  sont  de  révolution  autour  d'une  parallèle 
à  Vaxe  coordonné  Oz. 

2°  Déterminer  une  surface  intégrale  passant  par  la 
parabole  dont  les  équations  sont 

ce  problème  admet-il  une  ou  plusieurs  solutions? 

Mécanique.  —  I.  Un  point  matériel  pesant ,  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  un  cylindre  de  révolution  dont  Vaxe 
est  vertical,  est  attiré  par  un  point  fixe  proportion- 
nellement à  la  distance.  On  demande  d'étudier  le 
mouvement  de  ce  point.  Pression  exercée  par  le  point 
sur  la  surface. 
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Cas  particulier  :  le  centre  d'attraction  est  situé  sur 
Vaxe  du  cylindre. 

II.  Indiquer  très  succinctement  la  marche  à  suivre 
pour  établir  les  six  équations  d'Euler,  qui  permettent 
d'étudier  le  mouvement  d'un  corps  solide  assujetti  à 
tourner  autour  d'un  point  fixe  et  sollicité  par  des 
forces  données. 

Epreuve  pratique.  —  Une  planète  décrit  une  orbite 
elliptique.  A  un  instant  donnée  V anomalie  vraie  f, 
V excentricité  sincp,  le  rayon  vecteur  r  sont  déterminés 
par  les  valeurs  suivantes  : 

v  =  3[0°53'29*,64,    .     <p  =  i4°ia' i",87,         logr  =  o,33o;64o. 

On  demande  le  paramètre  de  l'orbite,  le  demi  grand 
axe,  et,  à  V instant  donné,  l'anomalie  excentrique  et 
l'anomalie  moyenne. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1560  (»). 

(1S85,  p.  5-K). 

Trouver  le   rayon  d'un  cercle  passant  par  les  points 
dont  tes  coordonnées  trilinéaires  sont 

(—a,  b,c\  (a,  —  6,c),  (a,  6,  —  c). 

(Hànumentà  Rau.) 

SOLUTION 

Par  M.  H.  Lez. 

Le  cercle  passant  par  les  points  dont  les  coordonnées  trili- 
néaires sont  (  —  afbyc)  (af  —  b,  c)(a,  6,  —  c)  est  le  cercle 

(*)  Voir  1891,  p.  3g,  une  solution  de  M.  Barisien. 
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circonscrit  au  triangle  A'B'C,  polaire  du  triangle  ABC,  car 
les  sommets  A',  B',  G    sont  les  points  associés  du   point  de 


Lemoine  K,  ayant  des  coordonnées  proportionnelles  à  a,  b,  c. 
Soient  donc  a',  b',  c'  les  côtés  du  triangle  A'B'C,  sa  sur- 

R 

face  sera  -(a'+6'+c'),   R  étant  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit à  ABC. 

Si  p  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C, 
on  aura 

abc 


Mais 


P  = 


iR(a'+6'+c') 


«'=  AC-+-AB'=  R(tangC-htangB)  =  R 
6'=BC-t-BA'=  R(tangC-h  tangA)  =  R 


sin  A 


cosB  cosG 

sinB 
cosÂcosG 

sin  G 


c' =  CA'+ CB'=  R(tangA  +  tangB)  ==  R  53ïr^ • 
Alors  l'égalité  (i)  devient 

i 


R3sin A  sinB  sinC 


co!52Acos2Bcos*C        4R2(tangA-h  tangB-f-  tangC  ) 
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Remarquant  que,  dans  un  triangle, 

.  _  „       sin  A.sinB.  sinC 

tang  A  -+-  tang  B  -+-  tang  G  =  r .-r ^  > 

°  °  cosA.cosB.cosG 

la  valeur  du  rayon  p  se  réduit  à 

B 


4cos  A  cosB  cosG 

Question  1684. 

risM.p.  &*.) 


Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  par 
deux  sommets  d'un  triangle  à  toute  conique  conjuguée  par 
rapport  à  ce  triangle  et  passant  en  outre  par  un  point 
fixe  est  une  quartique  trinodale.  (A.  Càzàmiàn). 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Soient  B  et  G  les  deux  sommets  considérés  du  triangle, 
P  et  Q  les  points  d'intersection  d'une  des  coniques  avec  BC. 
Les  droites  AP  et  AQ  sont  donc  tangentes  à  cette  dernière. 
Effectuons  maintenant  une  transformation  homographique  de 
manière  que  les  points  B  et  G  coïncident  avec  les  ombilics  du 
plan,  a,  le  transformé  du  point  A,  deviendra  le  centre  de  la 
conique  transformée;  ap  et  aq  étant  conjuguées  harmo- 
niques par  rapport  aux  directions  isotropes  seront  ortho- 
gonales; donc  aussi  les  asymptotes  de  la  conique  transformée,  qui 
sera  une  hyperbole  équilatère.  Le  problème  revient  donc  à  cher- 
cher le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  concentriques 
passant  par  un  point  fixe.  Ge  lieu,  qu'on  obtient  sans  difficulté, 
est  une  lemniscate  ayant  son  point  double  inflexionnel  en  a. 
La  lemniscate  étant  une  quartique  bi-circulaire,  en  revenant  au 
problème  primitif  on  trouve  pour  le  lieu  une  quartique  trino- 
dale, les  nœuds  coïncidant  avec  les  sommets  du  triangle. 

Autre  solution  de  M.  H.  Lez. 

Question  1698. 

,1805,  p    88*.) 

On  considère  le  triangle  formé  par  un  point  M   d'une 
ellipse,  le  pôle  de  la  normale  en  M  et  le  centre  de  Veliipse. 
Ann.  de  Mathémat.,  3#  série,  t.  XVI.  (  Mars  1897.)  9* 
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On  considère  en  outre  le  rectangle  formé  par  le  point  M, 
le  centre  de  l'ellipse  et  les  projections  de  ce  centre  sur  la 
tangente  et  la  normale  en  M. 

Quel  que  soit  le  point  M  sur  V ellipse,  le  produit  des  aires 
du  triangle  et  du  rectangle  est  constant. 

(E.-N.  Barisien). 

SOLUTION 

par  M.  H.  A.  Droz-Farny. 

Soient  x* '=  acoscp,  y'  =  b sin©  les  coordonnées  d'un  point  M 
de  l'ellipse  6*:r*-4- a*^*=  a*6*.  La  tangente  et  la  normale 
en  M  ont  respectivement  pour  équations  bxcos<^-\-aysinf  =  aù 
et  ax  sin  <p  —  by  cos cp  =  c*  sin  cp  cos cp. 

On  trouve  aisément,  pour  les  coordonnées  du  pôle  P  de  la 
normale, 

Xe =  — ,      y=  -—. — , 

c*coscp  *         c*smcp 


donc 


distance  du  centre  à  la  tangente  d  • 


deux  triangles  OMP  =  a  S  =  x'y* — y* x9 

__  ab  a1  sin*  cp -f- 6*  cos*  cp 
c*           sin  cp  cos  o 
aft 

tjb1  cos1  cp  -+-  a*  sin*  o 

c*  sin  cp  cos  cp 

distance  du  centre  à  la  normale  rf'  =  — -— — d= * 

y  a*  sin*  cp  -f-  6*  cos*  o 

.     .    ,.      ,  ^         ,  „  «6c*sincp  coscp 

rectangle  indiqué  R  =  rfa  =     .  .  . V; — '-r—  > 

°  ^  a*sm*cp-h  o*cos*cp 

a*  b1 
et  par  conséquent  :  RS  = =  constante. 


M.  Mannhbim  fait  remarquer  que  la  question  1698  peut  être  résolue 
géométriquement  de  la  manière  suivante  : 

Sur  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  prenons  le  pôle  P  de  la 
normale  en  M  et  projetons  en  T  le  centre  O  de  l'ellipse. 

L'aire  du  rectangle  est  égale  à  MT  x  OT.  Le  double  de  l'aire 
du  triangle  OMP  est  égal  à  MP  x  OT.  Le  produit  de  ces  aires 

est  ÔT*  x  MP  x  MT. 
La  droite  OT  étant  parallèle  à  la  normale  en  M  est  le  dia- 
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mètre  conjugué  de  OP.  Le  produit  MP  x  MT  est  alors  égal 
au    carré   du   demi-diamètre  conjugué  de  OM.  On  sait  que  le 

produit   de  ce  carré   par   OT    est  constant  quel  que  soit  M; 
donc,  etc. 

Questions  1758  et  1759. 

(1897,  p.  loo)  <«). 
REMARQUES 

Par  M.  Canon. 

A  la  page  181  de  son  Ouvrage  de  Géométrie  cinématique , 
M.  Mannheim  démontre  que  lorsque  quatre  points  d'une 
droite  mobile  restent  sur  des  sphères  fixes  dont  les  centres 
sont  dans  un  même  plan,  un  point  quelconque  de  la  droite 
décrit  une  ligne  qui  appartient  à  une  sphère  dont  le  centre 
est  aussi  sur  ce  plan. 

Cet  énoncé  n'est  autre  que  celui  de  la  question  proposée 
sous  le  n°  1758.  M.  Mannheim  ajoute  que  les  centres  des 
sphères,  qui  contiennent  les  lignes  ainsi  décrites,  appar- 
tiennent à  une  conique. 

A  la  page  io5  du  même  Ouvrage,  M.  Mannheim,  étudiant 
les  propriétés  relatives  au  déplacement  d'une  figure  de  gran- 
deur invariable  démontre  que  lorsque  des  plans  sont  parai- 
tel  es  à  une  droite  D,  les  plans  normaux  à  chacun  d'eux, 
menés  respectivement  par  leurs  caractéristiques,  passent 
par  une  même  droite  L,  qui  est  V adjointe  au  plan  perpen- 
diculaire à  D.  et  il  ajoute  plus  loin  (p.  io8)qu'ane  adjointe 
à  un  plan  est  toujours  parallèle  à  l'axe  du  déplace- 
ment. 

Cet  énoncé  n'est  autre  que  celui  de  la  question  proposée 
*ous  le  n°  1759. 

M.  Mannheim  donne  cette  conséquence  :  Les  caractéris- 
tiques des  plans  d'un  faisceau  mobile  appartiennent  à  un 
hyperboloïde  dont  les  plans  des  sections  circulaires  sont 
perpendiculaires  les  uns  à  V arête  du  faisceau  et  les  autres 
à  Vadjointe  au  plan  perpendiculaire  à  cette  arête,  c'est- 
à-dire  à  l'axe  du  déplacement. 

(  '  )   Voir  les  énoncés,  toc.  cit. 


(  '4«) 
QUESTIONS. 


1760.  Étant  donnés  deux  faisceaux,  l'un  d'ordre  m,  l'autre 
d'ordre  ny  le  lieu  géométrique  des  points  où  les  courbes  des 
deux,  faisceaux  se  coupent  sous  un  angle  constant  a  est  une 
courbe  d'ordre  i(m-hn  —  i).  Quand  a  =  o,  cette  courbe  se 
décompose  en  une  courbe  d'ordre  2(m-+-n) — 3  et  la  droite 
de  l'infini.  (E.  Dewclf.) 

4761.  Cinq  droites  quelconques  sont  données  dans  un  plan. 
On  mène  une  transversale  par  un  point  fixe,  et  sur  cette  droite, 
on  prend  un  sixième  point  qui  forme  une  involution  avec  les 
cinq  points  déterminés  par  les  cinq  droites  données.  Le  lieu 
géométrique  de  ce  sixième  point,  quand  la  transversale  tourne 
autour  de  son  pivot,  se  compose  de  cinq  coniques. 

(E.  Dewclf.) 

1762.  Les  caractéristiques  des  pians  tangents  à  un  cône  de  la 
classe  n  forment  une  surface  d'ordre  a/i  -h  i. 

(E.  Dewulf.) 

1763.  Soient  Cn(xjr)  =  o,  Cm(xy)  =  o  les  équations  de  deux 
courbes  d'ordres  respectifs  n  et  m.  Si  un  point  est  commun  à 
ces  deux  courbes  et  si  son  ordre  de  multiplicité  est  n'  pour  G,, 
et  m'  pour  Cmi  il  appartient  aussi  à  la  courbe  représentée  par 
l'équation 

<)Cn  dCm       d€n  àCm  =  p 

ùx     ày  <)y     dx  ' 

et  est  multiple  de  Tordre  m'-f-  n' —  a  pour  cette  courbe. 
Donner  une  interprétation  algébrique  de  ce  théorème. 

(E.  Dewclf.) 


ERRATA. 


T.  XVI,  1897,  P*  5,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  limite,  lisez 
image. 
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[B2d] 

APPLICATIONS  Dl  LA  THEORIE  MS  SUBSTITUTIONS  LINÉAIRES 
A  L  ETUDE  DBS  GROUPES  ('); 

Par  M.  H.  LAURENT.^-- TTTrTfT^ 


>     -■  -•* 


\ 

I.  —  Groupes  de  substitutions. 


Des  substitutions  forment  un  groupe  quand  Teurs 
produits  font  partie  de  ces  substitutions. 

L'ordre  d'un  groupe  est  le  nombre  de  ses  substitu- 
tions. Un  groupe  peut  être  d'ordre  fini  ou  infini. 

Un  groupe  d'ordre  infini  est  discontinu,  quand 
la  différence  de  deux  de  ses  substitutions  ne  peut  deve- 
nir infiniment  petite  (c'est-à-dire  avoir  tous  ses  élé- 
ments infiniment  petits);  il  est  continu  dans  le  cas 
contraire. 

Exemples.  —  La  substitution  circulaire 


et  ses  puissances  forment  un  groupe  d'ordre  fini.  Les 
substitutions  échangeables /(s)  forment  un  groupe  con- 
tinu, les  substitutions  à  coefficients  entiers  forment  un 
groupe  discontinu. 

Soient  .<<,  s2l ...,  sp  des  substitutions,  leurs  puissances 
et  leurs  produits  forment  un  groupe  dit  groupe  dérivé 
,  s p. 


(le  j„  s ^ 
Nous  allons  étudier  quelques  groupes. 


(')  Voir  3*  série,  t.  XV,  189G,  p.  3'p  :  Exposé  d'une  théorie  nou- 
velle des  substitutions  linéaires. 
Ann.  de  Ma  thé  ma  t.,  .V  série,  t.  XVI.  (Avril  1897.)  10 


(  ,5°  ) 

II.  —  Groupe  orthogonal. 
La  substitution  s  =  Sa/yT/y,  où 

est  orthogonale,  quand  on  a  identiquement 

II  est  facile  de  voir  alors  que  l'on  a  :   i° 

(a)  J  *''  H-a/t-+-"--4-*A  =  ■> 

2°  Si  les  relations  ont  lieu,  (i)  a  lieu  et  la  substitu- 
tion est  orthogonale. 

3°  On  a 

ri  =  ajiv,  ■+-  a„  y, -h. .  .  —  inX  r„, 

•»*  =  «i« ri  -1-  *«*  vs M- ...  -h  a„„  rn ; 
donc 

A  day/- 

4°  A  =  S  ±:  a, ,  a22  . . .  —  ±  1 ,  car  A2  =  1 ,  en  vertu 
de  (2).  Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  résultats  qui  sont 
bien  connus. 

La  substitution  Sy/yT/y  est  dite  gauche  quand  on  a 
y/y  =  —  yy/,  sans  que  Ton  ait  forcément  y//  r=  o.  Voici 
comment  on  peut  déduire  une  substitution  orthogonale 
d'une  substitution  gauche.  Considérons  la  substitution 
gauche  2y,-yT/y  où  y// =  1,  et  posons 

^i  =  Yn'i  ■+■  Yi«'«  —  -«-  Yi»'«. 

.r2  =  Yîi  /1  -i  -1-  Yf «  t»> 

1 

S'il  ~  *(n\  t\~*~ "+"  Y»w  '«»■ 


puis 


(  '5'  ) 


y\  =  Yii'i-+-7«i'iu-  ■•■  +  7«i'«' 


r«  = 

=  Ti«/t-^Tt«/î^h- 

.  + Y* 

l'élimination  des  t  donne 

•*1      ïu      Tlî      .- 

.     Tin 

*î     T«t     Tti     •  • 

Yt» 

*n     Titl     7"!      .- 

Y«« 

^/     Tt*-     Y«<     •■ 

•     Y«< 

ou 


ay,  ar,  -f-  »yt  x,-+- ...  -h  *,„  xn  =  yiy 


en  posant 


(i  /  dr  ôv  \ 


ou,  en  vertu  de  y/y  =  —  yji  el  v„-  ==  i , 
i  /  dr  àV  \ 


a    df 


ou  en 


6n 


a  dr 


a    dF 
«w  =  —  i  -h  -  —  . 

T  dy/i 


Or  il  est  facile  de  constater  que  Ton  a 

de  sorte  que  la  substitution  $  =  2a/yT/y  est  orthogonale  ; 
en  appelant  G  la  substitution  Sy^—,  on  a  donc 


*=G-"> 


G  = 


celle  formule  suppose  seulement  G  de  déterminant  diffé- 
rent de  zéro. 


(  15a  ) 

Cette  méthode  pour  la  formation  des  substitutions 
orthogonales  est  due  à  M.  Brioschi. 

On  sait  aussi  comment  la  théorie  des  polynômes  du 
second  degré  peut  fournir  des  substitutions  orthogo- 
nales, mais  moins  simplement. 

Les  substitutions  orthogonales  forment  un  groupe, 
<|iii  est  le  groupe  orthogonal.  En  eftet,  si 

i  *i  =  «m ri  -t-...-i- »i«.r«i 
f  ; 


sont  deux  substitutions  orthogonales,  on  aura 

x\+-x\  ...  =y\  -h  y\  -+-...  =  sj-t-  z\  ..., 

ce  qui  prouve  bien  que  la  substitution  qui  donne  les  je 
en  fonction  des  z  est  orthogonale. 

Le  lecteur  vérifiera  facilement  que  l'équation  carac- 
téristique d'une  substitution  gauche  G  a  ses  racines 
imaginaires  et  qu'il  en  est  de  môme  de  l'équation  carac- 
téristique d'une  substitution  orthogonale;  d'ailleurs 
celte  dernière  équation  est  réciproque  (bien  entendu, 
si  l'équation  est  de  degré  impair,  elle  a  une  racine 
réelle). 

Le  groupe  orthogonal  dérive  d'un  certain  nombre  de 
substitutions  simples  de  la  forme 

(•)  =  I  —  i  (  za  -+-  Zjj )  sin*  ■*-  -h  ( -ztj  —  tji )  sin  o. 

Cette  substitution  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

'Il  -+-  'il  ■+-  •  •  •  ■+■  ~nn  H"  ("fi  -H  ~Jj)  COSÇ  -+-  (T/y  —  Ty/)sil1  © 

(t,v  et  -Zjj  ne  figurant  pas  dans  les  premiers  termes), 
et  Ton  voit  alors  immédiatement  qu'elle  est  ortho- 
gonale. 


(  i53  ) 

En  inulli pliant  entre  elles — — substitutions  telles 

que  w,  on  introduit — —  paramètres  qui  permettent 

d'identifier  le  produit  avec  une  substitution  orthogonale 
quelconque. 

Parmi  les  substitutions  orthogonales  figurent  les 
substitutions  de  lettres  telles  que 

Le  groupe  des  substitutions  de  lettres  est  contenu 
dans  le  groupe  orthogonal  :  le  premier  est  d'ordre  fini, 
le  second  est  d'ordre  infini  et  continu. 

Proposons- nous  de  trouver  toutes  les  fonctions  qui 
restent  inaltérées  par  les  substitutions  du  groupe  ortho- 
gonal [c'est-à-dire  telles  que 

F(xu  xti. . . ,  xn)  =  F(an  xt -h  an  #,-*-. . .+  ast  «t-4-. . .), 

~*ij~ij  désignant  une  substitution  orthogonale  quel- 
conque]. Une  pareille  fonction  ne  sera  pas  altérée  par 
une  substitution  orthogonale  simple;  on  devra  donc 
avoir 

F(XizXt,. .  .)=  F(*t  cos^p  — xt  sin<p,  xx  sino  ■+-  xt  cos<p,. .  .)• 

Posons 

F        àF  v        àF 

ri  = ,  **l=    ~. —  >  •  •  •  » 

ÔXi  OXt 

on  aura,  en  diûerentiant  par  rapport  à  cp, 

o  =  Ft(—  Xisincp  —  a?tCOsçp)-i-  F,(artcoso  —  x^  simp), 
et  en  posant  ©  =  o 

o=^jF,  —  *,Fj. 

Ainsi,  on  devra  avoir 


\    d¥         i    d¥ 

i      dF 

Xi  dxt  ~~  Xf  dx%  ~~  ' 

x„  ôxn 

(   >54  ) 
Les  fonctions  F  et  x\ -h  a\ -+-...  -+-  •*„  ont  donc  leurs 
dérivées   proportionnelles  ;    donc    F  est    fonction    de 
xî  "+"  x\  +  •••  î  donc  les  seules  fonctions  qui  restent  inal- 
térées par  les  substitutions  orthogonales  sont  fonctions  de 

Considérons  maintenant  une  fonction  F  de  deux  séries 
de  variables,  ar^Jj,...,  jt«  et  j',,  jf,  ...,j„;  pour  qu'elle 
reste  invariable  par  une  même  substitution  orthogo- 
nale effectuée  sur  les  deux  systèmes  de  variables,  il 
faudra  que 

=  F( X\  coscp  —  ^  sin cp,  x±  sincp 

-h  xt  coscp,. . ., y\  coscp  — yt  sincp, . . .), 

ou  que,  en  posant 

F  -  dF        f       dF  F'       d¥        F'       dF 

on  ait 

F,( — X\  sincp —  a?j  coscp  )-+-  Fî(jr1  cosçp  —  arj  sincp) 

■+•  Fi(—  ^isin?~^iCOscp)-4-F;(^,  coscp  —  ^t  sincp )  =  o, 

et  pour  cp  =  o 

*iFi  —  *iFi-t-^«F;  -7,  Fi  =  o% 
ou 

dF  dF  dF  dF 

dr,  cfcrj       ^    dy{       J    dyt 

Pour  intégrer  cette  équation  on  pose 

dxx  _       <fot  __  cfri  _       dyt . 
x\  x\         y*   ~~       ri  ' 

les  intégrales  de  ces  équations  sont 

x\  -+-  ^î  =-  <*,      .vï  -K>1  =  *•      *vi  -+■  x*y\  -  c\ 
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on  en  conclut  que  F  est  (onction  île  jrj  -h  j •£,  j  ;  4-  y\\ 
S\Y\  -h  x^y*  et  plus  généralement  F  est  fonction  de 


*\y\  -+-  *v»  -"-  •  • .  -+-  j"«r«- 

III.  —  Groupe  symétrique. 

J'appellerai  substitution  symétrique  une  substitution 
-1/yT/y  dans  laquelle  a/y  =  ayv  et  a,/=  ayy,  et  par  consé- 
quent dont  le  déterminant  est  symétrique.  Les  substitu- 
tions symétriques  de  degré  n  forment  évidemment  un 
groupe. 

L'équation  caractéristique  d'une  substitution  symé- 
trique est  une  équation  bien  connue  et  qui  a  toutes  ses 
racines  réelles  quand  les  a/y  sont  réels.  Les  pivots  étant 

désignés  par  y,  ,,y2I,...,y,m;  Yn,  Y22,.-,T//2,  -.,  la 
substitution  Sy,-y  T/y  esl  orthogonale.  Si  Ton  pose 

on  sait  que 

i    dT 

et  par  suite  les  substitutions  interpolaires  de  Sa/y  T/y, 
seront  données  par  les  formules 

Toute  substitution  symétrique  est  évidemment  un  pro- 
duit de  facteurs  de  la  forme  \  et  î  -h  X(?/y-h  ty,-);  une 
fonction  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  symé- 
trique ne  devra  donc  pas  changer  en  multipliant  ses 
variables  par  X*,  elle  devra  donc  être  homogène  de  degré 
zéro  ;  on  devra  avoir  en  outre,  en  appelant  f(x\ ,  x2^ .  . ., 
*n)\  cette  fonction, 

/(•r1,...î.rl-+-X.ry-,..  .,jy-}-)<7,v..)r-/(j1)...,>r/,.  ..,  j-y,..  ), 
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OU 

(0  -f- Tj -h  -f- JT,  =  O, 

OTi     J  ÔXj 

et  en  général,  en  appelant  P  le  symbole 
ô  â 

—  Xj-h  -j—  Xt~  P, 

)x(    J       dxj 
P/=o,         P»/=o,         ...,         P//=o 

Si  P/  est  satisfaite,  les  autres  formules  le  seront  aussi; 
l'intégrale  générale  de  (î)  est 

f=F(xJ-Tj); 

on  en  conclut  que  les  fonctions  qui  admettent  le  groupe 
symétrique  sont  des  fonctions  homogènes  des  différences 
x ,       x2 ,  X ,      »  xs ,  • . . ,  xti__  j       xn . 


IV.    —   GllOLPE    CYCLIQUE. 

J'appellerai  substitution  cyclique  une  substitution  s 
qui,  avec  ses  puissances,  formera  un  groupe  d'ordre  fini. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  Ton  trouve,  dans  la 
suite   i,5,   .v2, .  . . ,  5a, .  .  . ,  deux  puissances  égales  :  soit 

$*=s?         ou         sa — $P=o. 
Celte  équation  peut  s'écrire 

sP(s*-P —  l)  =  o. 

Si  nous  excluons  le  cas  où  le  déterminant  de  s  est  nul, 
s  ne  représentant  pas  une  substitution  proprement  dite, 
nous  trouvons 

5a~P—  t  =  o; 

donc  toute  substitution  cyclique  s  satisfait  à  une  équa- 
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tion  binôme 

5//«_i  =  0. 

Proposons-nous  Je  Irouver  les  fonctions  de  x% ,  x2,  . . . , 
xn  ad  me  liant  une  pareille  substitution.  Soit  y*  une  fonc- 
tion quelconque  de  xK ,  «r2l  . . . .  xn  et  (.*/"),  (s2/) . • .,  les 
valeurs  que  prend  /quand  on  effectue  sur  les  variables 
la  substitution  5,  $2,  . . . ,  c'est-à-dire  quand  on  y  remplace 
x,,x2,. . .,  xn  parX|an-4-  x2a,2,...;  x%v.2\  +^«m,."Î 
il  est  clair  que  la  fonction 

et  eu  général  toute  fonction  symétrique  de  /,  (•*/)*  •  •  •? 
restera  invariable  par  la  substitution  5. 

Parmi  les  substitutions  qui  jouissent  de  la  propriété 
de  satisfaire  à  une  équation  binôme,  et  qui  ont  ce  que 
l'on  appelle  un  ordre  fini,  il  y  a  lieu  de  distinguer  les 
substitutions  de  lettres.  Ainsi,  m  particulier,  la  substi- 
tution circulaire 

Tij-f-Tij-h.  .  .-h  T„| 

satisfait  à  l'équation  sn —  i  ==  o. 

V.  —  Groupe  des  puissances  d'une  substitution. 

Proposons-nous  de  trouver  les  fonctions  qui  ad- 
mettent une  substitution  linéaire  donnée  de  degré  /i,  et, 
par  suite,  ses  puissances  qui  forment  un  groupe.  Je  sup- 
pose que  la  substitution  en  question  s  ait  été  mise  sous 
la  forme 

M)  ï-ii  •  *  •  désignant  ses  intcrpol aires  et  s{,  s2}  ...  les 
racines  de  l'équation  caractéristique;  supposons  que  la 
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substitutiou  £,  change 


-  a^  T 


Ti        en         «iVi  +  ^V^-'+^tt^ 
» 

comme  on  a 

*r=*î£i-»-*i5i-*-..-  +  *;;s». 

la  substitution  $r  changera 

r,         en         ^  q}(\  s'jxx  -+-  ^  gf/;  $ïxt  -h ... , 
i  / 

r,        en         ^  «'/l  s'j xx  -4- ^ a/^ *}>a  -f- . . . , 
i  ^        i 

En  définitive,  sr  change 

Xx        en        s'i'Xn-i-^X,,-»-.  ..-»-*;;  X,„  =  x(tr\ 
xt      .  en         *ïX„h-  jîXj, -+-... -f-*JXî;i=  x{{\ 

X/y  désignant  des  fonctions  linéaires  bien  déterminées. 
Soit  Ar  une  fonction  linéaire  de  x{[\  x^,  .. .;  la  série 
dont  le  terme  général  est 


sera  évidemment  convergente  pour  les  valeurs  des  va- 
riables   qui    n'annulent    pas    Ar+  -r->  si  tous  les  s  ne 

sont  pas  de  module  égal  a  un  et  sa  valeur  sera  une  des 
formes  de  la  fonction  cherchée. 

/autrement  :  la  substitution  s=  2a/yT/y  peut  se  mettre 
sous  une  forme  remarquable;  en  effet,  elle  permet 
d'exprimer  les  nouvelles  variables  en  fonction  des  an- 
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tiennes,  au  moyen  des  formules 

y\  =  at|i^i-Hallx,-4-...-f-al„^, 

y*  =  **i ^i  -*-  *«^i -*- . .  ■  -+-  *!«*/n 
••••• • • i 

ou  en  appelant  5(,  $2,  •  •  •  'es  racines  supposées  inégales 
de  l'équation  caractéristique 

yi  —  5,Tt  =  («,,—  5,  )Xi-f-  aij^jH-..., 
^i—  *i*i  =  *îi  * i  -H  (  *it  —  *i  )*i  H- . . . , 
• • ••• • » 

on  tire  de  là 

dX  .  ^dX 

A  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  caracté- 
ristique. Mais,  en  appelant 

#11»       *11,       ••■»      3*1/1* 
*?lîi      a?î«i       •••!      xln% 


les  pivots,  ces  équations  reviennent  à 


Soit  alors  F(7My2,  . .  -i^«)  une  fonction  admettant 
la  substitution  s\  on  peut,  au  mojren  d'un  changement 
de  variables,  la  mettre  sous  la  forme 

f(yi*\i  -t-yivu  -*-  .  •  -  ..ri**i  -+- j^m  +  ...,-.-)» 
ou 

/(Yi,Y, Y„), 

et  si  Ton  suppose 
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on  devra  avoir 

/(Y|fYfl...>Y»)=/(i|Xl,i,Xll  ...,5«X„). 

Ainsi  le  problème  est  ramené  à  trouver  une  fonction 
admettant  la  substitution 

Y1=s1Xi,        Yj  =  $jXj,         ....        Yrt=5wXn, 

ce  qui  revient  à  dire  que,  si  Ton  pose 
Z,=  logY,, 

la   nouvelle    fonction    admettra     la    substitution    qui 

change 

Z/     en     Z/-+-  log5/, 

et  qu'elle  sera  périodique  :  elle  admettra  en  effet  les  pé- 
riodes 

27:/ — ï,  o,  o,     . ..,     o, 

O,  9-Tî/ —  l  ,       O,        .  .  .  ,       O, 


En  outré,  quand  on  augmentera  X\  de  logmod.?,,  xx 
de  logmod.ro,  etc.,  elle  ne  changera  pas  de  valeur,  mais 
cela  ne  constitue  qu'un  seul  système  de  périodes;  la 
fonction  transformée  possède  donc  seulement  n  -h  ï  sys- 
tèmes de  périodes  simultanées. 

On  peut  généraliser  les  considérations  précédentes  en 
se  proposant  de  trouver  une  fonction  admettant  un 
groupe  de  substitutions  permutables  entre  elles.  Ces 
substitutions  ont  un  même  système  de  pivols  et,  en  effec- 
tuant sur  la  fonction  un  changement  de  variables  ana- 
logue à  celui  que  nous  venons  de  faire,  les  substitu- 
tions que  la  fonction  admettra  seront  de  la  forme 

\\  =  s*tffi...Xu         Y.-S5I5...X,,         .... 
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et  en  posant 

Z/=logY„ 

la  fonction  transformée  admettra  les  périodes  simulta- 


nées 


et 


î7ry/—  i, 


o, 


o,  0,0,     ...,     ar/^i, 

logmod^i,     logmodj2,     .... 
logmod/|,     logmod/*,     ..., 


Toutes  les  substitutions  échangeables  à  une  substitu- 
tion donnée  se  ramènent  à  des  fonctions  linéaires  et  ho- 
mogènes de  /i  d'entre  elles.  La  (onction  qui  admet  un 
groupe  dérivé  de  n  substitutions  échangeables  aura  pour 
Lransformée  une  fonction  à  2/t  périodes. 

Si  Ton  considère  toutes  les  fonctions  à  n  variables, 
sans  points  essentiels  et  possédant  2/1  périodes  (et  Ton 
sait  que  ces  périodes  ne  sont  pas  arbitraires),  toutes  ces 
fonctions  seront  liées  algébriquement  à  n  d'entre  elles. 

Cela  posé,  soit  f{oc^  x2,  . . .,  xn)  une  fonction  admet- 
tant n  —  1  substitutions  échangeables  à  une  substitu- 
tion donnée;  supposons  sa  transformée  in  fois  pério- 
dique sans  points  essentiels.  Soit 

il  est  aisé  de  voir  que  P/J  P2/i  •  • .  admettent  les  mêmes 
substitutions  que/;  donc/*,  P/',  . . .,  P^/sont  liées  entre 
elles  par  une  équation  algébrique.  D'ailleurs,  une  équa- 
tion 

F(/,P«/,Py,  ...)  =  o 

est  invariable  quand  on  fait  subir  à  xs ,  :r2,  . . .  une  sub- 
stitution linéaire. 
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VI.  —  Groupe  des  substitutions 

A  COEFFICIENTS  ENTIERS. 

Les  substitutions  à  coefficients  entiers  forment  évi- 
demment un  groupe  ;  les  facteurs  primaires  de  ces  sub- 
stitutions sout  de  la  forme  i  H-x/y,  si  nous  faisons  abstrac- 
tion des  substitutions  de  la  forme  X  où  \  est  un  nombre. 
Si  Ton  considère  la  série  dont  le  terme  général  est 

i 

a,,  a2,  . . . ,  a„  désignant  tous  les  entiers  possibles,  cette 
série  sera  convergente,  car  l'iiitégrale 


m 


d%\  dii. .  ,doin 


(l+OLiTt-h...-h<XflTn)»  +  i 


est  finie,  excepté  pour  des  valeurs  particu lières  d«rh 
x2,  . .  • ,  xn  \  de  plus,  il  est  facile  de  voir  que,  par  une 
substitution  de  la  forme  i  -+-  T,y,  elle  ne  change  pas  de 
valeur. 

Considérant,  en  particulier,  le  cas  où  n  =  2,  il  donne 
la  série  double 


I                          1                               1 

r    -    '                            —                     -\-                                         .       ,                 .+                                                                                  , 

1                   0-+-r)a                (i  +  'iy)> 
1                         1                              1 

•  •  » 

1            1                 '                I                  ' 

*  *  » 

(I-+-23-)3           (l-h'^+j)3           (14-.,^+  .2^)3 
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MI.  —  Essai  de  généralisation. 

Le  problème  le  plus  général  que  l'on  puisse  se  poser 
sur  la  théorie  des  substitutions  linéaires  est  le  suivant  : 

Etant  données  deux  ou  plusieurs  substitutions,  existe- 
t-il  une  fonction  admettant  ces  substitutions  ? 

D'abord,  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'existe  pas  de  fonc- 
tion admettant  toutes  les  substitutions  que  Ton  peut 
faire  avec  ses  variables,  car  elle  devrait  admettre  la  sub- 
stitution i  H-  )/r/y,  c'est-à-dire  rester  invariable  quand 
ou  change  jr,-  en  Xi  H-  Xxy,  quel  que  soit  X  ;  on  devrait 
donc  avoir,  en  appelant  /"cette  fonction 

àf  =  o 

et,  par  suite,  /serait  constant. 

En  général,  pour  qu'une  fonction  f  admette  un 
groupe  G  de  substitutions  linéaires,  il  faut  que  ce 
groupe  G  ne  contienne  pas  de  substitution  infinitési- 
male, c'est-à-dire  de  la  forme  i  H-  e,  £  désignant  une 
substitution  dont  tous  les  éléments  sont  infiniment 
petits.  En  efFel,  si /admettait  une  pareille  substitution, 
on  aurait 

f(xuxt,  ...)  =  /(  ar, -h  àr,,*,-*-^,,  ...), 

les  quantités  8xl}  ô\r2,  . .  •  désignant  des  fonctions  li- 
néaires des  x  à  coefficients  infiniment  petits.  On  devrait 

donc  avoir 

àf  ,  àf  „ 

-f-  OXi  H-   — —  t>Xt  -4-  .  .  .  =  O, 

quels  que  soient  jti,  x2,    .  ..,  x„  et,  par  suite,  quel» 


(  '6i  ) 
que  soient  o.r,,  ox2,  . . .,  on  devrait  dont*  avoir 

àf  àf  , 

V—  =  o,  -/-=o,  ...,        ou        /=  const. 

Cette  conclusion  suppose,  bien  entendu,  que  f  ne 
possède  pas  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  système 
de  valeurs  des  variables. 

La  première  question  à  résoudre  est  donc  celle-ci  : 

Etant  données  deux  ou  plusieurs  substitutions,  re- 
connaître si  le  groupe  qui  en  dérive  présente  des  sub- 
stitutions in  nfiitésimales . 

Dans  le  cas  où  le  groupe  considéré  ne  contient  pas  de 
substitutions  infinitésimales,  eu  appelant  s{ ,  ja,  ... 
ses  substitutions,  il  faudra  voir  s'il  existe  une  fonction 

$(Xly  X2,    •  •  •)»    Ul"e    4UC 

(i)  2 +(*/*•„  */*-,,  ...) 

représente  une  série  convergente,  stxp  désignant  le  ré- 
sultat de  la  substitution  j/  effectuée  sur  xp.  Si  une  pa- 
reille fonction  existe,  la  série  (i)  représentera  une 
fonction  admettant  les  substitutions  du  groupe. 

Ce  premier  problème  présente  déjà  de  grandes  diffi- 
cultés que  je  n'ai  pas  la  prétention  de  lever  entière- 
ment, mais  dont  il  est  facile  de  préciser  Tordre.  Nous 
avons  vu,  en  eflet,  que  toutes  les  substitutions  de 
degré  x  étaient  des  fonctions  entières  de  deux  autres 
5  =  £si?i7  et  /  =  7, 2  4-  ^23  •  •  •  ~h~tn  >  jouissant  de  ces  pro- 
priétés fondamentales, 

5«  =  I,  tn  =  1,  St  =  ttS. 

I/expression  générale  des  substitutions  d'un  groupe 
peut  donc  être  obtenue  sous  forme  d'un  polynôme  en- 
tier en  5  et  f  de  degré  n  —  i   par  rapport  à  chacune  des 
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substitutions  s  et  /.  Ainsi  la  solution  du  premier  pro- 
blème dépend  d'un  calcul  purement  algébrique  et  essen- 
tiellement élémentaire,  ce  qui  ne  veut  pas  dire  facile  à 
effectuer  dans  le  cas  général. 

A  côté  du  problème  général  dont  nous  venons  de 
parler,  viennent  se  placer  d'autres  problèmes  aussi  gé- 
néraux, mais  souvent  plus  faciles  à  résoudre,  tel  que 
celui-ci  : 

Etant  donnés  plusieurs  systèmes  de  n  variables  xt . 
x2,  .  • .,  xn  -,  y% ,  j2,  •  •  •  y  yn  \  •  •  • ,  on  effectue  sur  ces 
systèmes  une  même  substitution  linéaire.  Quelles  sont 
les  fonctions  de  toutes  ces  variables  qui  restent  inva- 
riables quand  on  effectue  cette  substitution  ? 

Sur  les  progressions  des  divers  ordres. 

Caucby  appelle  progression  arithmétique  d'ordre  p 
une  série  limitée  ou  illimitée  dont  le  terme  de  rang  n  est 
une  fonction  eulière  de  degré  /?,  et  progression  géomé- 
trique d'ordre  n  une  série  dont  le  terme  général  est  de  la 
forme  c?M,  ?(n)  étant  une  fonction  entière  de  degré  p. 

Considérons  une  progression  géométrique  d'ordre  p 
de  la  forme 

©ci  ©t, . . . .  çp n  désignant  des  fonctions  entières  d'ordre  p 
de  v.  Une  fonction  telle  que  f  n'existera  pas,  bien  en- 
tendu, pour  toutes  les  valeurs  de  ses  variables,  car  il  faut 
que  certaines  conditions  de  convergence  soient  satis- 
faites. Laissons  pour  un  moment  ces  conditions  de  con- 
vergence de  côté  et  supposons-les  satisfaites;  effectuons 
la  substitution  SalyT/ysur  les  variables  xUlx2^  ...,x«: 
Ann.  de  Mat  hé  mat.,  3-  série,  t.  XVI.  (Avril  1897.)  1 1 
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le  terme  général  de  la  sériera  pour  nouvel  exposant 

(a?!*!,  -t- sctalt-h  . .  .)<Pi  -+-  (xt  aM  -+- xtxn-+-  . .  .)?t+  •••-*-  <?<>; 

le  ternie  de  rang  v  4- 1  avant  la  substitution  avait  pour 
exposant  : 

'  a7l<p1(v  -h  i) -+- ar,©,(v -h  i)+ . . . -+- ç0(v  -m); 

la  différence  de  ces  exposants  est  un  polynôme  de 
degré  p  en  v  qui  sera  indépendant  de  v.  Si  l'on  annule  les 
coefficients  de  v,  va,  . . . ,  W,  ces  coefficients  sont  fonctions 
de  Xi,  .r2,  . . . ,  x„,  et  pour  qu'ils  soient  nuls  il  faut  que 
les  coefficients  des  x  le  soient  eux-mêmes.  On  aura  ainsi 
pn  équations  pour  déterminer  les  ri1  quantités  a/y  et  les 
»(p  +  i)  coefficients  des  <p.  Il  en  résulte  qu'en  général 
il  y  aura  des  fonctions  qui  seront  multipliées  par  une 
exponentielle  de  la  forme  eL,  où  L  est  une  fonction  li- 
néaire des  #,  quand  on  effectuera  sur  les  variables  une 
substitution  linéaire  donnée,  et  même  plusieurs  substitu- 
tions linéaires;  et  ces  fonctions  seront  représentées  par 
des  progressions  géométriques. 

Nous  examinerons  en  détail  un  cas  simple,  celui  où 
les  fonctions  ©  sont  du  second  degré.  Nous  poserons 

<px-  =  a/v*  +  è,v  +  ci 
et  nous  poserons  toujours 

après  la  substitution,  le  terme  de  rang  n  devient 

(^i*ii-i-a7taii . .  .)(aiv*-+-  btv  -+-  Ci) 

H-  (tfiaiiH-rrsŒji .  . .  )(atv*-h  6,v  -+-  Cj)  -4-  .  . .  : 

le  terme  de  rang  v  -f- 1  était 
*\  [»i(v  -t-  i)*-f-  6,(v  -+-  i)  -*-  ct]  -+-  a?j[at(v  +  i),  +  ...]-f  ..., 
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la  différence  des  termes  indépendants  de  v  est  de  la 
forme 

<?i(ait*i-t-  aij^î+- .  •)  -+-  c,(a„a?i-i-  . . .)-+-  . . . 
—  ar^at-h  61  -+-  c,) — xt(at-h  bt-+-  Cj)  —  . . 


•  1  =0, 


et  il  faut  poser 

(r,a,t-+-ar,alt-h...)^1-f-(ar1a1,-+-...)6,-+-...   J  =  q> 
—  âri(2a,-+-6,)arî(2aî-+-  6,)  — ...  (  ' 

ces  équations  donnent 

l  («il  —  i)tfi-t-an«i-*-...-t-Œî»tf/t  =  0, 


«0 


(2) 


(  ai„a,-haî„a,-f-...-4-(a„rt— i)an=o, 
{  («II—  0*1  —  *itàt-+-.-+-*inCn    =a«t, 


Ces  2/1  équations  laissent  n*  —  un  des  a  arbitraires  ;  la 
fonction /se  trouvera  alors  multipliée  par  des  exponen- 
tielles e*i,  e't,  ...  où  li}  /2,  ...  seront  des  fonctions 
linéaires  quand  on  effectuera  certaines  substitutions  sur 
les  variables. 

Pour  que  la  fonction  f  existe  il  faut  que  la  série  qui 
la  définit  soit  convergente;  or,  dans  cette  série,  le  rapport 
d'un  terme  au  précédent  est 

et  si  la  partie  réelle  de  S(2a,v  ±  a,  ±  bi)Xi  reste  néga- 
tive pour  v  =  -}-oola  série  sera  convergente  :  la  fonc- 
tion f  n'exisiera  donc  pas  pour  toutes  les  valeurs  des 
variables. 
La  considération  des  fonctions  que  nous  venons  de 
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trouver  peut  conduire,  par  de  simples  divisions,  à  des 
fonctions  admettant  une  substitution  donnée. 


[M*5a] 

SUR  LES  SURFACES  QUI  ONT  POUR  GÉNÉRATRICES 
LES  CORDES  DUNE  CUBIQUE  GAUCHE; 

Par   M.  Ch.  BIOCHE. 


1.  Il  est  facile  d'obtenir  l'équation  générale  des  sur- 
faces réglées  dont  les  génératrices  sont  les  cordes  d'une 
cubique  gauche.  Soient 

Q  =  o,        Q'=o,        Q'=o 

les  équations  de  trois  quadriques  contenant  la  cubique, 
les  équations 

(i)  Q'=XQ,       Q'=nQ 

représentent  deux  quadriques  qui  se  coupent  suivant  la 
cubique  considérée  et  une  corde  quelconque  de  cette 
cubique.  Un  raisonnement  classique  conduit  à  voir  que 
l'équation  générale  des  surfaces  engendrées  par  une 
corde  s'obtient  en  éliminant  X  et  pi  entre  les  équations 
(i)  et  une  équation  de  condition  en  X  et  ja.  Autrement 
dit,  l'équation  cherchée  est 

(a)  F(Q,Q\Q')  =  o, 

F  étant  une  fonction  homogène. 

2.  Si  F  est  de  degré  K  en  Q,  Q',  Q",  l'équation  (a) 
est  de  degré  aK.  La  cubique  est  ligne  multiple  d'ordre 
K  sur  la  surface  correspondante  ;  car,  si  l'on  prend  pour 
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origine  un  point  de  la  cubique,  l'équation  de  la  surface 
n'a  évidemment  pas   de   termes   de    degré    inférieur 
àK. 

Inversement,  si  une  surface  d'ordre  2K  admet  une 
cubique  gauche  comme  ligne  de  degré  de  multiplicité  K, 
cette  surface  est  engendrée  par  des  cordes  de  la  cubique; 
car  par  chaque  point  de  la  surface  passe  une  corde  de  la 
cubique,  et  cette  corde  aaK  +  i  points  en  évidence  sur 
la  surface. 

En  particulier,  pour  K=2,  on  retrouve  la  surface 
lieu  des  cordes  appartenant  à  un  complexe  linéaire. 

3.  La  relation  entre  le  degré  de  multiplicité  de  la 
cubique  et  Tordre  d'une  surface  dont  les  génératrices 
seraient  des  cordes  de  la  cubique,  peut  permettre  de 
déterminer  l'ordre  de  certaines  surfaces.  Ainsi  la  sur- 
face lieu  des  cordes  qui  sont  divisées  harmoniquement 
par  une  quadrique  admet  la  cubique  comme  ligne 
triple,  puisque  par  chaque  point  passent  les  cordes  qui 
joignent  ce  point  aux  points  d'intersection  de  son  plan 
polaire  avec  la  cubique.  La  surface  est  donc  du  sixième 
ordre. 


[A3a] 

THÉORÈMES  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES; 

Par  M.  SONDAT. 


Si  l'équation 

y(x)  =  axn —  nàû?**-1 
(0  j      ^nJ^n-iX^^       _nkx+l=Qt 


(  17°  ) 
de  degré  pair  et  a  coefficients  binomiaux,  a  — h»  ra- 
cines égales,  Tune  des  conditions  de  multiplicité  est 

A  =  o, 

A  étant  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  des 
coefficients  a,  A,  c,  ...,  À,  /,  obtenue  en  remplaçant 
dans  cp  les  puissances  décroissantes  de x  par  /,  A*,  A,  ..., 
bj  a,  c'est-à-dire  en  écrivant 

(a)'      A  =  al  —  nbk  H - ch  — ... —  nbk -\- al. 

Posons,  en  effet, 

çt  =  aj"-1-  (/i  —  i)bxn~x-*-. .  .—  A:, 
fi  =  axn~* — (n  — 2)&r*-*-t-. .  .-*-  A:, 

o)      ; 

ç  n_i  =  aj  —  6, 

cpt,  <fi  étant  les  dérivées  successives  de  ^p,  divisées  res- 
pectivement par  7i,  n(n  —  i),  .... 

Dans  l'expression  (2)  de  A,  remplaçons  a,  &,  c,  . . ., 
Ar,  /  par  a,  ©«_! ,  »»_2>  •  •  •  >  <?i  »  ?  et  soit  A'  le  résultat  de 
la  substitution. 

Nous  aurons 


"(»-'>-(;+')    t 


Af=a9~/i«p^,<p,-h...dz   -^ ^-^...-i-aç. 

i.a...-  1 

2 

Or 

dx  ~~ 

car,  en  formant  la  dérivée,  on  obtient,  d'après  (3),  des 
termes  qui  s'entre-détruisent  deux  à  deux.  Donc  A'  est 
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indépendant  de  x.  De  plus, 

puisque,  si  Ton  fait  x  =  o,  les  ternies  de  A'  deviennent 
ceux  de  A. 

Cela  posé,  si  l'équation  (i)  a  — h  i  racines  égales  à  p, 

en  attribuant  à  x  cette  valeur  p,  on  annule  cp,  <pf,  <pa, ..., 

©„.   Les   ternies  de  A7   sont  donc  tous  nuls,    et    par 

"5 
suite  (4) 

A  =  o. 

[K22d] 

SUR   LE   BIAIS   PASSÉ   GAUCHE; 

Par  M.  A.  BOULANGER, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Je  me  propose  de  résoudre  deux  problèmes  relatifs  à 
cette  surface  bien  connue  (voir,  par  exemple,  Mann- 
heim,  Cours  de  Géométrie  descriptive,  3oe  Leçon). 

I.  —  Détermination  du  volume  limité  par  le  biais, 
par  les  murs  de  tête  et  par  le  plan  des  naissances. 

Ce  volume  est  limité  par  deux  bases  parallèles  semi- 
circulaires  et  latéralement  par  des  portions  de  surfaces 
gauches;  il  est  donc  donné  par  la  formule 

V=  J(Sl+S1-i-4SJ)l 

où  Si  et  S3  sont  les  aires  des  bases  semi-circulaires, 
h  leur  distance  et  S3  Taire  de  la  section  faite  à  égale 
distance  des  deux  bases  (Appei-l,  Mécanique  ration- 
ne  lie,  je  Leçon  autographiée). 


On  a 
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S^S,^ 


en  désignant  par  R  le  rayon  des  cercles  directeurs. 
La  question  est  de  calculer  S3.  Soit  (omn,  o'm'ri)  une 

Fig.  i. 


génératrice  de  la  surface;  elle  coupe  le  plau  moyen  au 
point  ([/.,  {/).  Cherchons  le  lieu  du  point  jx'. 

Soit  o'jj/^r  p,  ;j/o'n'=w;  c  étant  la  distance   com- 
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mune  des  centres  des  cercles  à  la  directrice  rectilignc, 

on  a 

ap  =  o'm'-h  o'n'y 

R*  =  c*-f-  o'm'  — 2c.of/»'cosci>, 

R*=  C*-+-  tf'/i'    +2C.Of/l'cOS(i). 

L'élimination  de  o'mf  et  de  o'ri  entre  ces  trois  rela- 
tions donne  sans  difficulté 

p*=  R* — c*sin*w. 

La  section  moyenne  est  donc  une  quartîque  bicircu- 
laire  unicursale,  indépendante  de  Vêcartement  des 
bases;  sa  surface  au-dessus  du  plan  des  naissances  est 

S3=  f  (R«  —  c*sin*o>) dt» 

i 

S»=i     ^[(aRi—  c*)-HC«cos'2to]^a>=   *  (aRî_  c«). 

Par  suite, 

V=^l[3R*-c*J. 

C'est  cette  formule  simple  que  je  voulais  signaler. 

II.  —  Détermination  graphique  de  l'indicatrice  en 
un  point  P  de  la  sur/ace  du  biais. 

La  génératrice  G  du  point  P  est  une  première  asym- 
ptote de  l'indicatrice;  la  seconde  asymptote  est  la  géné- 
ratrice (autre  que  G)  de  l'hyperboloïde  osculateur  au 
biais  le  long  de  G,   et  il  suffit,  pour  déterminer  cet 


ou 
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hyperboloïde,  d'avoir  les  asymptotes  relatives  à  trois 
points;  par  exemple,  aux  points  de  rencontre  de  G  avec 
les  directrices  M,  N,  O. 

Au  point  O,  la  seconde  asymptote  de  l'indicatrice  est 
évidemment  la  directrice  rectiligne. 

Passons  au  point  N,  par  exemple.  D  après  le  théo- 
rème des  tangentes  conjuguées  de  Dupin,  quand  le 
point  N  se  déplace  sur  le  cercle  de  tête,  la  caracté- 
ristique r  du  plan  tangent  en  N  est  conjuguée,  par 
rapport  aux  asymptotes  de  l'indicatrice,  de  la  direction 
NT  du  déplacement  de  N.  Donc,  l'asymptote  demandée 
sera  (en  projection  comme  dans  l'espace)  la  quatrième 
droite  du  faisceau  harmonique  formé  par  les  droites  NT, 
GetT. 

Par  suite,  il  suffira  de  construire  la  caractéristique  T 
et,  à  cet  effet,  de  déterminer  le  point  X  où  la  trace  du 
plan  tangent  en  N  au  biais,  sur  le  plan  de  la  seconde 
directrice  circulaire  par  exemple,  touche  son  enveloppe. 
Cette  trace  est  la  parallèle  à  NT  menée  par  N.  Les 
cercles  de  tête  étant  de  front,  la  question  est  ramenée  au 
problème  de  Géométrie  plane  suivant  : 

Par  le  milieu  o'  de  la  droite  des  centres  de  deux 
circonférences  égales  {fig*  i)?  on  mène  une  droite 
dwlri  coupant  ces  circonférences  en  wl  et  ri  (d'un  même 
côté  de  o').  Par  m',  on  mène  une  parallèle  à  la  tan- 
gente rit  au  cercle  rencontré  en  ni.  Quel  est  le  point 
de  contact  a/  de  cette  parallèle  avec  son  enveloppe, 
quand  la  sécante  drrin1  pivote? 

Supposant  même  qu'il  s'agisse  de  deux  courbes  quel- 
conques, soit  dm\  n\  un  rayon  vecteur  infiniment  voisin 
de  o'mlri  {Jig.  a)»  La  parallèle  à  la  tangente  en  n,  ren- 
contre en  Ç  la  droite  relative  à  m'.  Il  faut  trouver  la 
limite  z!  du  point  £. 

e  étant  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  (n7),  le 
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triangle  \rrfm\  donne 


m  \  =  — ; — s  x  sint  m,  m 
sine  *      l 


On  en  déduit 


en  désignant  par  r  le  rayon  de  courbure  de  (ni)  en  w', 
par  a  l'angle  des  tangentes  en  m'  et  ni  à  (m')  et  (/i7), 


par  rf(fn')  et  d(/i;)  les  différentielles  des  arcs  de  ces 
courbes.  Or,  d'après  la  formule  de  Newton  (voir  Bour, 
Cinématique,  p.  58),  on  a 

d(m')  _  o'm'xt'm' 
d(n')  """   o' n'x  t'n' 

Donc,  enfin, 

m  x  =  t  m  sin<xx  —7—7  r  x  -7—?  • 

De  là  résulte,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  con- 
struction suivante  (fig-  1)  : 

Par  m'y  on  mène  l'horizontale  m'q1  jusqu'à  sa  ren- 
contre q'  avec  le  rayon  c'a'  de  n\  on  projette  m'  en  cp 
sur  n't!;  on  porte  m'a  équipollent  à  d q1  et  mil  équipol- 
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lent  à  n't'.  Le  point  x!  est  déterminé  par  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  <f<rz. 

En  effet, 


ctT 


on  a 


,  ,   ,      o  m 

m  <*  =  c'a  =  —r-7  X  r; 
on 

/it'<p  =  t'm'  sîna, 

m'z  =  n't\ 


,    ,      m  s  x  m'y 
m  x  — ; J  ' 


La  seconde  asymptote  de  V indicatrice  s'obtiendra 
dès  lors  immédiatement  en  portant  sur  la  direction 
m\  un  segment  jfy1  égal  à  mfj/%  et  en  rappelant  le 
point  y1  en  y  sur  le  plan  de  front  du  point  m. 

La  droite  {ny,  n'y*)  est  V asymptote  cherchée. 

On  répéterait  la  construction  pour  le  point  M  et, 
l'hyperboloïde  oscillateur  étant  connu,  la  seconde 
asymptote  en  un  point  quelconque  P  de  G  ou  OMN, 
s'obtiendrait  par  le  tracé  habituellement  employé  pour 
définir  le  plan  tangent  en  P  (Mannbeim,  loc.  cit.). 
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Grenoble. 

Analyse.  —  I.  Lignes  de  courbure  de  la  surface  en- 
veloppe du  plan  mobile  défini  par  V équation 
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dans  laquelle  u  et  v  sont  deux  paramètres  arbitraires. 
II.  Equation  en  coordonnées  ponctuelles  et  défini- 
tion géométrique  de  la  surface  considérée. 

Mécaihqce.  —  Un  tube  rectiligne  indéfini  AB,  à 
section  infiniment  petite,  tourne  avec  une  vitesse  angu- 
laire constante  <o  autour  d'un  axe  fixe  Oz  en  engen- 


drant un  hjrperboloïde  de  révolution  dont  O  est  le 
centre.  Un  point  matériel  RI,  dont  la  masse  est  égale 
à  l'unité,  glisse  sans  frottement  dans  l'intérieur  du 
tube  et  est  attiré  par  le  centre  O  proportionnellement 
à  la  distance,  le  coefficient  d y  attraction  étant  égal 
à  pt.  On  demande  le  mouvement  du  point  RI,  dont  on 
définira  la  position  sur  AB  par  sa  distance  p  au 
point  où  AB  perce  le  cercle  de  gorge.  On  donne 
l'angle  cl  de  Ah  avec  Oz  et  le  rayon  a  du  cercle  de 
gorge. 

Après  avoir  discuté  le  cas  général,  on  examinera 
le  cas  particulier  suivant  : 

A  l'instant  initial,  le  point  RI  est  dans  le  plan  du 
cercle  de  gorge,  avec  une  vitesse  absolue  parallèle 
àOz}  et  l'on  a  |a  =  <o2  s  in*  a.  Quelle  est,  dans  ce  cas, 
la  projection  de  la  trajectoire  absolue  de  RI  sur  le 
plan  du  cercle  de  gorge? 

Astronomie.   —   Calculer  l'anomalie  excentrique, 
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l'anomalie  vraie,   la  longitude  dans   /' orbite  et   les 
longitude  et    latitude  hèliocentriques   de   la  planète 
Mars,  pour  le  ao  février  1878,  à  midi,  temps  moyen 
de  Paris. 

Données. 

Au  ao  février  1878*  on  a 

&=    48°  36' 56',  87,        <?=  19241",  8, 
w  =  333°  25' 16",  53,  i  =  i°5iV,6, 

n  =  1886*,  5i84; 

et  au  midi,  temps  moyen  de  Paris,  du  Ier  janvier  1878, 
on  a,  pour  la  longitude  moyenne, 

m0  =  66°35'44*,3. 

Montpellier. 

Analyse.  —  Première  question  :  Intégrer  V équation 
différentielle 


x(x  -h  a)  L^  —  m*y\  —  (2a?  -+-  a)  (-£  —  myj  =  *« 


e~mx. 


Le  premier  nombre  s'annulant  pour  y  =  emx  on  peut 
poser 

y  =  emx  I  z  dx, 

ce  qui  donne  l'équation 

x(x-+-a)  (j-^-^mz)  —(ïx-ï-a)z  =  a?*  £-*"•*, 

le  premier  membre  s'annule  pour  z  =  cx(x  -h  a)e~2wx. 
En  posant 

z  =  ux(x  -h  a)e-*mx, 
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on  a 

du  i  i 

—  ,         u  =  c , 

dx       (x  -h  a)1  x  -h  a 

y=  t***  !  x(cx  -f-  a  —  i)e-,mjr  dj? 

» -,      »/  .         rt/w-f-i       am  -+-i\      ^     a/nrr-t-i      _„ 

=  c  ***-+-  c'(  ar*-t-  x 1 —  )  trm*-\ ; — - —  e-m4r, 

\  m  a/n*  /  4"*1 

Seconde  question  :  Calculer  la  différence  des  deux 
intégrales 

a  —  bjx      \    0*  +  **  &+-X*) 

rormons  /  — — #— — — .-— — er  '  dz  le  long  cl  un 

contour  composé  de  la  partie  positive  de  Taxe  OX,  d'un 
quart  dec  ercle  de  rayon  très  grand  et  de  la  bissectrice  de 
l'angle  YOX.  L'intégrale  totale  est  nulle,  celle  prise  sur 
Tare  de  cercle  tend  vers  o  si  le  rayon  R  devient  infini, 
car  son  module  est  plus  petit  que 


(K«-a«)(R«-6»)     X 


et 

4  Jo  cosaO  Jô 

t  _  c-R'slnlO        /ir  \ 

=  ! I l.  /_  __0i  Rc-R,»,n*° 

aRcosaO        \4         / 

expression  cjui  tend  vers  o  avec  ^  •  On  a  alors 


x 


<•■*  '  dx 


(  i8o  ) 
et,  en  égalant  les  parties  réelles, 

/"  x*+*abx*+xHa*+b*)(a+b)*--*x*a*b*(a*-t-ab+b*)--aW    _^ 
=  —  /      e-xtdx  +  abJi  l      .    .     v    kWtk    — rr '  e-*%dx, 


équation  qui  peu!  encore  s  écrire 

-»  a;* _4_  a-J( a  -f-  6 )*  —  a«£* 


X 


(^+a*)(^+6!) 


cos(jr*)  ûtr 


Mécanique.  —  J7/m»  barre  rectiligne,  infiniment 
mince,  homogène  et  pesante,  AB,  est  mobile  dans  un 
plan  vertical  fixe .  Son  extrémité  inférieure  A  est  as- 
sujettie à  décrire  sans  frottement  une  barre  fixe  /iori- 
zontale,  et  chacun  de  ses  points  est  sollicité  par  une 
force  verticale,  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, égale  au  produit  de  la  masse  du  point  par  la 
distance  de  celui-ci  à  la  barre  fixe. 

i°  Déterminer  les  positions  d'équilibre  de  la  barre. 

2°  La  barre  étant  horizontale,  on  lui  imprime  la 
rotation  w  autour  du  point  A,  qui  est  laissé  immobile , 
de  manière  qu'elle  se  dirige  au-dessus  de  la  barre 
fixe,  puis  on  l' abandonne  aux  forces  qui  la  sollicitent. 
Etudier  le  mouvement  de  la  barre  et  déterminer  la 
trajectoire  de  l'un  quelconque  de  ses  points. 

i°  Il  y  a  équilibre  lorsque  les  forces  ont  une  résul- 
tante passant  par  A,  ou  lorsque  la  somme  de  leurs  mo- 


(     •»!     ) 

inents  par  rapport  à  A  esl  nulle.  Soit  0  l'angle  de  la 
barre  avec  l'horizontale,  /  sa  longueur,  m  la  masse  de 
l'unité  de  longueur  et  x  la  distance  de  l'un  de  ses 
points  M  à  l'extrémité  A.  On  aura  l'équation 

,/cosO       rl     .   .         A  .   .       _  /' 

mgl =  /    x  sinOxcos 8 m  <ir  =  m  sin  8  coso  --» 

cos8(-2/sin8  —  3  g)  =  o  ; 

il  y  a  équilibre  lorsque  la  barre  est  verticale  ou  lorsque 

sinô  =  -y,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  /  >  —  • 

2°  La  barre  est  soumise  à  un  poids  —  mgl,  à  une 
force  verticale  égale  à 

,/  m 

x  sin  8  m  dx  =  —  /*  sin  8, 


s 


et  à  la  réaction  verticale  K  du  point  A.  Le  centre  de 
gravité  restera  sur  la  même  verticale,  et  son  mouvement 
donne  l'équation 

m /*  rf*sin8  /w        . 

-y— —  =  R  —  m#7  h /*  sin  8. 

'i        dl*  ■>. 

Pour  déterminer  le  mouvement  autour  du  centre  de 
gravité,  il  faut  calculer  le  moment  d'inertie  par  rap- 
port à  ce  point 


/ 


*"*       .^         ml%. 
m  x*  dx  = ; 

/  l'A 

"ï 


la  somme  des  moments,  par  rapport  au  centre  de  gra- 
vité des  forces  verticales,  est 

Jf    mx  sin  8  far )  cosO  dx  =  m  —  sin  8  cosB. 
o                   \          a/  la 

Le  mouvement  autour  du  centre  de  gravité,  dans  le 
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plan  vertical,  est  donc  déterminé  par  l'équation 

-  -  -  -  -  =  —  sinO  cosO  —  R  -  cosO. 
vx    dll  i'A  'à 

En  éliminant  R,  on  a 

f  ,  -+-  -  cos6     cosO  -  -   —  suit)  (  -—  } 

îjt   clt*        4  l  df-  \dt /  J 

S  I 

—  —  —  cosO  -+-  -  sinO  cosO 

'i  \ 


ou 


/cos0Lcos05^^s,nH^;  Jsj  +  33f  -d* 

=  f  -  l  sinaQ  —  ■>.#  cosO  1  -j-  » 
dont  l'intégrale  est 

le  second  membre  étant  déduit  des  conditions  initiales 


*#    .      l 


rfO        A       /  sin«6-i^  sinO  +  c«« 


</*        1  /  3    .   ,ft 

1—7  sin?H 


b  augmente  jusqu'à  sinO  =7^ i/ (  77  )  —  w"  •  Mais 

cette  valeur  de  8  n'est  réelle  que  si  to  <  --.-»  et,  dans  le 

«   3/?  w           .1    /.                                               .»  ^     3  ^ 
cas  ou  ~fj  >  1 ,    il  iaut,    en    outre,   que  to->  -y 1. 

Donc  -j-  peut  devenir  nul  si   />  -*-  et  10  <[  7-7»  ou  si 

/  <  —  et  --*•  >  co  ]>  1/  -'-  —  1  ;  la  barre  revient  en- 
suite à  la  position  horizontale  par  un  mouvement  in- 
v  erse . 

Si,    au   contraire,    co^>-y«    ou    lorsque    /  <  —  si 
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(»<i    -.    -  -  i,  -.-  ne   peut   pas    stimuler,    et  ')  varie 

Je  o  à  r. 

La  trajectoire  des  points  de  la  barre  s'obtient  en  re- 
marquant que  le  milieu  décrit  une  droite  verticale,  et 
lYxtiémilé  A  une  bnrizonlale,  ce  qui  ramène  la  ques- 
tion à  un  problème  classique:  les  dt\ ers  points  décri- 
\eiil  des  ares  d'ellipses. 

Astronomie.  —  Le  ij  novembre  i8()6  l'étoile  i  de 
la  Couronne  a  pour  ascension  droite  i6h  i  om  {7%  8a,  et 
pour  déclinaison  boréale  3/jn^'8",  6.  Calculer  :  1"  /<?.« 
heures  sidérales  du  lever  et  du  coucher  de  cet  astre  à 
V Observatoire  de  Paris,  dont  la  latitude  boréale 
est  48°5o'i  1",  et  l'azimut  de  l'étoile  au  moment  oit 
elle  traverse  le  plan  de  l'horizon. 

Rennes. 

Analyse.  —  Première  question  :  La  Jonction  F(s)i 
holomorphe  dans  tout  le  plan,  satisfait  aux  deux  rela- 
tions 

F  (  z  -+-  (■>  )  -  F  (  z  ), 

A/7C 

r  (  s  —  eu  )  --  e      M  IM  -3  )  ; 

trouver  le  nombre  et  la  somme  de  ses  zéros,  enfermés 
dans  le  parallélogramme  (co,  io')  dont  le  sommet  ini- 
tial est  un  point  quelconque  du  plan. 

Seconde  question  :  Former  V équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  qui  admettent  comme  lignes  de 
courbure  les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  au 
planxOy. 

Transformer  cette  équation  en  prenant  x  comme 
fonction.    >  et  z  comme  variables  indépendantes. 

Intégrer  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations. 
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Mécanique.  —  Un  cylindre  elliptique,  limité  par 
deux  sections  droites,  pesant,  homogène  et  libre,  se 
meut  en  restant  constamment  vertical,  de  manière  que 
son  axe  instantané  décrive  uniformément  sa  surface 
et  a  pour  lieu  absolu  un  cylindre  égal.  Ces  deux  cy- 
lindres se  touchent,  au  début  du  mouvement,  par  les 
génératrices  passant  aux  extrémités  des  grands  axes 
de  leurs  sections  droites.  Exprimer,  en  fonction  de  la 
distance  des  axes  des  deux  cylindres  et  de  l'angle  des 
axes  de  leurs  sections  droites,  la  résultante  et  le  couple 
résultant,  réduit  sur  le  centre  de  gravité  des  forces 
motrices  capables  de  ce  mouvement. 

Discuter  les  résultats  obtenus. 

On  adoptera  avec  avantage,  pour  fixer  la  position  de 
la  génératrice  de  contact  des  deux  cylindres,  l'angle 
formé  par  le  grand  axe  d'une  section  droite  de  l'un  des 
cylindres  avec  le  plan  tangent  commun  aux  deux  cy- 
lindres. 

On  trouvera  le  couple  moteur  proportionnel  à  une 
puissance  simple  de  la  distance  des  axes  des  deux  cy- 
lindres. 

Astronomie.  —  Calculer  la  distance  angulaire  de 
deux  astres  dont  les  coordonnées  équatoriales  sont, 
pour  le  premier  astre, 

JR  =i6h  9m4>*,23,         cO  =  — 16°  2'5i',a, 

pour  le  second  astre, 

AV=  i9h45'"i3",o4,        (D'  =  -h   S'af-Ao",  i. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1696. 

(1S9!>,  p.  37.) 

Le  triangle  A1B,Ci  étant  inscrit  homologiquement  dans 
ABC,  si  Von  mène  par  X  une  droite  quelconque  rencontrant 
A|Cf  en  Bj  et  AjB|  en  C,  : 

i°  Les  droites  BC2  et  B2C  se  coupent  en  A2  sur  BiCt; 

2°  Les  trois  triangles  ABC,  A|BiGi  et  A2B2C2  sont  homo- 
logiques  deux  à  deux,  ou  l'on  a 

I  A,     Bi     C,   I 
(centre  O)  (axe  y), 

I  At     B2     C*  | 


^    I    A      B      C   I 

°'  I  A,     B,    C,  |  *'        °' 


ABC 
Ai     B,     C, 


Xf 


3°  Le*  centres  O,   Oi,  02   appartiennent  respectivement 

aux  axes  iu  Xt»  Xi 

4°  //  existe  trois  coniques  : 

La  première  tangente  aux  côtés  de  ABC  e/i  At,  Bf,  Ci  et 
à  y,  e/i  O. 

La  deuxième  tangente  aux  côtés  de  Aj  B!  Cj  en  A2,  B2,  C2 
e'  àyt  en  Oim 

La  troisième  tangente  aux  côtés  de  A2BSC2  en  A,  B,  C  et 
à)  en  02.  (P.  Sondât). 

solution 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

in  B,ÀCBjA1Cî  est  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique 
dégénérée;  sa  pascale  étant  CiBiA2,  ces  trois  points  sont  en 
ligne  droite . 

2°  et  3°  Représentons  par  oc  le  point  de  coupe  des  côtés  Bt  Ci 
et  B2Gj,  par  ax  celui  des  côtés  BC  et  B2C2,  para*  celui  de  BC  et 
BiCiet  soient  de  même  les  points  (3,  pi  et  |32,  7,  Yi  «t  yi  pour 
*e?  intersections  des  autres  paires  de  côtés. 


(  «M  ) 
La  ponctuelle  A t  fJ  CiB2  est  en  perspective  a\ec  A1C1B17  par 
rapport  au  centre  A2  ;  donc  aussi  (  A,  p  CiB2)  -.-  ( \ty  BiC2). 


*i( 


Ces  deux  ponctuelles  homograpliiques  avant  le  point  Aj  com- 
mun sont  perspectives  :  les  trois  droites  py»  CtBi,  B2G2  s<^ 
croisent  en  a.  Les  deux  triangles  A|B,C|  et  A2B2G2  sont 
donc  homologiqucs  d'axe  aJ3y  =  y  et  par  conséquent  AiA2, 
B|BX,  CiCj  concourent  au  point  O. 

GiGAjBB|A  est  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique  dégé- 
nérée; sa  pascale  étant 


G,  A, 


G,  G 


A2B  i  4      B,B  !      " 


B,A,  ! 

a2g  ; 


O*  se  trouve  sur  (3*;  ou  sur  Taxe  y. 

Les   ponctuelles  ajBA^  et  A2BC2j3,  sont  perspectives  de 
centre  B,,  de  même  a2BA,C  et  B2YiB2G  sont  perspectives  de 
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rentre  Cj,  donc 

fAlBC,pl)  =  (AfTiB«C), 
ou 

Ces  deux  ponctuelles  ayant  le  point  A2  en  commun  sont 
homologiques;  donc  :  BC,  B,Cj,  pifi  se  croisent  en  a^ 

Les  deux  triangles  ABC  et  A^BjCj  sont  donc  homologiques 
d'axe  «,3^1=  yi.  Les  trois  droites  AAj,  BB,,  CCf  concourent 
donc  en  Oi,  BjAjCjCiABj  est  un  hexagone  inscrit  dans  une 
colique  dégénérée  ;  sa  pascale  est  piYiO;  donc  O  se  trouve 
sur  l'axe  yj. 

Enfin  BAC  Cj  A,  Bj  est  aussi  un  hexagone  inscrit,  dont 
la  pascale  est  Ot  pjf»î  Oi  se  trouve  sur  l'axe  yj. 

4°  Le  triangle  A1B1C1  étant  inscrit  homologiquement  dans 
ABC  il  existe  une  conique  touchant  les  côtés  de  ABC  en  Ah 
Bi.  Ci.  Mais  on  voit  que,  dans  tout  quadrilatère  circonscrit 
à  une  conique,  les  diagonales  et  les  droites  qui  joignent  les 
points  de  contact  des  côtés  opposés  se  croisent  en  un  même 
point;  appliquons  la  réciproque  de  ce  théorème  au  quadrila- 
tère piYiBC  dans  lequel  -pC,  p4B,  OAt  et  BiCi  se  croisent 
en  As  et  l'on  verra  que  la  conique  Ai  Bt  Ci  louche  aussi  l'axe  y  t 
en  0. 

Même  démonstration  pour  les  deux  autres  coniques. 

\utres  solutions  de  MM.  A.  Dardés  et  G.  Oallucci. 
Question  1717. 

I  l*3C.  p.  loi). 

Le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  ayant  une  pro- 
jection donnée  sur  un  diamètre  fixe  est  une  quartique. 
Discuter  cette  courbe;  la  construire,  en  étant  donnés  deux 
points,  et  donner  la  construction  de  la  tangente  en  un 
point  quelconque.  (  Oallucci  ). 

SOLUTION   SOMMAIRE 
Par  M.  A.  Maxxhkim. 

Sur  le  diamètre  fixe  D  prenons  un  segment  dont  la  longueur 
^oii  la  longueur  donnée  de  la  projection  d'une  quelconque  des 
cordes;  de  ses  extrémités  élevons  des  perpendiculaires  à  D. 


(  «88) 

Ces  droites  coupent  le  cercle  en  quatre  points,  les  cordes  qui 
les  joignent  deux  à  deux  ont  pour  milieux  des  points  du  lieu 
demandé.  Ces  points,  sur  une  même  perpendiculaire  à  D,  sont 
au  nombre  de  quatre,  et  comme  il  n'y  a  pas  d'autre  point  du 
lieu  sur  cette  perpendiculaire,  le  lieu  est  une  quartique. 

Prenons  une  des  cordes  ab  et  m  son  milieu.  Des  extrémités 
de  cette  corde  menons  des  tangentes  au  cercle.  Du  point  de 
rencontre  de  ces  tangentes  abaissons  une  perpendiculaire 
sur  D.  Cette  droite  coupe  ab  au  point  c.  En  vertu  d'une  pro- 
priété due  à  M.  R.  Godefroy,  le  symétrique  de  c  par  rapport 
à  m  est  le  point  où  ab  touche  la  courbe  E  à  laquelle  toutes  les 
cordes  analogues  à  ab  sont  tangentes. 

Comme  le  lieu  (m)  des  points  tels  que  m  est  la  podaire  de  E 
par  rapport  au  centre  o  du  cercle  donné,  il  résulte  tout 
de  suite  de  là  que  : 

La  tangente  à  (m)  en  m  est  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  point  sur  la  droite  oc. 

Sur  D  prenons  les  projections  orthogonales  a,  jjl,  p  des 
points  a,  m,  b.  Désignons  oa  par  r,  om  par  p,  ap  par  il 
et  l'angle  \Lom  par  w.  On  a 

|ia  =  ma  sinu>, 
d'où 

/*  =  (;•* —  p*)sin*w, 

l'équation  de  (m)  en  coordonnées  polaires  est  donc 

/* 

p8  -f-  — —-  =  r*; 

par  suite  en  coordonnées  rectangulaires  (m)  a  pour  équation 

(a?* -*-.?*) 7*+  /!^-  (r*  —  y*)y*=  o. 

Avec  ce  qui  précède,  il  est  très  facile  de  déterminer  la  forme  de 
la  courbe  (m).  (Nous  n'avons  pas  compris  ce  que  veut  dire  : 
la  construire,  en  étant  donnés  deux  points.) 

Autre  solution  par  M.  G.  Gallucci. 
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Question  1719. 

(1896,  p.  I5i|. 

Si  deux  triangles  homo logiques  ABC,  AjBjC!  sont  in- 
scrits dans  la  même  conique  Q  :  i°  Le  centre  d' homologie 
0  est  le  pôle  de  Vaxe  X  ;  2°  Les  points  (  BC|,  B,  G),  (AC„  A,C), 
(AB,,  A,B)  appartiennent  à  X  et  les  droites  (bcu  b\C), 
(acuatc)y  (abi9  ai  b)  passent  en  O;  3°  Si  par  O  l'on  mène 
une  sécante  A,  les  droites  joignant  les  sommets  de  chacun 
des  triangles  aux  points  où  les  côtés  correspondants  de 
l'autre  sont  coupés  par  A  sont  trois  à  trois  concourantes 
en  deux  points  u>,  tu,  de  Q  et  ces  deux  points  sont  en  ligne 
droite  avec  O  ;  4°  Les  droites  joignant  un  point  B  de  X  aux 
sommets  de  chacun  des  triangles  coupent  les  côtés  corres- 
pondants de  Vautre  en  des  points  situés  trois  à  trois  sur 
deux  droites  p,  pi  tangentes  à  la  conique  Qi  inscrite  aux 
deux  triangles,  et  ces  deux  droites  se  coupent  sur  X. 

58  Déduire  de  là  une  construction  simple  de  la  conique 
passant  par  cinq  points  ou  tangente  à  cinq  droites. 

(P.  Sondât). 

solution 
Par  M.  R.  Gilbert. 

i°  Les  points  (BCjBjC,),  (AC,  A,C,),  (AB,  A,B,)  situés 
sur  X  ont  tous  trois  leurs  polaires  passant  en  O  ;  donc  X  est  la 
polaire  de  O. 

a°  Le  point  (BCj,  B^)  ayant  également  une  polaire  qui 
passe  en  O,  ce  point  est  sur  X.  Propriété  corrélative,  O  étant 
aussi  le  pôle  de  X  par  rapport  à  Q|. 

3°  Prenons  un  point  to  sur  Q;  les  droites  u>A,  toB,  wC  ren- 
contrent a,,  bif  Ci  en  a,  (3,  f;  je  dis  que  a,  fi,  y  sont  sur  une 
droite  passant  en  O;  il  suffît  de  montrer  que  O  est  sur  «fi.  Or 
faisons  varier  ta  sur  Q;  a,  J3  décrivent  sur  aiy  bx  deux  divi- 
sions homographiques.  Mais,  lorsque  u>  vient  en  Ci,  a  et  fi  sont 
confondus  en  Ci;  donc  a(3  passe  par  un  point  fixe.  Or,  lorsque 
<o  vient  en  Af,  a  est  sur  AA4  et  p  en  Aj  :  donc  a]3  est  AAi  ;  de 
même,  une  position  de  afi  est  BB,  :  donc  O  est  bien  sur  afi. 
Inversement,  considérons  une  droite  A  coupant  aiy  A,,  r,  en  a, 
?.  Yî  ta  droite  A  a  coupe  Q  en  wt  auquel  point  «  correspondent 
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les  mêmes  poinls  j3,  y  :  donc  A  a,  B(i,  Cy  concourent  en  to.  De 
même,  Ai*i,  Bjpl,  Crfi  concourent  en  w,.  A  un  point  <o  cor- 
respond une  seule  droite  A  et  un  seul  point  cui,  et  inversement; 
donc  les  faisceaux  Oto,  Owi  sont  homographiques;  or,  lorsque 
co  est  en  A,  on  voit  que  (3  se  confond  avec  71  en  (bxc),  y  *w? 
p!  en  (cib)  (accessoirement,  cela  démontre  20)  et  par  suite. 
u>i  est  en  Ai  :  donc  les  faisceaux,  qui  d'ailleurs  sont  réciproques 
et  par  suite  en  involution,  ont  trois  rayons  communs  et  coïn- 
cident. 

4°  Proposition  corrélative;  même  démonstration. 

5°  On  donne  les  cinq  points  A,  B,  C,  Ai,  Bi  ;  d'où  le  point  O. 
Les  droites  c,  ct  et  ABn  AtB  se  coupent  sur  X;  d'où  Ci.  Pour 
construire  un  point  quelconque,  on  mène  une  droite  A  à  la- 
quelle correspond  un  point  w  et  un  point  o>|.  La  tangente  en 
un  point  M  quelconque  s'obtient  en  considérant  les  deux 
triangles  MAB,  MrA,Bl?  le  point  eu  étant  en  M. 

Autres  solutions  de  MM.  G.  Gallucci  et  V.  Retali. 


Question  1720. 

(1896,  p.  I  r,2.  ) 

On  sait  que,  dans  un  triangle  quelconque,  le  centre  de 
gravité,  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  Vorthocentre  sont 
en  lii*ne  droite.  Etant  donné  un  triangle  A,  on  construit  fa 
droite  dont  il  vient  d'être  question,  relative  à  chacun  des 
triangles  formés  par  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit 
et  des  cercles  ex-inscrits  à  A.  Démontrer  que  les  quatre 
droites  ainsi  obtenues  se  coupent  au  centre  du  cercle  cir- 
conscrit à  A.  (J.  Frankl). 

PREMIERE   SOLUTION. 
Par  M.  I«\  Farjox. 

Appelons  L  la  droite  qui  dans  un  triangle  joint  rorlhooentrc 
au  centre  du  cercle  circonscrit.  L'un  des  triangles  considérés, 
inscrit  dans  le  cercle  de  centre  O,  et  le  triangle  qui  a  pour 
sommets  les  trois  autres  points  de  concours  des  bissectrices  de  A, 
sont  homolhétiques;  leurs  lignes  L  sont  donc  parallèles;  de 
plus  elles  coïncident,  ayant  en  commun  le  point  O,  centre  du 
cercle  circonscrit  au  premier  triangle  et  orlhocentre  du  second. 
Or  les  quatre  triangles  ayant  pour  sommets  les  points  de  oon- 
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«ours  «les  bissectrices  de  A  pris  trois  à  trois,  ont  un  même 
cercle  de  neuf  points  dont  le  centre  est  sur  chacune  des 
lignes  L  considérées,  lequel  cercle  n'est  autre  que  le  cercle  cir- 
ronscril  à  A.  Donc,  etc. 

DEUXIÈME  SOLUTION. 
Par  M.  E.  Dcporcq. 

Soil  o  un  des  quatre  triangles  considérés  dans  renoncé; 
soient  h  son  orlboccntre  et  eu  le  centre  du  cercle  qui  lui  est  cir- 
conscrit. Il  existe,  comme  on  sait,  une  conique  F,  admettant 
pour  foyers  h  et  w,  et  inscrite  au  triangle  8.  Far  polaires  réci- 
proques relativement  au  cercle  U,  la  conique  Y  se  transforme  en 
une  circonférence  dont  le  centre  est  sur  la  droite  h  w,  axe  de  T  : 
or  cette  transformée  n'est  autre  que  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  A,  dont  les  sommets  sont,  par  rapport  au  cercle  12,  les 
pôles  des  côtés  du  triangle  o.  Le  théorème  se  trouve  donc 
démontré. 

Vutres  solutions  de  MM.  A.  Droz-Fahny  et  II.  Lkz. 


Question  1724. 

(1896.  p.  loo.  i 

Démontrer  V identité 

an        ( a  —  i )n       ...       (a  -    n)n 
'  a"->     (u  —  i)n-1     ...      (a  —  /i)"-1 


a 

i 


(«-D 


(a  —  n) 


—  i "  a«-i  3"-* . . . (  n  —  'i )*  (n  —  iyn. 

(V.  DE  Strkkalof.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Retali. 

Appelons  A   le   déterminant  donné,   et  posons  a  —  r  —  ar; 
nous  avons  ar —  a$  =  s  —  r, 


I 

i 

i 

A  '  = 

n  I  n  —  1 

A    :- 

a 

<Z|        . 

. .     a„ 

an 

a>>      . 

a" 

(  *92  ) 
d'où,  par  le  théorème  de  Vandermonde, 

nin  —  l  )  ^  w(n  — 1) 

A'  =  (-i)~    2      (a— «,)...(a  -an-l)(a-an)  =  (-i)      *      n\(n-i)\ 
(a,  —  Oj)...(a,  —  a«_i), 


(o«_!  —  an), 
A  =  /i!(n— i)!...i! 

Aulres   solutions   par  MM.   Audibert,   L.    Bosi,    Brand,    Emine, 
G.  Tzitzéica. 


Questions  1725  et  1726. 

(  1896.  p.   200.) 

472o.  Si  m  et  n  sont  deux  nombres  premiers, 
m'*-1  -+-  nm~l  —  i 
est  divisible  par  mn.  (J.-J.  Milne.) 

1726.  5*  m,  n  et  p  sont  trois  nombres  premiers, 

(np)m-i  -+-  (  pm)'1-*  -+-  (  mn)P-i  —  i 
est  divisible  par  mnp.  (J.-J.  Milne.) 

solution 
Par  M.  G.  Tzitzéica. 

1725.  Gomme  m  cl  n  sont  premiers,  il  suffit  de  montrer  que 
le  nombre  proposé  est  divisible  par  m  et  n  séparément.  Or 
cela  est  évident,  en  vertu  du  théorème  de  Fermât. 

1726.  Évidente  aussi,  d'après  le  même  théorème. 
Autres  solutions  de  MM.  Audibert,  Émine  et  P.  H. 

Question  1728. 

(  I8W5,  p.  2*8.; 

Si  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  x  et  r  un 
nombre  entier  quelconque,  r  expression  xPr-pr~l—  i  est  divi- 
sible par  p.  { J.-J.  Milne.) 


(  '93  ) 

SOLUTION 
Par  M.  Éhinb. 

En  effet,  l'expression  proposée  peut  s'écrire 

du  moment  que  x  n'a  pas  le  facteur  premier  p  ;  toutes  ses  puis- 
sances aussi  ne  l'auront  pas.  Donc  xPr~l  n'étant  pas  divisible 
par  le  nombre  premier  />,  d'après  le  théorème  de  Fermât, 
on  aura 

(or  ,r,-i=M/>. 

Autres  solutions  de  MM.  P.  H.  et  G.  Tzitzéica. 

Questions  1736  et  1737. 

il  m,  p.  i44.) 

Ces  deu\  questions,  dont  les  énoncés  déjà  anciens  se  trou- 
vaient dans  les  archives  des  Ar.  A.9  ont  été  posées  sous  la  si- 
gnature Wolstenholme,  et  résolues  dans  le  J.  E.  de  M.  de 
Longchamps  (1882,  p.  q5  et  p.  189).  Il  n'en  sera  donc  pas  in- 
séré de  solutions.  Si  nous  avions  connu  le  fait,  nous  n'aurions 
pas  publié  les  énoncés  dont  il  s'agit.  La  Rédaction. 

Question  1743. 

I  1890.  p.  HO.) 

On  peut  construire  six  triangles  semblables  entre  eux 
ayant  pour  côté  commun  un  segment  fixe,  et  situés  d'un 
même  côté  de  ce  segment  :  les  six  sommets  ainsi  obtenus 
sont  sur  une  même  circonférence.  Toutes  les  circonférences 
ainsi  obtenues  ont  un  même  axe  radical.      (  K.  Dcporcq.) 

solution 
Par  M.  Dulimdert. 

Soient  AB  le  segment  fixe,  G  un  point  quelconque  du  plan. 

Sur  le  côté  AC,  je  prends  un  point  Gt  tel  que  AB  =  AG.  AGt. 
J'ai  un  deu\ième  triangle  CiAB  semblable  au  premier, 
AB   étant    homologue   de  AG|.  Sur  le  coté  BG.  je  prends  un 


(  ««M  ) 

point  Cj  tel  que  AB  =  BC.BCS.  J'obtiens  ainsi  un  troisième 
triangle  CjAB  semblable  aux  deux  autres,  AB  étant  homo- 
logue de  BC2.  Les  trois  autres  triangles,  de  sommets  G'?  C, 


et  Cj,  sont  symétriques  des  trois  premiers  par  rapport  à  la 
perpendiculaire  au  milieu  de  AB.  Pour  démontrer  que  le 
cercle  CC,Cj  passe  par  les  points  G',  C',,  Cj,  il  suffit  de 
démontrer  que  son  centre  est  sur  cette  perpendiculaire. 

Je  prends  AB  pour  axe  des  a?,  l'axe  des  y  passant  par  G  et 
perpendiculaire  sur  AB;  je  désigne  par  h  l'ordonnée  du  point 
C,  par  a  et  b  les  abscisses  des  points  A  et  B.  J'ai  d'abord 

AB   _   BG   _    \G 

ÀG[  ~  BG,  ~  AB; 


a  —  b_  \/b*  -t-/j* 
"ACi"  ""  ~~BC, 


iA/«- 


a  —  b 


AGj  =  ______ , 


BG, 


(a  —  b)x/bi'^-bi 


Les  coordonnées  r,  y  du  point  G  s'obtiennent  par  les  pro- 
portions 

a  —  .r,         (a  -  -  b  )*  yx  _  (a-    b)* 

'h  """" 

d'où 


a* -h  A2  /*  rt* -+-/** 


■/i* 


)'i 


Ma  — h)* 


(     M,5    ) 

La  perpendiculaire  au   milieu  de  CC,  a  dune  pour  équation 

,.          .                '>.ar\a*-i-  /**  —  (a  —  b  i2l 
h*-—  >.hy  — ! ; jt, 

<i»fa«-4-A*  -  -  (a  — 6)»]« 

«*— /7*      h  T«*-t- /**">*" ' 

ou,  en  ordonnant  et  supprimant  le  facteur 

(a«-^A«)[a*-f-À*—i  *  —  &)*), 

a  a  a*  —  i  hy  4-^+/^— -laè-o. 

De  même  la  perpendiculaire  au  milieu  de  CC2  a  pour  équation 

a  b  x  —  'à  hy  -h  a*  H-  A2  —  2  ah  =  o. 

Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  sont  donc 

a  -+■  h 
x  —         —  » 
^. 

ce  qui  démontre  la  première  partie  du  théorème,  et 

'  = ,k 

L'équation  du  cercle  est 

/  fl  +  Ml  /  rt'     _^_u/,ï+/jîM 

('"--)*(' ".-A- ) 

_  (a-i-bV  ^  /  a*—  ah+-  A5—  /*»  \* 

4  \  ■-*/*  / 

Supposons  maintenant  que  le  point  G  varie,  A  et  B  restant 
li\es.  L'équation  du  cercle  devient,  en  transportant  l'origine 
au  point  O,  milieu  de  AB, 

xt  +  y\  __  ^L  (a*—ab  -h  b*-  -  -  /i« ) 

— , h  as —  ah  -f-  £-  —  o. 

h  est  arbitraire,  la  différence  a  —  b  est  constante  et  égale  à 
la  distance  AB  —  ->.1 .  Posons  a  -f-  h  —  ?..*  et  faisons  y  =  o. 
Alors 

./•*  _.v*  -  {/-'-^.v2—  /*-  -  o. 

OU 

x*-h  J/*^  o. 


(  '96) 

ce  qui  montre  que  AB  est  l'axe  radical  commun  de  ces  cercles. 
Il  en  résulte  aussi  que  tous  ces  cercles  sont  orthogonaux  au 
cercle  qui  a  le  point  O  pour  centre  et  pour  rayon  //3  (  *). 

Autres  solutions  de  MM.  Barisien,  Brand,  Farjon,  Lemoine,  Pro- 
vost,  V.  Retali,  Taratte. 


QUESTIONS. 


1764.  Soit/(a?)=o  une  équation  réciproque  de  degré  21», 
n'ayant  pas  de  racine  commune  avec  xk —  1  =  o. 

c.-  1?  \  y  ■+■  i     1».         •  »     j  . 

Si  Ion  pose  x  =  -j± ,  (équation  en  y  est  de  degré  m, 

vy  —  i 

et  le  produit  de  ses  racines  est  égal  à  (—  i)m  ^->t- ,-• 

/(O 

Si  l'on  pose  x  n =  iz,  le  produit  des  racines  de  l'équa- 
tion transformée  est  égal  à 

mizi 

(  —  i)m  e~  ~  f(i/^\) 
2'*  /(o) 

Application  à  l'équation  binôme.  (A.  Pkllet.) 

(')  En  complétant  la  construction  indiquée  par  M.  D.,  il  est  évi- 
dent que  les  points  (A,  C,  C,)  (A,C',C'S)  (A,  C,',  CJ  (B,C,  C,) 
(B,  C,,  C»)  (B,  C,  Ci)  sont  respectivement  en  ligne  droite,  et  que 
Ton  a 

AC.  AC,  =  AC.  \C;  =  AC..AC,  ==  AB% 
BC.  BCa  =  BC..BC;  =  BG'.BC;  =  BA». 

Donc  les  six  points  considérés  sont  sur  une  même  circonférence; 
la  puissance  de  A  par  rapport  à  cette  circonférence  est  AB*,  et  il  co 
est  de  même  pour  celle  de  B;  AB*  étant  indépendant  de  la  forme 
du  triangle  ABC,  chacun  des  points  A,  B  a  même  puissance  par 
rapport  à  toutes  les  circonférences  dont  il  s'agit.  Donc  AB  est  Paxe 
radical  commun.  C.-A.  L. 
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MM.  Laisant  et  Le moine  ont  eu  l'idée  de  mettre  en  rapport  scientifique  les 
mathématiciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre,  l'Inter- 
médiaire des  mathématiciens,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
d'autres  articles  que  des  questions  posées  par  les  mathématiciens  à  leur? 
collègues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
leurs  recherches  personnelles,  et  les  réponses  à  ces  questions.  La  Mathématique 
est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît  complètement  même  une  des 
branches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
premier  ordre,  si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis 
qu'elle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Cette  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les*  rédoc- 
teurs se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
raient les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
quelques  réponses  dès  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 
espérances  les  plus  optimistes;  lu  liste  des  correspondants  effectifs  du  journai. 
liste  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
grand  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moin;  en  vue, 
c.ir  le  but  et  l'essence  même  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens  est 
d'être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 
velle que  les  rédacteurs  de  Y  Intermédiaire  n'ont  dû  viser  que  des  début* 
très  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  que  de  7  frano 
pour  Paris,  8  tr.  5o    pour  la  province  et  les  pays   de  l'Union   postale. 

On  peut  adresser  les  questions  et  communications  soit  à  M.  Laisant,  iOî, 
avenue  Victor-Hugo,  soit  à  M.  Lcmoine,  5,  rue  Littré,  soit  chez  lea  éditeurs. 

Chacun  des  tomes  I  et  II  (  189I  et   iXip  )  se  vend 5  fr. 

Le  tome  III  (  189G )  se  vend 7  fr. 
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DEUXIEME  CONCOURS  DES  «  MYEI1ES  AWUES  » 

pont  mi.     ^__ 

Sujet. 

Dans  ce  qui  ra  suivre,  nous  appellerons  : 

i°  Cubique  équilatèrc  une  cubique  gauche  dont 
les  trois  asymptotes  sont  deux  à  deux  rectan- 
gulaires. (Exemple  :  la  cubique  des  normales 
à  V ellipsoïde.) 

2°  Tétraèdre  orthocentrique  un  tétraèdre  dont 
les  arêtes  opposées  sont  orthogonales.  Dans  un 
tel  tétraèdre,  les  hauteurs  sont  concourantes; 
le  point  de  concours  des  hauteurs  est  aussi  le 
point  par  lequel  passent  les  perpendiculaires 
communes  aux  arêtes  opposées;  enfui  ce  tétraèdre 
est  conjugué  par  rapport  à  une  sphère  qui  a  son 
centre  au  point  de  rencontre  des  hauteurs. 

Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  les  pi*o- 
priêtés  suivantes  : 

I.  Si  deux  cordes  AB,  CI)  d'une  cubique  équi- 
latère  sont  orthogonales,  le  tétraèdre  ABCD  est 
orthocentrique. 

II.  Si  une  cubique  gauche  quelconque  passe  par 
les  sommets  d'un  tétraèdre  conjugué  par  rapport 
à  une  quadrique,  elle  est  circonscrite  à  une  infinité 
de  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  cette  qua- 
drique. 

III.  Toute  cubique  équilatèrc  circonscrite  à  un 
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tétraèdre  orthocentrique  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  tétraèdre. 

IV.  Toute  cubique  passant  par  les  sommets  et 
le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un  tétraèdre 
orthocentrique  est  équilatère. 

V.  Si  Ton  coupe  une  cubique  équilatère  par  une 
série  de  plans  parallèles,  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  hauteurs  des  triangles  ayant  pour  som- 
mets les  points  de  rencontre  de  la  cubique  et  des 
plans  est  la  sécante  double  de  la  cubique  normale 
aux  plans  sécants. 

VI.  Soit  X  une  sphère  de  rayon  R  et  dont  le 
centre  O  est  sur  une  cubique  équilatère.  Il  existe 
une  infinité  de  tétraèdres  ABGD  inscrits  à  la 
cubique  et  conjugués  par  rapport  à  S. 

i°  Le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  tétraèdres 
est  une  droite. 

2°  On  considère  les  sphères  S  circonscrites  aux 
tétraèdres  ABCD  ;  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères 
est  une  droite.  —  Comment  se  déplace  cette  droite 
lorsque  ()  restant  fixe  R  varie  ? 

3°  Chaque  sphère  S  coupe  la  cubique  en  deux 
autres  points  K  et  F.  Démontrer  que  ces  points  sont 
fixes  et  ne  dépendent  pas  de  R. 

■  4°  Lorsque  ()  varie,  la  droite  EF  décrit  une 
quadrique  et  le  plan  OFF  enveloppe  un  cône  du 
deuxième  degré. 

5°  Lorsque  ()  varie,  le  milieu  de  FF  décrit  une 
cubique  équilatère. 
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Conditions. 

Le  concours  est  ou\ert  exclusivement  aux  abonnés 
dus  Xouvel/es  -/finales  de  Mtil/iemalitjues. 

Le  meilleur  Mémoire  cn\oyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

Ie  A  un  crédit  de  ioofr  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  MM.  Gauthier- Villars  et  fils; 
a°  À  la  publication  du  Mémoire  ; 
3°  À  un  tirage  à  part  gratuit  de  100  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  èlre  parvenus  à  la  rédaction 
mxT  le  ier  novembre  1897,  terme  d'absolue  rigueur. 

Le*  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  a\ec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
desa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  Ier  no- 
vembre et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré-  « 
férés  par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
resleque  l'insertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
ifr,décembre  1897,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

i°  De  partager  les   récompenses  ci-dessus  mention- 
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nées,  au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  sou  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Réu acteurs. 


D5ca] 
SUR  CERTAINS  PROBLÈMES  M  REPRÉSENTATION  CONFORME; 

Par  M.  H.-A.  SCfIWARZ, 

Membre  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Berlin, 
Membre  correspondant  de  l'Institut. 


(Traduit  avec  l'autorisation  de  Tauleiir  par  M.  L.  LAUCiKL.) 


(Extrait  d'une  Communication  à  M.  Richclot,  de  Kœnigsberg./our/Hz/ 
de  C relie,  t.  70,  p.  io5-i2o,  février  1869.  Reproduit  dans  le  t.  II 
des  Gesammelte  Math.  Abhandlungen  de  M.  Schwarz;  Berlin, 
Springer;  1890). 


Le  fait,  que. F  in  tel  lige  11  ce  de  la  plupart  des  travaux  de 
lliemann  ne  fut  aeeessible  au  début  qu'à  un  petit  cercle 
de  lecteurs",  tient,  je  le  eroirs  volontiers,  à  ce  que  Rie- 
uiami  a  négligé,  dans  la  publication  de  ses  recherches 
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générales,  d'expliquer  complètement  la  nature  spéciale 
de  ses  méthodes  de  traitement  à  l'aide  d'une  exposition 
détaillée  d'exemples  particuliers. 

Il  en  est  aussi  de  même  de  ce  théorème  établi  dans  le 
n°  21  de  la  dissertation  inaugurale  de  Riemann,  qui  m'a 
suggéré  l'idée  générale  de  traiter  certains  problèmes  de 
représentation  conforme,  et  qui  nous  enseigne  :  qu'il 
est  possible  de  représenter  Taire  d'une  figure  simple- 
ment connexe  sur  l'aire  d'un  cercle,  en  conservant  la 
similitude  dans  les  parties,  et  cela  d*  une  seule  et 
unique  manière,  telle  qu'au  centre  du  cercle  corres- 
ponde un  point  intérieur  quelconque  donné  de  la  figure 
et,  à  un  point  quelconque  de  la  circonférence,  un  point 
quelconque  donné  du  contour  de  la  figure. 

M.  Mertens,  qui  suivait  en  même  temps  que  moi,  pen- 
dant le  semestre  d'hiver  1 863-64,  les  leçons  de 
M.  Weierstrass  sur  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques, attira  à  cette  occasion  mon  attention  sur  cette 
circonstance  caractéristique  que  Riemann  avait,  d'une 
manière  générale,  démontré  l'existence  d'une  fonction 
qui,  par  exemple,  permet  de  pratiquer  la  représenta- 
tion conforme  de  l'aire  d'un  triangle  rectiligne  plan 
sur  Taire  d'un  cercle,  landisque  la  détermination  expli- 
cite d'une  telle  fonction  semblait  encore,  à  cause  des  dis- 
continuités du  contour  situées  aux  sommets,  dépasser 
les  forces  de  l'analyse. 

Je  ne  connaissais  alors  aucun  cas  particulier  d'une 
aire  à  contour  assigné  pour  lequel  le  problème  de  la 
représentation  conforme  de  cette  aire  sur  celle  d'un  cer- 
cle eût  été  mené  à  bonne  fin. 

Ayant,  comme  partieulat  isalion  de  la  figure  à  repré- 
senter d'une  manière  conforme  sur  Taire  d'un  cercle, 
choisi  celle  dont  le  contour  est  formé  par  des  lignes 
droites  et  plus  spécialement  par  les  cotés  d'un  carré,  je 
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crois  avoir  découvert  un  cas  particulier  du  problème 
général,  cas  dont  la  sol u lion  complète  même  dans  cette 
spécialisation  aurait  une  valeur  scientifique  et  qui  serait 
également  bienvenue,  comme  illustration  intuitive  du 
n°  21  de  la  dissertation  de  liiemann. 

On  est  conduit  à  la  solution  de  ce  problème,  ainsi 
qu'à  celle  de  bien  d'autres  problèmes  de  représentation 
conforme,  par  le  fécond  théorème  qui  suit  : 

Lorsque,  pour  une  fonction  analytique,  à  une  succes- 
sion continue  de  valeurs  réelles  de  Taquinent  com- 
plexe, correspond  une  succession  continue  de  valeurs 
réelles  de  la  fonction,  alors,  à  chaque  couple  de  valeur* 
conjuguées  de  l'argument  correspondent  des  valeurs 
conjuguées  de  la  fonction. 

Sur  le  plan  (u)  dont  les  points  représentent  géomé- 
triquement les  valeurs  d'une  grandeur  complexe  m,  dé- 
limitons une  région  U'  simplement  connexe,  dont  le 
contour  est  en  partie  formé  par  un  segment  fini  /de 
l'axe  des  quantités  réelles  dans  le  plan  (u). 

Soit  t  —f(u)  une  fonction  analytique  de  l' argu- 
ment complexe  m,  uniforme  par  définition,  et  possédant 
le  caractère  d'une  fonction  entière  pour  toutes  les  va- 
leurs de  u  appartenant  à  l'intérieur  de  U';  c'est-à-dire 
que,  u0  désignant  une  valeur  quelconque  de  u,  appar- 
tenant à  l'intérieur  de  la  région  U',  la  fonction  f{u) 
sera  pour  les  valeurs  de  m,  situées  dans  le  domaine  de 
ce  point  u9,  développable  en  une  série  procédant  sui- 
vant les  puissances  de  la  grandeur  u  — //<>,  dont  les  ex- 
posants sont  des  nombres  entiers  positifs,  série  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  de  u  —  u0  suffisamment 
petites  en  valeur  absolue.  On  admettra  par  hypothèse 
que  lorsque  u  se  rapproche  indéfiniment  du  contour,  la 
valeur  de  t  reste  toujours  finie  et  est  réelle  pour  tous 
les  points  de  la  ligne  /et  que  pour  toutes  les  valeurs  de 
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l'argument  u  appartenant  à  l'intérieur  de  la  région  L' 
et  à  son  contour,  la  valeur  de  la  fonction  t  =f(u)  varie 
d'une  manière  continue  avec  la  valeur  de  l'argument  u. 

A  la  région  U'  correspond  une  région  U'  dont  les  points 
sout  les  symétriques  de  ceux  de  U',  par  rapport  à  Taxe 
des  quantités  réelles. 

Pour  tous  les  points  de  la  région  U",  une  fonction 
analytique  t  sera  donc  définie  par  ce  fait  que,  dans  les 
région»  U'  et  U",   aux  valeurs  conjuguées  de  la  gran- 
deur u  sont  associées  des  valeurs  conjuguées  de  la  gran- 
deur t.  Si  l1on  conçoit  les  deux  régions  U'et  U*  raccor- 
dées entre  elles  le  long  du  segment  de  droite  /,  on  est 
en  présence  d'une  région  simplement  connexe  L'  -+-  17. 
Pour  toutes  les  valeurs  de  l'aigumcnt  u  appartenant  à 
l'intérieur  de  cette  région,  la  valeur  de  la  grandeur  t 
est,  par  définition,  uniforme  (')  et  de  plus,  pour  les  va- 
leurs de  u  appartenant  à  l'intérieur  de  U'  ainsi  qu'à  l 'in- 
térieur de  U",  elle  est  définie  comme  fonction  analytique 
de  cet  argument  et  celle-ci  possède  le  caractère  d'une 
fonction  entière.  A  la  traversée  de  la  ligne  /et  le  long 
de  cette  ligne  la  valeur  de  t  varie  d'une  manière  conti- 
nue. De  ceci  Ton  conclut  que  la  fonction  /  définie  pour 
la  région  U*  est  un  prolongement  analytique  de  la  fonc- 
tion définie  pour  la  région  U'et  qu'elle  est  un  prolon- 
gement analytique  de  cette  dernière  au  delà  de  la  ligne  /. 
L'exactitude  de  cette  affirmation  sera  démontrée,  comme 
il  suit,  au  cas  où,  comme  il  est  permis  de  le  supposer, 
'a  région  U'  -+-  U"  recouvre  partout  le  plan  (u)  seule- 
ment d'une  manière  simple  (2). 
Si  Ton  désigne  par  u0  une  valeur  de  u,  appartenant 


V)  i.  e  :  uni-dflerminativc,  univoqud.     L.  L. 
(*)  ï»  e;  la  région  csl  formée  pur  uhr  Mirface  à  un  seul  feuillet . 
L.  L. 
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à  l'intérieur  de  l "',  alors,  d'après  un  théorème  dr  Cau- 
chy,  l'intégrale 

_•  ..  CJLïL  ,/„, 

lorsqu'elle  est  prise,  dans  le  sens  positif,  le  long  du  con- 
tour de  la  région  U'  ou  bien  lorsqu'elle  est  prise  le  long 
de  celui  de  la  région  U",  a  dans  le  premier  cas  la  valeur 
y*(ii0),  dans  le  second  la  valeur  o.  Lorsque  l'on  ajoute 
entre  elles  ces  deux  intégrales,  les  chemins  d'intégration 
qui  sont  alors  parcourus  le  long  de  /deux  fois  et  en 
sens  contraire  se  détruisent  cl  l'équation 


/(  Un)  — •  /      —  au. 


où  l'intégrale  doit  être  prise  dans  le  sens  positif  le  long 
du  contour  de  la  région  U'  -+-  U",  représente,  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  grandeur  u0,  qui  sont  représentés  géo- 
métriquement par  les  points  appartenant  à  l'intérieur 
de  cette  région,  une  fonction  continue  de  cet  argument, 
dont  les  valeurs  coïncident  partout  avec  celles  delà  fonc- 
tion t=f{u). 

De  là  résulte  que  la  fonction  ainsi  définie  possède 
aussi  pour  tontes  les  valeurs  de  //,  appartenant  au  seg- 
ment /,  le  caractère  d'une  fonction  entière. 

Par  conséquent,  sous  les  hypothèses  adoptées,  à  des 
valeurs  conjuguées  de  l'argument  correspondent  des  va- 
leurs conjuguées  de  la  fonction,  ou  bien,  si  nous  em- 
ployons le  langage  de  la  Géométrie  :  la  représentation 
conforme  du  plan  (//)  sur  le  plan  (£),  dont  les  points 
représentent  géométriquement  les  valeurs  de  la  grandeur 
complexe  t,  est  symétrique  pour  les  deux  plans  par  rap- 
port aux  axes  des  quantités  réelles;  à  des  points  symé- 
triques correspondent  des  points  symétriques,  images  des 
premiers. 
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Si  ma Jn tenant  Ton  pratique  les  prolongements  analy- 
tiques de  la  fonction  t  =•  f{u)  symétriquement  des  deux 
côtés  de  Taxe  des  quantités  réelles  sur  le  plan  (m),  Ton 
arrive  à  ce  résultat  que  les  points  singuliers,  quelle  que 
soit  leur  nature,  sont  ou  bien  situés  séparément  sur 
l'axe  des  quantités  réelles,  ou  bien  situés  symétrique- 
ment par  paires  de  part  et  d'autre  de  cet  axe. 

Celte  proposition  peut  s'étendre  directement  au  cas 
où,  dans  la  représentation  .par  l'entremise  d'une  fonc- 
tion analytique,  à  un  segment  de  droite  situé  dans  la 
région  de  l'argument  ou  formant  une  partie  du  contour 
de  ladite  région  correspond  encore  un  segment  de  ligne 
droite  dans  le  plan  dont  les  points  représentent  géomé- 
triquement les  valeurs  de  la  fonction  analytique. 

Dans  le  problème  spécial  de  la  représentation  con- 
forme de  l'aire  d'un  carré  sur  celle  d'un  cercle,  il  était 
donc  à  présumer  que,  lorsque  l'on  prescrit  que  le  centre 
du  cercle  doit  correspondre  au  centre  du  carré,  les 
images  des  quatre  droites  qui  sont  les  axes  de  symétrie 
du  carré  pourraient  être  aussi  des  lignes  droites.  Cette 
considération  fournît  la  position  des  quatre  points  singu- 
liers situés  sur  le  contour  du  cercle  qui  correspondent 
dans  le  cas  de  ces  données  spéciales  aux  quatre  sommets 
du  carré. 

Maintenant  il  saule  aux  yeux  que  la  solution  du  pro- 
blème en  question  peut  être  simplifiée  eu  remplaçant 
l'aire  du  cercle  par  la  surface  d'un  demi-plan  que  Ton 
peut  déduire  de  l'aire  du  cercle  au  moyen  d'une  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques;  à  vrai  dire 
la  simplification  introduite  ainsi  tient  à  ce  fait  qu'alors 
les  contours  de  deux  régions  dont  on  doit  pratiquer  Tune 
sur  l'autre  la  représentation  conforme  sont  tous  deux 
reriiligiies. 

D'après  la  loi  générale  donnée  précédemment,  la  fonc- 
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lion  par  l'entremise  de  laquelle  est  praticable  la  repré- 
sentation conforme  peut  donc  être  prolongée  analytique- 
ment  au  delà  de  la  région  intérieure  du  carré  pour  la- 
quelle elle  est  primitivement  supposée  définie. 

Si  Ton  choisit  comme  rentre  de  la  transformation  l'un 
des  points  singuliers  sur  le  contour  du  cercle,  on  recon- 
naît que  les  points  de  Taxe  des  quantités  réelles 

peuvent  être  pris  comme  points  singuliers,  tandis  que 
le  demi-plan  situé  du  côté  positif  de  Taxe  des  quantités 
réelles  sera  la  représentation  conforme  de  Taire  du  cercle. 

Lorsque  la  position  d'un  point  à  l'intérieur  du  carré 
donné  est  déterminée  par  la  valeur  de  la  grandeur  com- 
plexe m,  alors  le  problème  en  question  exige  que  la  va- 
riable /,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  grandeur  u  qui 
correspondent  aux  points  situés  à  l'intérieur  du  carré 
donné,  soit  définie  comme  fonction  analytique  uni- 
forme de  l'argument  u,  possédant  le  caractère  d'une 
fonction  entière  et  ayant  des  valeurs  réelles  pour  les 
valeurs  de  l'argument  u  qui  correspondent  aux  points 
situés  sur  le  contour  du  carré. 

Maintenant,  d'après  la  loi  donnée  précédemment,  la 
région  de  l'argument  u  peut  être  d'abord  étendue  aux 
aires  de  quatre  carrés  contigus  au  carré  donné  et  situés 
symétriquement  par  rapport  à  ce  carré  et  peut  ainsi, 
par  répétition  successive,  être  encore  étendue  à  une 
région  aussi  grande  que  l'on  veut  du  plan  (u). 

On  reconnaît  ainsi  que  la  fonction  /.  doit  de  même, 
pour  celle  extension  du  domaine  de  son  argument,  être 
une  fonction  uniforme  pour  toutes  les  valeurs  finies  de 
l'argument  u,  et  que,  de  plus,  c'est  une  fonction  dou- 
blement périodique  de  //,  le  rapport  des  deux  périodes 
fondamen laies  étant  égal  h  y  —  i . 
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On  est  donc  ainsi  en  présence  des  fonctions  lemnis- 
oa  tiques. 

Le  contour  du  carié  a  des  points  singuliers  en  ses 
quatre  sommets.  Ces  points  doivent  être  exceptés  de  1» 
condition  <jue  l'aire  du  carré  doit  être  représentée  en 
conservant  la  similitude  en  les  plus  petites  parties  sur 
l'aire  du  cercle  ou  sur  celle  du  demi-plan,  car,  autre- 
ment, le  problème  proposé  renfermerait  une  condition? 
impossible  à  remplir. 

Chaque  portion  de  Taire  du  carré  située  dans  le  voi- 
sinage d'un  des  sommets  dudit  carré,  portion  de  surface 
angulaire  plane  d'ouverture  de  90°,  voisine  du  sommet 
de  l'angle,  doit  être  représentée,  par  l'entremise  de  la 
fonction  qui  fournit  la  représentation,  sur  une  surface- 
angulaire  plane  d'ouverture  de  1800. 

On  est  donc  en  présence  de  ce  problème  :  Trouver  la 
fonction  la  plus  générale  par  l'entremise  de  laquelle  une- 
portion  de  surface  angulaire  d'ouverture  oltz  sur  le  plan» 

(«) 

u  —  /y?1?,         0:9 r-  xrc,         o  <  /•  <  /„, 

située  dans  le  voisinage  du  sommet  u  =  o,  est  représen- 
tée d'une  manière  conforme  sur  le  plan 

de  telle  sorte  qu'entre  les  limites  assignées,  à  chaque 
point  u  =  re*1,  corresponde  un  point  t  =  pe4"'  se  dépla- 
çant avec  le  premier  d'une  manière  continue,  pendant 
<|ue  l'on  a  les  valeurs  respectives  correspondantes 

r  =  o,         p  —  o;         o  =  o,         '}  =  o;         ©  =  a-,         ty  =  t:. 

La  fonction  la  plus  simple  par  l'entremise  de  laquelle    • 
peut  être  pratiquée  une  telle  représentation  est  la  fonc- 
tion 
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Chaque  autre  fonction  /  de  l'argument  m,  qui  permet  éga- 
lement de  pratiquer  une  représentation  jouissant  des 
propriétés  assignées,  possède,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, lorsqu'on  la  regarde  comme  fonction  de  la  gran- 
deur complexe  y,  le  caractère  d'une  fonction  entière 
pour  la  valeur  v  =  o  et  pour  les  valeurs  de  la  grandeur 
v  situées  dans  le  domaine  de  cette  valeur  y  =  o.  Et  de 
même,  inversement,  on  reconnaît  que  la  grandeur  v  est 
une  fonction  analytique  de  l'argument  t ,  qui,  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  grandeur  complexe  t  situées  dan»  le 
domaine  de  la  valeur  t  =  o,  y  compris  cette  dernière 
valeur,  possède  le  caractère  d'une  fonction  entière. 

Par  conséquent,  on  obtient  les  représentations  ana- 
lytiques suivantes,  valables  dans  les  domaines  des  va- 
leurs v  =  o  et  t  =  o  : 


1 

<=  Ce  (i  -t-  aiv  +  ajv'-t-. 

.), 

V  =   -!;<(I  -t-6,<  -+-  btl*  -+-. 

•  ), 

"a, 

«  =  p^/a(I4-  Cit   -t-C,<*  M-.. 

•)• 

La  constante  C  est  différente  de  zéro  et  positive;  les 
coefficients  a,  i,  c  ont  tous  des  valeurs  réelles  \  ce  qui 
tient  à  ce  qu'à  toutes  les  valeurs  positives  suffisamment 
petites  des  grandeurs  respectives  u  et  v  doivent  aussi 
correspondre  des  valeurs  positives  de  la  grandeur  t. 

Dans  un  problème  de  représentation  conforme,  la  si- 
tuation et  la  grandeur  absolue  de  la  figure  dans  le  plan 
(a),  sur  lequel  est  pratiquée  la  représentation  conforme 
d'une  figure  donnée  sur  le  plan  (*),  sont  eu  général  in- 
différentes. Cette  circonstance  introduit  dans  la  solution 
générale  du  problème  de  représentation  deux  constantes 
arbitraires  qui  déterminent  la  situation  et  la  grandeur 
absolue  susdites.  Ainsi  si  u  =J'(t)  est  une  fonction  par 


(  ao9  ) 
1  entremise  de  laqueJlc  la  figure  T  dans  le  plan  (f)  sera 
^présentée  sur  une  ligure  U  dans  le  plan  (w),  alors 

xi  =  C|  u  -h  Cf 

est  une  pareille  fonction;  seulement,  la  figure  corres- 
pondante 17  dans  le  plan  (uf)  est  située  en  un  autre  en- 
droit, et  construite  suivant  une  autre  échelle  et  a  une 
orientation  différente  de  celle  de  la  figure  U  sur  le  plan 

(«)•     t_  • 

Lorsqu'il  s'agit  alors  de  trouver  les  propriétés  carac- 
téristiques de  la  représentation  conforme  d'une  figure  T 
sur  une  figure  U,  on  doit  donc  rechercher  une  dépen- 
dance entre  les  grandeurs  u  et  /  qui  soit  indépendante 
de  la  situation  particulière  et  de  la  grandeur  absolue  de 
la  ligure  U  sur  le  plan  (u)  ;  c'est-à-dire  qu'il  s'agit  d'éta- 
blir une  équation  différentielle  dans  l'intégrale  générale 
de  laquelle  les  constantes  C|  et  C2  se  présentent  comme 
constantes  d'intégration . 

Or,  on  a 

du'  /lu 

-,iï  ~  -'7/r 

d  ,       du  d  .       du 

—  lO"     ,-    —   -7-  lo«?  -7-  • 
dl      *  dt         dt     n  dl 

Celte  fonction,  par  conséquent,  est  indépendante  de 
la  situation  particulière  et  de  la  grandeur  absolue  de  la 
ligure  U  sur  le  plan  (u). 

U,  ,  du  .  d  ,  du 
passage  de  u  a  -j-  et  a  -7-  iog  -j-  est  un  progrès  con- 
sidérable en  ce  sens  qu'alors  toutes  les  valeurs  de  l'ar- 
gument /,  pour  lesquelles  la  grandeur  -.--  est  soit  infini- 
ment petite  soit  infiniment  grande  et  pour  lesquelles  la 
graudeur -7- Iog—  est  inliniiiienl  grande,  doivent  être 
regardées  coin  me  des  valeurs  singulières  dans  le  problème 


(  *"»  ) 

de  représentation,  valeurs  pour  lesquelles  il  ne  peut 
donc  plus  être  question  de  représentation  conservant  la 
similitude  au  sens  propre  de  ces  mots. 

Dans  le  cas  déjà  traité  de  la  représentation  conforme; 
d'un  angle  tz  sur  un  angle  a-,  on  a 

d  ,      du       «  —  i         ,         , 

ji*°s -a,  =  —  +<**  +  <**'+•- 

Ce  Lie  fonction,  par  conséquent,  dans  le  domaine  de 
la  valeur  t  =  o,  possède  le  caractère  d'une  fonction  ra- 
tionnelle fractionnaire.  Les  coefficients  dt ,  rf2j  •••  ont 
tous  des  valeurs  réelles  et,  par  conséquent,  la  valeur  de 

la  fonction -7- log-^->  pour  toutes  ces  valeurs  réelles  de 

l'argument  t  pour  lesquelles  la  série  converge,  est  éga- 
lement réelle. 


S1  agit-il  de  pratiquer  la  représentation  conforme  d'une 
figure  T  du  plan  (t)  sur  une  région  U  du  plan  (u)  dont 
le  contour  est  formé  par  une  ligne  simple  (c'est-à-dire 
qui  ne  passe  par  aucun  point  plus  d'une  fois),  région 
située     tout    entière   à    distance   finie,    ou    sait    alors 

d'avance  que  la  grandeur  —r-  ne  peut  devenir  infiniment 

petite  ni   infiniment  grande  pour  aucun  point  situé  a 

l'intérieur  de  T  et  que,  par  suite,  la  fonction  -T-log-r- 

doit,  pour  toutes  ces  valeurs  de  l'argument  1,  posséder 
le  caractère  d'une  fonction  entière. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  les  valeurs  singulières 
de  la  grandeur  £,  situées  à  distance  finie,  sont  t  = —  1 , 

/  =  o,  t  =  -f-  1  ;  a  est  égal  à  -•  La  fonction 
d        du       1  /     1  1  1     \ 


<»"  ) 

<|ui\  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  l'argument  f, 
possède  également  des  valeurs  réelles,  a,  pour  toutes 
les  valeurs  finies  de  /  dont  la  partie  imaginaire  est  posi- 
tive, le  caractère  d'une  fonction  eulière  -,  par  conséquent 
relie  fonction  possède,  pour  loutes  les  valeurs  finies  de  /, 
le  caractère  d'une  fonction  entière.  Pour  les  valeurs 
infiniment  grandes  de  l,  on  a  le  développement 

et,  par  suite, 

d  .       du  \   i  „    I  ,,    I 

par  conséquent,  la  fonction  -^-  log  -,-  ,  pour  toutes  les 
valeurs  infiniment  grandes  de  /,  devient  infiniment 
petite;  -  -log_  est  donc  une  fonction  rationnelle  de  t 
et  relie  fonction  e*t  égale  à 

•2  \  /  -h  I  t  /  —  I  / 

On  obtient  alors  par  intégration 


Ou  s'aperçoit  donc  aisément   que,    par  l'entremise  de 
l'intégrale  lemuiscaliqiie 

rX         dt 

u  =   /    — -=  » 

Taire  de  chacun   des  deux  demi-plans,  en  lesquels  est 


(  ala  ) 

partagé  le  plan  (t)  par  l'axe  des  quanti  Lés  réelles,  sera 
représentée  d'une  manière  conforme  sur  l'aire  d'un  carré 


de  côlé  égal  à 


rl         dt 


'-»  I», 


Au  moyen  de  la  substitution  s  =  l'on  passe  du 


demi-plan   situé  du  "côlé  positif  de   l'axe  des  quantités 
réelles  sur  le  plan  (t)  à  Taire  du  cercle  décrit  dans  le 
plan  (s)  du  point  5=0  comme  centre  avec  le  rayon  1. 
Au  moyen  des  fonctions 

u=    I    - y  s  =  sinam«,         (k  —  / — 1). 

•-A  /1-  s* 
Taire  du  tercle  situé  sur  le  plan   [s)7  (Jig.    2),   décrit 


(  ai3) 
avec  le  rayon  i  du  point  s  =  o  comme  centre,  et  Taire 
du  carré  situé  sur  le  plan  (u)  et  dont  les  sommets  sont 

K,  Ki",  — K,  —  Ki,  avec  K  =  /  -  {Jig*  1),  sont 

«A>    v1  —  s* 
correspondantes  et  représen tables  Tune  sur  l'autre,  la 
similitude  étant  conservée  en  les  plus  petites  parties. 
Pour  rendre  cette  représentation  intuitive  à  l'aide  de 

Fig.  a. 


figures,  j'ai  calculé,  avec  l'approximation  requise  pour 
les  valeurs  de  u  formées  à  l'aide  de  multiples  entiers 
de  -~K  et  de  -fa  Ki,  les  valeurs  correspondantes  de  s 
d'après  lesquelles  j'ai  dessiné  les  figures  (  *  ). 


(')  Tableau  des  valeurs  que  prend  la  fonction  sinama  (k  =  sj—  i) 
pour  les  valeurs  u  =  K  formées  à  l'aide  de  multiples  entiers 

10  r 

de  j'0  K  et  ^  Kt  avec  o  *\  n  ^  m,  m  ■+■  n  ^  10. 
Ann.  de  M  a  thé  ma  t.,  36  série,  t.  XVI.  (Mai  1897.)  i4 


n 

(   M 

) 

5 

0,7071 
+0,7071 1 

1 

4 

o,5fa7 
1-0,5407  * 

0,6978 

+o,5336 1 

o,8633 
+o,5o47  i 

3 

0,3971 
+0,39711 

o,5366 
+0,39^1  i 

0,6792 
+o,38i5i 

0,8209 
+o,3525 1 

0,9537 
+o,3oo8  1 

2 

0,2627 
+0,2627  i 

0,3956 
+0,26171 

0,5291 
+0,2571  i 

0,6608 
+0,2455  1 

0,7866 

+0,2235  1 

0,8995 
+0,18771 

0,9906 
+0,13671 

_ 
1 

_ 

I 

o,i3i  i 
+o,i3ii  i 

0,2624 
+0,1 3091 

0,3934 
+0,12991 

0,5228 
+0,12681 

0,648 1 
+0,1202  i 

0,7649 

+0,1084  I 

0,8671      0,9476 
4-0,0903  1  +o,o653  i 

o,999i 
+o,o3^i 

0   ( 

)   o,i3ii 

0,2621 

0,3924 

o,52o5 

0.6J36 

0,7574 

o,8563 

o,9335 

0,9830 

i 

3            I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

k 

Au  moyen  de  cette  représentation,  on  obtient  l'inter- 
prétation géométrique  qui  suit  de  ce  théorème  démontré 

par  Abel{{) :  la  valeur  de  la  grandeur  sin  ain  "/i-4_  .  et 

d'une  manière  générale  la  valeur  de  la  grandeur 

(p-+-qi)K 
sin  am  — s 

s'obtient  par  la  résolution  d'équations  quadratiques,  si 
Ton  suppose  que  le  module  k  a  pour  valeur  \/ —  1,  que 


(')  Comparer  Œuvres  d'Abel,  édit.  Sylow  et  Lie,  1. 1,  p.  3i3-3i4; 
p.  36o-362.  T.  II,  p.  261,  262,  268.  et  p.  3o5,  ligne  24  à  partir  d'en 
haut.  L.  L. 


(  *,à  ) 

22w-f  i  est  un  nombre  premier,  et  que  p  et  t/  désignent 
deux  nombres  entiers  quelconques. 

Chaque  point  de  Taire  du  carré  en  question  qui  re- 
présente géométriquement  la  valeur  de  Tune  des  gran- 
deurs 

2in-h  I 

possède  cette  propriété  que  le  point  qui  lui  correspond 
sur  l'aire  circulaire  et  qui  représente  géométriquement 
la  valeur  de  la  grandeur  s  =  sin  am  u  peut  être  trouvé 
au  moyen  de  constructions  géométriques  qui  n'exigent 
que  l'emploi  de  la  règle  et  du  compas. 

Si  au  lieu  d'un  carré  nous  avons  un  rectangle  dont 
les  côlés  sont  entre  eux  comme  îRel  K/,  alors  la  re- 
présentation conforme  du  demi-plan  T  pourra  être  pra- 
tiquée sur  un  rectangle  semblable  au  rectangle  donné 
par  l'entremise  de  l'intégrale  elliptique 


/ 


dt 


/il  —  *2Ki  —  *2'2) 
lorsque  le  module  À  est  déterminé  à  l'aide  de  l'équation 

[i  »  _»_3  "Il 

iq^-h  iqk  -+-  o.q  ;  — ...  I 

K' 

où  Ton  a  posé  q  =  e    K     [i](l). 

Lorsqu'il  s'agit  de  pratiquer  la  représentation  con- 
forme de  l'aire  d'un  demi-plan  T  sur  celle  d'un  triangle 


0)  Ce  numéro  [i],  ainsi  que  d'autres  que  l'on  rencontrera  dans 
le  cours  du  Mémoire,  se  rapporte  aux  Notes  ajoutées  par  M.  Schwarz 
dans  la  Collection  de  ses  Mémoires  (Berlin,  Springer;  1890)  et  qui 
sont  reproduites  à  la  fin  de  cette  traduction.  L.  L. 


(  ai6) 
rectiligne  dont  les  angles  sont  a::,  ^Stt,  yn,  on  obtient, 
an  moyen  Je  déductions  tout  à  fait'  analogues,  la  for- 
mule suivante,  qui  permet  d'opérer  la  représentation 

fîju  +  Cj-    f  (t  —  a)«-»(/~^)?-«(/  —  c)r-idt. 

Ici  les  trois  grandeurs  réelles  a,  b,  c,  qui  corres- 
pondent aux  trois  sommets  du  triangle  rectiligne  peuvent 
être  choisies  arbitrairement,  pourvu  seulement  qu'elles 
se  succèdent  le  long  du  contour  du  demi-plan  T,  dans 
le  même  sens  relativement  à  Taire  de  ce  plan,  que  les 
angles  a-,  (3-re,  yre  du  triangle  se  succèdent,  relativement 
à  l'aire  de  ce  triangle,  le  long  du  périmètre  de  ce  dernier. 

Ces  résultats  fournissent  la  forme  de  la  fonction  par 
l'entremise  de  laquelle  la  surface  d'un  demi -plan  peut 
être  représentée,  d'une  manière  conforme,  sur  l'aire 
simplement  connexe  dont  le  contour  est  celui  d'un 
polygone  rectiligne  plan  quelconque.  Seulement,  dans 
le  cas  général  d'un  polygone  à  n  sommets,  parmi  les  n 
grandeurs  réelles  a,  i,  c,  rf,  . . . ,  qui  correspondent 
aux  h  sommets  du  polygone  rectiligne,  trois  seulement 
seront  choisies  arbitrairement;  les  n  —  3  qui  restent 
sont  déterminées  par  les  rapports  donnés  entre  les  lon- 
gueurs respectives  des  côtés  du  polygone  considéré. 

Si  le  polygone  est  un  polygone  régulier  de  n  côtés  et 
que  l'on  remplace  la  surface  du  demi-plan  par  l'aire 
d'un  cercle,  alors  la  représentation  de  l'aire  du  cercle 
sur  celle  d'un  n  —  gone  régulier,  les  centres  des  deux 
figures  se  correspondant  entre  eux,  sera  praticable  par 
l'entremise  de  la  fonction 

/•*•     cis    ■ 

u=   f     -. 

*°     (1—5»)" 

Ces  résultats,  que  j'indique  ici,  je  les  ai  exposés  au 
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printemps  de  Tan  née  i8(>4,  dans  le  Séminaire  mathé- 
matique de  l'Université  de  Berlin,  et  les  ai  présentés,  lors 
de  nia  «  Promotion  »,    à  la  Faculté  philosophique  de 
cette  Université. 

En  août  1866  ils  ont  été  communiqués  par  M.  TFeier- 
strass  à  V Académie  de  Berlin. 

Relativement  au  problème  de  la  représentation  de 
Taire  d'un  polygone  rectiligne  sur  celle  d'un  cercle,  j'ai 
eu  le  plaisir  de  voir  mes  recherches  se  rencontrer  avec 
celles  de  M.  Christoffel  sur  le  sujet  suivant  :  Sut  pro- 
blema  dette  température  stazionarie  e  la  rappresenta- 
zione  di  una  data  superficie  {Annali  di  Matematica, 
IIa  série,  Tomo  I  ;  1 867  ). 

Je  suis  arrivé  à  démontrer  rigoureusement  la  possi- 
bilité de  déterminer  les  constantes  dans  le  cas  71  =  4- 
Pour  le  cas  général,  je  dois  une  démonstration  rigou- 
reuse à  une  bienveillante  Communication  de  INI.  TVeier- 
strass  [a]. 

La  formule  indiquée  ci-dessus  peut  être  facilement 
étendue  au  cas  où  la  surface  dont  le  contour  est  celui 
d'un  polygone  rectiligne  renferme,  à  sou  intérieur,  des 
points  de  ramification  ou  bien  le  point  situé  à  l'infini 
sur  le  plan. 

Par  exemple,  l'aire  du  cercle  sur  le  plan  (s)  de  centre 
*  =  o  et  de  rayon  1  sera  représentée,  d'une  manière 
conforme,  sur  Taire  extérieure  à  uu  carré,  par  rentre- 
mise  de  la  formule 


au  centre  s  =  o  correspond  le  point  situé  à  l'infini  sur 
le  plan  (a). 

En  même  temps,  on  peut  donc  considérer  comme  ré- 
solu, en  principe,  le  problème  de  la  détermination  de 
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l'état  thermique  stationnaire  sous  certaines  conditions 
assignées  relativement  au  contour,  dans  le  cas  d'une  aire 
plane  s'étendant  à  l'infini  et  extérieure  à  un  carré. 

On  est  maintenant  près  de  désirer  de  voir  remplir  ce 
desideratum  :  obtenir  un  exemple  simple  pour  la  repré- 
sentation d'une  aire  à  contour  formé  par  une  ligne 
courbe  à  cours  continu  sur  Taire  d'un  cercle;  et  quelle 
figure  peut-on  choisir  préférablement  à  une  ellipse  ? 

Ici  la  recherche  conduit  au  but,  d'une  manière  satis- 
faisante, à  l'aide  de  représentations  conformes  prati- 
quées par  l'entremise  des  fonctions  analytiques  les  plus 
simples. 

L'aire  sur  le  plan  (//),  intérieure  à  une  parabole  de 
foyer  u  =  o  et  de  sommet  u  =  i ,  sera  représentée,  d'une 
manière  conforme,  sur  l'aire  d'un  cercle  dans  le 
plan  (5),  de  centre  5=  o  et  de  rayon  1,  par  l'entremise 
de  la  fonction 

5  =  lang*(iirv/M). 

L'aire  intérieure  à  une  ellipse  dont  les  foyers  sont 
u  —  dt  1  et  les  extrémités  des  axes  u  =  ±  «,  ±bi  sera 
représentée,  d'une  manière  conforme,  par  l'entremise 
de  la  fonction 


s  =  sin  am 


/2K  .      \ 

(  — -  arc  sin  m  ) , 


sur  l'aire  d'un  cercle  de  centre  5  =  0  et  de  rayon  — , 

lorsque  le  module  k  est  déterminé  à  l'aide  des  équa- 
tions 

(a-by 
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La  ligne  courbe  la  plus  simple  est  la  circonférence. 

Dans  le  problème  de  la  représentation  de  Taire  d'une 
figure  du  plan  (h),  limitée  par  des  segments  d'arcs  de 
cercle,  sur  la  surface  d'un  demi-plan  T,  on  est  conduit 
au  but  par  une  déduction  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui 
a  été  exposée  pour  la  représentation  de  polygones  à 
contour  recti ligne. 

Lorsque  la  figure  limitée  par  des  arcs  de  cercle  dans 
le  plan  (u)  est  représentée  d'une  manière  conforme  par 
l'entremise  de  la  fonction 


OjM  H-  C* 


sur  un  plan  (a7),  la  figure  correspondante  sur  le  plan 
(V)  est  également  limitée  par  des  arcs  de  cercle  parmi 
lesquels  aussi  peuvent  se  présenter  des  segments  recti- 
lignes. 

Pour  obtenir,  une  fois  pour  toutes,  toutes  ces  repré- 
sentations que  Ton  peut  déduire  les  unes  des  autres  au 
moyen  de  transformations  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, on  éliminera  les  constantes  C.  On  a 

d  .      du'  __    d  .       du  C3  du 

di     *~dt~  5/     grf7"2G,a-4-C4  Ht' 

dt*     ?  dt   ~  dt*     *  dt  ^^^u-hC^Kdt) 

*C3uh-C4    dt*  ' 
Si  Ton  désigne  alors  la  fonction 

d1  .      du       i  /  d  ,      duY1 

dF^di^Z\di{0^dt) 
par  W(u,  t),  il  résulte  ceci  : 

W(u\  t)  =  V(w,  t) 
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et,  par  conséquent,  l'expression  W  est  indépendante  des 
constantes  C  (*)  [4]. 

Deux  arcs  de  cercle  qui  déterminent  un  sommet  du 
contour  d'encadrement  de  la  figure  peuvent  comprendre 
entre  eux,  sur  Taire  intérieure  de  la  figure,  un  angle  oltz. 
Les  constantes  C  peuvent  être  choisies  telles  que  ce 
sommet,  déterminé  sur  le  plan  (u)  par  deux  segments 
d'arcs  de  cercle,  corresponde,  sur  le  plan  («')  à  un 
sommet  déterminé  par  deux  segments  recti lignes. 

Alors,  lorsqu'au  point  angulaire  correspond  la  valeur 

t  =  £0?  la  fonction  "TT^g-^r  a>  d'après  ce  qui  précède, 

pour  les  valeurs  de  la  grandeur  t  situées  dans  le  do- 
maine de  la  valeur  t  =  £0,  le  développement  suivant 


t-—  U 

où  les  coefficients  d  ont  des  valeurs  réelles. 

Par  conséquent,  la  fonction  W(u,t)  =  *£*(«',  t)  pos- 
sède le  développement 

'•Oj+0j(/-f0)+.... 


X   (*  —  *0)*  t  —  t0 

valable  pour  le  domaine  de  la  valeur  t=  t0,  dévelop- 
pement où  les  coefficients  o  ont  également  des  valeurs 
réelles. 

Si  la  surface  limitée  par  le  polygone  curviligne  ne 
renferme  à  son  intérieur  aucun  point  de  ramification, 
alors  la  fonction  W(u,t)  possède  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'argument  l,  qui  correspondent  aux  points  situés  à 
l'intérieur  du  demi-plan,  le  caractère  d'une  fonction 


(•)  L'expression  W  est  un  invariant  différentiel  aujourd'hui  bien 
connu  sous  le  nom  d'invariant  différentiel  ou  dérivée  de  Schtvarz 
qui  lui  a  été  donné  par  Cayley  (Schwarzian  derivative).       L.  L. 
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entière,  puisqu'elle  a  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de 
l'argument  t  des  valeurs  également  réelles  et  qu'elle 
possède  le  caractère  d'une  fonction  rationnelle;  cette 
fonction  est  donc  une  fonction  rationnelle  F(é)  de  t. 

Le  problème  de  la  représentation  conforme  de  Taire 
d'un  polygone  limité  par  des  arcs  de  cercles  sur  celle 
d'un  demi -pi  an  est  par  conséquent  ramené  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  aux  dérivées  totales 

V(ii,i)  =  F(0, 

ainsi  qu'à  la  détermination  d'un  certain  nombre  de 
constantes. 

Celte  solution  peut  aisément  être  étendue  au  cas  où 
Taire  du  polygone  en  question,  limité  par  des  arcs  de 
cercle,  renferme  à  son  intérieur  des  points  de  ramifica- 
tion; la  fonction  rationnelle  F(l)  deviendra  aussi,  en 
ce  cas,  infiniment  grande  pour  des  valeurs  complexes 
de  la  grandeur  t ,  et  le  nombre  des  constantes  à  détermi- 
ner, ainsi  que  celui  des  équations  de  condition  à  rem- 
plir, sera  augmenté. 

11  est  facile  de  démontrer  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  W(u,t)  =  F(l)  est  représen- 
tais comme  quotient  de  deux  solutions  d'une  même 
équation  différentielle  du  second  ordre  ayant  pour 
coefficients  des  fonctions  rationnelles.  Je  dois  cette 
remarque  à  une  bienveillante  communication  de 
M.  Weierstrass. 

Si  la  figure  à  représenter  est  un  triangle  dont  les  cô- 
tés sont  des  arcs  de  cercle,  l'équation  différentielle  pré- 
citée est  celle  de  la  série  hypergéométrique  et  la  déter- 
mination des  constantes  est  praticable  sans  que  Ton 
ait  à  résoudre  des  équations  transcendantes  [5]. 
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Par  l'entremise  de  l'intégrale 

m  — w0  =    Ç  (/  —  a)«-H*  —  b)'fi-*{t  —  c)T-»^, 

regardée  comme  fonction  de  sa  limile  supérieure  et  où 
«,  £,  c  désignent  des  constantes  réelles,  a,  [3,  y  des  con- 
stantes positives  satisfaisant  à  la  condition  a-f-  ^-hy=  i, 
les  aires  des  deux  demi-plans  T  et  T",  en  lesquels  l'axe 
des  quantités  réelles  partage  le  plan  (t),  seront  représen- 
tées sur  celles  de  deux  triangles  rectilignes  symétriques 
entre  eux,  U'  et  U"  ayant  pour  angles  oni,  46tt,  yiz. 

Le  plan  (t)  pourra  être  représenté  d'une  manière 
conforme,  au  moyen  d'une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  sur  la  surface  d'une  sphère,  de 
telle  sorte  qu'à  l'axe  des  quantités  réelles  sur  le  plan  (t) 
corresponde  un  grand  cercle  de  la  sphère.  Alors,  aux 
points  symétriques  sur  les  deux  hémisphères  corres- 
pondent comme  images  des  points  symétriques  sur  les 
aires  des  deux  triangles  plans. 

Si  l'on  amène  maintenant  les  deux  triangles  dans  une 
position  telle  que  leurs  sommets  correspondants  coïn- 
cident, et  si  Ton  conçoit  alors  que  leurs  surfaces,  dis- 
tinctes et  séparées  dans  la  représentation,  aient  en  com- 
mun les  points  du  contour  d'encadrement  et  se 
raccordent  entre  elles  le  long  de  celui-ci,  qui  forme  ainsi 
un  pli,  on  est  en  présence  d'une  surface  fermée  U, 
simplement  connexe,  recouvrant  partout  doublement 
un  triangle  aux  angles  ait,  3^i  fR-  Le  long  de  tout  le 
contour  de  ce  triangle,  la  surface  U  possède -un  pli  le 
long  duquel  les  deux  feuillets  se  raccordent  entre  eux 
d'une  manière  continue.  On  peut  encore  dire,  en 
d'autres  termes,  que  cette  surface  peut  être  regardée 
comme  celle  d'un  prisme  triangulaire  à  hauteur  infini- 
ment petite. 
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Maintenant,  à  cette  surface  fermée  U  correspond,  d'une 
manière  uniforme,  la  surface  totale  de  la  sphère.  En  tous 
les  points,  la  représentation  conserve  la  similitude  en  les 
plus  petites  parties,  exception  faite  des  points  qui  cor- 
respondent aux  sommets;  en  ces  derniers,  la  représen- 
tation reste  seulement  uniforme  (*  )  et  continue. 

Lorsque  Ton  n'a  fait  aucune  convention  relative  au 
chemin  d'intégration,  la  fonction  intégrale  u  est  une 
fonction  multiforme  de  la  limite  supérieure  £,  à  nombre 
infini  de  déterminations,  et  de  même,  en  général,  t  est 
une  fonction  multiforme  de  a,  à  nombre  infini  de  dé- 
terminations. 

Il  se  présente  des  exceptions  à  cela  pour  les  seuls 
systèmes  de  valeurs  de  a,  [3,  y  qui  suivent  : 

III  III  III  x       \       \ 

1'  y  V       V  :V  ô;       3'  V  r       V  g'  ë* 

Comparez  le  Mémoire  précédemment  cité  de  M.  Chris- 
toffelel  Briot  et  Bouquet  (  Théorie  des  fonctions  dou- 
blement périodiques,  ire  édition,  p.  3o6-3o8). 

Les  différentes  valeurs  que  peut  prendre  la  grandeur  u, 
le  chemin  d'intégration  étant  pris  quelconque,  pour 
une  valeur  déterminée  de  la  limite  supérieure  f,  peu- 
vent toujours  être  déduites  géométriquement  de  Tune 
d'entre  elles  au  moyen  de  la  surface  U,  en  concevant 
que  l'on  ait  recouvert  le  plan  (u)  d'un  réseau  de  sur- 
faces U  en  développant  la  surface  U  un  nombre  infini 
de  fois  sur  le  plan  en  question. 

De  la  même  manière,  de  la  représentation  conforme 
de  l'aire  d'un  cercle  sur  celle  d'un  polygone  rectiligne 
de  n  côtés,  Ton  déduit  la  représentation  conforme  de  la 


(')  Uniforme  (eindeutig) ,  dans  le  sens  du  mot  unidélerininatif. 
univoque,  monotrope.  L.  L. 
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surface  de  la  sphère  sur  les  deux  côtés  de  la  surface  de 
ce  polygone  de  n  côtés.  , 

Le  problème  inverse  de  ce  dernier  est  un  cas  parti- 
culier de  ce  problème  plus  général  :  Représenter  d'une 
manière  uniforme  la  surface  fermée  simplement  con- 
nexe d'un  polyèdre,  encadré  par  des  faces  planes,  sur  la 
surface  d'une  sphère,  de  telle  sorte  que  la  représenta- 
tion soit  partout  semblable  à  l'original  en  les  plus  petites 
parties,  à  l'exception  des  points  correspondant  aux  som- 
mets, points  du  reste  où  la  continuité  ne  doit  éprouver 
aucune  rupture. 

En  admettant  par  hypothèse  qu'une  représentation, 
jouissant  des  propriétés  susdites,  soit  en  général  pos- 
sible, Ton  arrive  à  la  solution  suivante  : 

Concevons  la  surface  du  polyèdre  développée  sur  un 
plan  et  désignons  par  u  la  variable  complexe  qui  sera 
représentée  géométriquement  par  un  point  à  l'intérieur 
du  réseau  des  faces  du  polyèdre  étendu  sur  le  plan. 
On  représentera  directement,  d'une  manière  uniforme, 
la  surface  de  la  sphère  sur  un  plan  (x)  dont  les  points 
représentent  géométriquement  les  valeurs  d'une  gran- 
deur complexe  x. 

Ceci  posé,  Ton  a 

^=CU(x-^v)«v-t. 
dx  ' 

Dans  cette  formule,  que  j'ai  communiquée  à  M.  JVeier- 
strass  en  1866,  xv  désigne  la  valeur  de  la  grandeur 
x,  qui  correspond  à  un  des  sommets  du  polyèdre,  tandis 
que  la  somme  des  angles  compris  entre  les  arêtes  qui 
aboutissent  à  ce  sommet  est  égale  à  2av7w.  Le  produit  II 
doit  s'étendre  à  tous  les  sommets  du  polyèdre.  La  somme 
S(av — 1),  étendue  à  tous  les  sommets  du  polyèdre, 
lorsque  la  valeur  x  =  ac  ne  correspond  pas  à  un  sommet 
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du  polyèdre,  a  pour  valeur  —  2,  ainsi  qu'il  résulte  du 
théorème  à'Eider  relatif  aux  polyèdres. 

L'exactitude  de  cette  formule,  toujours  sous  l'hypo- 
thèse  de  la  possibilité  d'une  pareille  représentation, 
peut  être  démontrée  au  moyen  de  la  considération  de 

la  fonction  -^r-  log  -7-  ;  Ton  peut  aussi  démontrer  que  les 

constantes  xv  sont,  par  les  conditions  du  problème,  dé- 
terminées d'une  manière  uniforme,  à  trois  constantes 
arbitraires  complexes  près  renfermées  dans  une  substi- 
tution fractionnaire  du  premier  degré  ;  jusqu'ici,  je  ne 
suis  pas  encore  parvenu  à  démontrer  rigoureusement 
qu'il  est  possible,  pour  tout  polyèdre  assigné,  de  déter- 
miner explicitement  ces  constantes  conformément  aux 
conditions  du  problème  [6]. 

En  certains  cas,  cette  détermination  des  constantes 
est  praticable  a  priori,  par  exemple,  lorsque  le  polyèdre 
assigné  est  régulier. 

Ainsi  la  représentation  de  la  surface  de  la  sphère  sur 
celle  d'un  cube  peut  être  pratiquée  par  l'entremise  de 
l'intégrale 


u=z  f  dx 

U~J0    ^i-i4**-+-i» 


[[Foir  page  a  du  Tome  I  des  Œuvres  de  M.  Schwarz  : 
Sur  la  surface  miuima  dont  le  contour  donné  est  un 
quadrilatère  gauche  dont  les  côtés  sont  formés  par 
quatre  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  (publié  d'abord 
dans  les  Monatsberichte  der  Bcrliner  Akad,,  p.  i5o; 
i865)]. 

On  peut  rattacher  à  la  représentation  de  la  surface 
des  polyèdres  réguliers  sur  la  sphère  un  nombre  de 
problèmes  analytiques  parmi  lesquels  je  mentionnerai 
le  suivant  : 

Trouver  tous  les  triangles  sphériques  qui  peuvent 
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être    représentés   d'une   manière    conforme    sur    l'aire 
d'un  cercle  par  l'entremise  de   fonctions    algébriques 
des  coordonnées  [7]. 


Qu'il  est  toujours  possible  de  représenter,  d'une  ma- 
nière connexe  et  en  conservant  la  similitude  en  les 
plus  petites  parties,  une  surface  plane  simplement  con- 
nexe, dont  le  contour  est  formé  par  une  ligne  simple 
composée  de  portions  de  courbes  analytiques,  sur  l'aire 
d'un  cercle  :  c'est  ce  que  Riemann  a  cherché  à  démon- 
trer à  l'aide  du  principe  Ail  de  Dirichlet. 

Gomme  il  a  été  fait  des  objections,  bien  fondées 
relativement  à  la  rigueur,  à  la  légitimité  de  ce  mode 
de  raisonnement  dans  les  démonstrations  des  théorèmes 
d'existence,  il  était  désirable  de  posséder  un  procédé 
de  démonstration  qui  ne  pourrait  donner  lieu  aux  cri- 
tiques élevées  contre  le  principe  de  Dirichlet, 

J'ai  cherché  à  établir  une  telle  démonstration  dans 
un  Mémoire  communiqué  à  M.  Weierstrass,  en  novembre 
de  l'année  1868,  pour  le  cas  où  le  contour  de  la  figure 
à  représenter  est  en  tous  ses  points  convexe  par  rap- 
port à  l'extérieur  de  la  figure  [8]. 


Notes  de  M.  Schwarz  au  précédent  Mémoire 
publiées  dans  les  Gesammelte  Abhandlungcnftome  II;  1890. 

[  1  ]  Relativement  à  ces  considérations  on  peut  comparer  le 
passage  suivant  du  Mémoire  de  Jacobi  :  Sur  les  nombres  com- 
plexes que  Von  doit  considérer  dans  la  théorie  des  résidus 
des  cinquième ,  huitième  et  douzième  puissances  {Journal  de 
Crelle,  t.  19,  p.  3i5  ):«...  Ce  pourrait  être  un  problème  aussi 
intéressant  que  difficile  d'obtenir  une  interprétation  géomé- 
trique de  cette  division  de  Tare  de  la  lemniscate  en  a-h  b  / —  1 
parties  et  de  la  composition  de  la/>,*mc  partie  de  l'arc  à  l'aide  de 
sa  division  ena  +  i  /—  1  et  en  a  —  b  y/—  1  parties.   Dans  ces 
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derniers  temps  les  imaginaires  ont  pris  place  avec  grand  succès 
dans  le  domaine  de  la  Géométrie;  on  peut  s'attendre,  après  le 
merveilleux  progrés  qu'elle  a  réalisé  ainsi  entre  les  mains  de 
Steiner,  à  ce  qu'elle  prenne  aussi  possession  de  ces  idées  plus 
abstraites.  » 

[2]  La  démonstration  que  l'on  doit  à  M.  Weierstrass,  rela- 
tivement à  la  possibilité  de  la  détermination  des  constantes 
repose  sur  une  variation  continue  des  constantes  a,  b,  c,  .... 
Une  démonstration  basée  sur  les  mêmes  idées  a  été  publiée  par 
M.  Schlâfli,  dans  son  Mémoire  :  Sur  la  possibilité  générale 
de  la  représentation  conforme  d'une  figure  plane  déli- 
mitée par  des  droites  sur  un  demi-plan  {Journal  de  C relie, 
t.  78,  p.  63-8o  ;  1873). 

Le  Mémoire  de  l'Auteur  (M.  Schwarz),  Sur  l'intégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  lu  =  o  ...,  publié 
p.  Mi-171  des  Œuvres,  t.  II,  lire  son  origine  essentiellement 
de  l'effort  fait  pour  trouver  une  démonstration  indépendante 
pour  la  possibilité  de  la  détermination  des  constantes  en  ques- 
tion. 

[3]  Comparez,  p.  102-107  des  Œuvres  précitées,  t.  II  :  No- 
tizia  sulla  rappresentazione  conforme  di  un'  area  ellitica 
topra  un'  area  circolare,  par  M.  Schwarz. 

[k]  Dans  le  Mémoire  :  Sur  la  construction  des  Cartes  géo- 
graphiques (Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  et  Belles-Lettres,  1779,  p.  161- 1 85),  Lagrange  traite  le 
problème  suivant  :  «  Si  l'on  désigne  par^w  -f-  ti)  et  F(m  —  ti) 
deux  fonctions  conjuguées  des  deux  arguments  complexes  con- 
jugués u  -+■  ti,  u  —  ti,  déterminer  toutes  les  représentations 
conformes  du  plan  u  -f-  ti  sur  le  plan  x-ï-yi,  praticables  par 
l'entremise  des  équations 

x  =  -  [/(  u  -f-  |£)  -u  F( u  —  ti)), 

*-+-.r«  =  /(M-+-**')i        x—yi  =  F(a  —  ti), 
et  qui  jouissent  de  cette  propriété   qu'au    réseau  des  lignes 
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droites  respectives  u  =  consl.,  t  =  consl.  sur  le  plan  u  -+-  li, 
correspond  un  réseau  de  circonférences  sur  le  plan  x-^-yi.  » 

Pour  résoudre  ce  problème,  Lagrange  évalue  les  cour- 
bures -  et  -  des  courbes  sur  le  plan  x^ryi  qui  correspondent 
respectivement  aux  droites  u  =  const.,  v  =  const.  et  il  obtient, 

la  grandeur 
les  équations 


la  grandeur  étant  désignée  par  i>, 

//'(a-+-/*)F'(i«— /*) 


L  —  _  —     I  ~  ^ 

r  ~~        dl        p  ~~  du 

Au  moyen  respectivement  de  la  première  et  de  la  seconde  de 
ces  deux  équations  Ton  obtient,  puisque  par  suite  de  la  condi- 
tion posée  la  grandeur  r  ne  doit  pas  dépendre  de  la  gran- 
deur m,  ni  la  grandeur  p  de  la  grandeur  tf  l'équation  de  con- 
dition suivante 

— —  =o.         (Lagrange,  loc.  cit.,  p.  173.) 
Cette  équation  de  condition  conduit  à  l'équation 


(0 


/•(«+i0  __  3  /f(u  +  ti)y 

f\u  +  ti)  9,    \f(u  +  ti)) 

_  Fm(u  —  ti)  __  3  /F'(tt  —  a')y 
~  F'(u—  ti)       2  \F'(u  —  ti)J 


à  l'aide  de  laquelle  on  reconnaît  que  dans  le  problème  consi- 
déré par  Lagrange  les  expressions  dans  le  second  et  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  précédente  doivent  être  égales 
à  une  même  constante   réelle,  que  Ton   pourra  désigner  par 

-2Â\ 

La  fonction /par  conséquent  doit  satisfaire  à  une  équation 
de  la  forme 


<>) 


r 


$-:(?)■—*• 


Lagrange,  du  reste,  n'a  pas  présenté  l'équation  qui  sert  à 
déterminer  la  fonction/ sous  cette  forme;  il  arrive,  en  posant 

1  / 

»=.—  =  ©  (  u  -h  tt  ), 
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à  l'équation 

(J)  ïpLt-'iï  =  k. 

o(u-hti) 

Le  passage  de  l'équation  différentielle  non  linéaire  du  troi- 
sième ordre  (a)  à  l'équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre  (3)  est  un  cas  particulier  du  passage  traité  p.  219-120 
des  Œuvres  de  Fauteur,  t.  II  (Théorie  de  la  série  hyper- 
géométrique  de  Gauss),  où  Ton  pose/?  =  o,  q  =  —  k.  D'après 
cela,  lorsque  la  fonction /(m  -+-  ti)  vérifie  l'équation  différen- 
tielle (2),  la  fonction  •— est  une  seconde  intégrale 

VfTu-i-ti) 
particulière  de  l'équation  différentielle  (3). 

Lorsqu'il  n'est  pas  question  d'un  réseau  de  circonférences, 
mais  que  Ton  traite  séparément  d'un  arc  de  cercle  du  plan 
r+yi  qui  doit,  par  exemple,  correspondre  à  un  segment  de 
Taxe  des  quantités  réelles  t  —  o  du  plan  u  -h  /*,  lors  d'une  re- 
présentation conforme  praticable  par  l'entremise  de  la  fonc- 
tion x-hyi  =/(u -hti),  les  conclusions  de  Lagrange  restent 
valables  en  leurs  points  essentiels,  avec  cette  modification  que 
l'équation  (1)  doit  être  satisfaite,  non  pour  une  région  dou- 
blement étendue,  mais  seulement  tout  le  long  d'une  ligne, 
c'est-à-dire  ici  le  long  d'un  segment  de  l'axe  des  quantités 
réelles  sur  le  plan  u-î-ti,  en  sorte,  par  conséquent,  que  la 
grandeur 

f-î(f)'~«  ? 

ne  doit  pas  nécessairement  être  une  constante,  mais  peut  être 
une  fonction  quelconque  de  l'argument  complexe  u-\-ti,  qui 
jouit  de  cette  propriété  qu'à  des  valeurs  réelles  (correspon- 
dant au  segment  en  question  de  l'axe  des  quantités  réelles)  de 
l'argument,  correspondent  des  valeurs  réelles  de  la  fonction. 

Conformément  aux  notations  de  l'auteur,  p.  219  de  ce  Mé- 
moire, et  p.  220,  t.  II  des  Œuvres  (Sur  la  Théorie  de  la 
série  hyper  géométrique),  l'expression  du  premier  membre 
de  l'équation  (1),  tirée  des  recherches  de  Lagrange,  pourrait 
être  désignée  par  V(/,  u-\-  ti);  ce  qui  nous  prouve  qu'il  est 
possible  de  déduire  directement  l'expression  différentielle  V 
des  recherches  contenues  dans  le  Mémoire  précité  de  La- 
çrange. 

Ann.  de  Matkémal.,  3-  série,  t.  XVI.  (Mai  1897.)  i5 
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Quant  à  la  notation  V($,  x)%  on  peut  faire  l'objection  que, 
relativement  à  celte  expression,  nous  n'avons  pas  à  faire  à  une 
fonction  des  deux  arguments  s  et  x,  mais  plutôt  à  une  ex- 
pression différentielle  formée  à  l'aide  de  la  fonction  «,  en  dif- 
férentiant  d'une  certaine  manière  par  rapport  à  x.  Aussi  la 
notation  et  la  désignation  adoptées  par  M.  Cayley,  pour  celte 
expression  différentielle 


ont    incontestablement   l'avantage    sur    celles   employées   par 
l'auteur. 

M.  Cayley  a  fait  l'honneur  à  l'auteur  de  joindre  son  nom  à 
la  désignation  de  l'expression  j  s,  x  J  [Arthur  Cayley,  Sur  la 
dérivée  de  Schwarz  et  les  fonctions  des  corps  réguliers; 
Cambridge  (Math.  Trans.,  t.  XIII,  Part  I,  p.  5-68)].  Le 
Mémoire  de  M.  Cayley,  rempli  de  détails  et  exlraordinaire- 
ment  riche  en  matières,  expose  les  recherches  des  divers 
écrivains  sur  les  questions  qui  peuvent  être  rattachées  à  l'ex- 
pression différentielle  \  s,  x  [ ,  sous  une  forme  des  plus  lucides 
et  complètes,  en  ajoutant  encore  du  nouveau  aux  résultats  des 
recherches  des  autres.  Le  Mémoire  renferme  aussi  une  biblio- 
graphie du  sujet,  ainsi  qu'un  développement  détaillé  des  for- 
mules de  transformation  relatives  à  l'expression  différentielle 
J  s,  x  !.  A  l'aide  de  l'une  des  formules  qu'il  établit, 


!•.*}  — (e)'I'-'I. 


M.  Cayley  retrouve  la  théorie  des  réciprocants,  déjà  connue 
par  les  travaux  de  Sytvester. 

Un  travail  de  M.  Neovius  (Helsingfors,  i883,  p.  i4),  intitulé: 
Détermination  de  deux  surfaces  minima  périodiques  par- 
ticulières sur  lesquelles  sont  situées  une  infinité  de  droites 
et  une  infinité  de  lignes  géodésiques  planes,  renferme  un 
exposé  des  relations  qui  existent  entre  l'expression  différen- 
tielle désignée  par  Dx(p)  par  M.  Schottky  (Sur  la  représen- 
tation conforme  d'aires  planes  à  connexion  multiple.  Berlin 
187b;  Dissertation  inaugurale)  et  l'expression  désignée  par 
[t>,  u]   par  M.  Dedekind.  d'une  part  [Sur  les  fonctions  mo- 
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dulaires  elliptiques  (Crelle,  tome  83.  p.  278)]  et  la  susdite 
expression  différentielle  }  s,  jt  j,  d'autre  part. 
Ces  relations  sont  données  par  les  équations 


[v%  u]='2  {£)  l  '>Çy  "!• 


M.  Neovius  renvoie  encore  aux  pages  298,  4'5,  4*6  des  Œu- 
vres de  Riemann,  première  édition. 

L'Ouvrage  de  M.  Klein  (Leçons  sur  Vicosaèdre  et  la  réso- 
lution des  équations  du  cinquième  degré;  Leipzig,  1884) 
renferme,  pages  66  à  82,  une  présentation  détaillée  de  cer- 
taines recherches  reposant  sur  la  considération  de  l'expression 
différentielle  }  rn  Z  j. 

M.  Klein,  pour  l'expression  différentielle  j  tj,  Z  j,  emploie  la 
noiation  [ti]i. 

[5]  Voir  à  ce  sujet,  Section  III  du  Mémoire  déjà  cité  : 
Sur  les  cas  où  la  série  hyper/géométrique  de  Gauss  repré- 
sente une  /onction  algébrique  de  son  quatrième  élément 
(Schwarz,  Œuvres,  t.  II,  p.  221  à  233). 

[6]  La  démonstration  de  la  possibilité  de  déterminer  les 
constantes  dont  on  parle  ici  est  donnée  pour  le  tétraèdre  (Re- 
présentation conforme  de  la  surface  d'un  tétraèdre  sur 
celle  d'une  sphère),  aux  pages  94  à  101,  loc.  cit.,  et  pour  un 
polyèdre  quelconque  à  faces  planes,  dans  le  Mémoire  Sur 
l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  au  =  o 
( p.  167  à  170,  loc.  cit.). 

[7]  Voir  Section  VI  du  Mémoire,  déjà  cité,  Sur  la  série 
hyper  géométrique  de  Gauss  (loc.  cit.,  p.  2  {3  à  25  J). 

[8]  La  démonstration  citée  ici  est,  en  ses  points  essentiels, 
la  même  que  celle  donnée  par  l'auteur  dans  le  Mémoire  Sur 
la  théorie  de  la  représentation  conforme  (loc.  cit.t  \.  Il, 
p.  108  à  i3oj. 
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COMPOSITION   MATHÉMATIQUE   POUR   L  ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  POLYTECIIKIOUE  EN  1863  ('); 

Solution  géométrique  par  M.  F.  SARTIAUX, 
Klève  à  l'Ecole  Lacordaire. 


On  donne  sur  un  plan  deux  circonférences  C  et  C; 
d'un  point  AdeC  on  mène  des  tangentes  à  C,  on  joint 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes  ;  cette  droite 
coupe  la  tangente  menée  en  A  à  la  circonférence  C 
en  urt  point  M.  On  demande  V équation  du  lieu  décrit 
par  M  lorsque  A  parcourt  la  circonférence  C. 

Examiner  les  différentes  formes  du  lieu  selon  la 
grandeur  et  les  positions  relatives  des  circonférences  C 

et  a. 

Indiquer  les  cas  ou  il  se  décompose  ;  faire  voir  que 
le  lieu  des  points  M  est  tangent  à  la  circonférence  C 
en  chacun  des  points  d'intersection  de  cette  courbe  et 
de  la  cit  conférence  C. 

Les  cercles  C  et  C  définissent  un  faisceau  de  cercles. 
Or,  on  sait  que  les  polaires  d'un  point  A  par  rapport 
à  tous  les  cercles  de  ce  faisceau  se  coupent  au  même 
point  M.  C'est,  en  somme,  le  lieu  de  ce  point  M,  quand 
A  décrit  le  cercle  G,  que  Ton  cherche. 

Ce  point  M  peut  être  considéré  comme  le  point  d'in- 
tersection de  la  tangente  en  A  au  cercle  C,  avec  la 
polaire  du  point  A,  par  rapport  au  cercle  du  faisceau 
composé  de  Taxe  radical  A  des  circonférences  C  et  C  et 

(')   Voir  t.  III,  a«  série,  p.  208:  \Zi\\. 
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de  la  droite  de  l'infini.  Il  est  donc,  sur  chaque  tangente 
mobile  à  la  circonférence  C,  le  point  symétrique  du 
point  de  contact  A,  par  rapport  au  point  d'intersection 
de  celte  tangente  avec  Taxe  radical.  On  a  donc  ainsi 
une  génération  simple  du  lieu  (<). 

Les  points  du  lieu  à  l'infini  sont  ceux  pour  lesquels 
la  tangente  au  cercle  est  parallèle  à  la  polaire  du  point  A, 
par  rapport  à  l'axe  radical  A  et  à  la  droite  de  l'infini. 
Us  se  trouvent  donc  sur  une  parallèle  à  A.  On  voit  faci- 
lement que  les  asymptotes  sont  les  symétriques,  par 
rapport  à  l'axe  radical  A,  des  tangentes  au  cercle  C  aux 
extrémités  de  la  ligne  des  centres,  et  que  la  courbe  reste 
toujours  dans  la  région  du  plan  comprise  entre  ces 
droites. 

Il  n'y  a  évidemment  pas  de  points  réels  sur  la  ligne 
des  centres  quand  A  coupe  réellement  le  cercle  C.  Dans 
ce  cas,  le  lieu  passe  par  les  points  d'intersection  de  C 
et  de  A.  Appelons  S  un  de  ces  points.  Quand  A  vient 
m  S,  le  point  M  armant  aussi  en  ce  point,  la  tangente 
wiSà  la  courbe,  lieu  des  points  M,  est  la  position  limite 
de  SM  quand  A  vient  en  S.  La  droite  SM,  A,  la  droite  SA 
et  la  parallèle  à  MA,  menée  de  S,  forment  un  faisceau 
harmonique.  Lorsque  A  vient  en  S,  la  droite  SA  et  cette 
parallèle  coïncident  avec  la  tangente  en  S  à  C  :  il  en  est 
donc  de  même  de  SM.  Ainsi  :  le  lieu  de  M  est  tangent 
àCenS(')- 


(')  On  peut  dire  aussi  :  le  centre  radical  de  C,  C  et  de  A,  consi- 
déré comme  un  cercle  de  rayon  nul,  est  à  la  rencontre  de  1  et  de 
AM.  Étant  aussi  sur  l'axe  radical  de  A  et  de  C,  il  est  le  milieu  du 
segment  AM  ;  donc,  etc. 

(')  On  peut  aussi  arriver  à  ce  résultat  en  faisant  usage  d'infini- 
ment petits,  ou  encore  en  appliquant  la  construction  de  la  normale 
en  un  point  quelconque  du  lieu  considéré  comme  étant  engendré  par 
un  point  d'une  figure  mobile  de  grandeur  invariable.  Il  est  facile  de 
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Quand  A  ne  coupe  pas  réellement  le  cercle  C,  les 
points  limites  du  faisceau  des  cercles  sont  réels,  et  un 
point  du  lieu  est  sur  Tune  et  l'autre  des  polaires  de  A 
par  rapport  à  ces  cercles  limites.  Donc  le  lieu  passe  par 
ces  points.  Celui  qui  est  à  l'intérieur  de  C  est  un  point 
isolé  du  lieu;  la  sécante,  qui  passe  par  l'autre,  restant 
constamment  perpendiculaire  à  la  droite  qui  le  joint  au 
point  mobile  A,  a  pour  positions  limites,  quand  M  se 
confond  avec  ce  point  limite,  les  perpendiculaires  aux 
tangentes  issues  de  ce  point  au  cercle  C.  Ces  perpendi- 
culaires sont  donc  les  tangentes  au  point  double  du 
lieu. 

On  a  donc  deux  formes  du  lieu  :  Tune  à  points  doubles 
imaginaires  ne  coupant  pas  la  ligne  des  centres,  l'autre 
à  points  doubles  réels  sur  celle-ci. 

Le  lieu  ne  dépendant  que  de  la  position  relativedeC 
et  de  A,  il  n'y  aura  de  cas  particulier  que  quand  A  sera 
tangente  au  cercle  C.  Les  points  limites  sont  alors  con- 
fondus au  point  de  contact  de  A  etdeC.  Quand  le  point  A 
vient  en  ce  point  de  contact,  le  point  d'intersection  de 
ses  polaires  par  rapport  aux  cercles  du  faisceau  est  in- 
déterminé sur  la  tangente  A.  Donc  la  droite  A  fait  partie 
du  lieu.  Le  reste  du  lieu,  engendré  comme  précédem- 
ment, a  pour  asymptote  unique  la  symétrique  par  rap- 
port à  A  de  la  tangente  au  cercle  C  à  l'extrémité  de  la 
ligne  des  centres.  Le  point  de  contact  est  un  point 
double  du  lieu,  et  les  tangentes  en  ce  point  étant  les 
perpendiculaires  issues  de  lui  à  la  circonférence,  sont 
confondues  avec  la  ligne  des  centres.  Donc  c'est  un  point 
de  rebroussement.  On  voil  facilement  que  le  lieu  est 
une  cissoïde  droite  engendrée,  d'après  la  construction 

trouver  cctle  génération,  qui  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  donnée 
par  Newton  pour  la  cissoïde. 
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ronuue,  par  un  point  pris  sur  une  sécante  mobile  autour 
(la  point  de  contact  de  C  et  de  A,  à  partir  du  point  d'in- 
tersection de  cette  sécante  avec  le  cercle  tangent  au 
cercle  C,  au  point  de  contact  de  A  avec  C,  et  décrit  sur 
le  segment  de  la  ligne  des  centres  compris  entre  A  et 
l'asymptote  comme  diamètre. 

Le  lieu  se  composant  d'une  cissoïde  et  d'une  droite 
est  donc  du  quatrième  degré. 

On  le  voit  d'ailleurs  directement  eu  remarquant  que 
sur  une  droite  passant  par  l'un  des  points  limites  du 
faisceau,  il  y  a  deux  points  du  lieu  correspondant,  aux 
deux  points  À  d'intersection  de  la  perpendiculaire  menée 
par  ce  point  à  la  droite  considérée  avec  le  cercle  C, 
puisque  cette  droite  est  la  polaire  par  rapport  au  point 
limite  de  ces  points  À.  Le  point  limite  étant  un  point 
double  du  lieu,  il  y  a  quatre  points  du  lieu  sur  une 
droite;  il  est  donc  du  quatrième  degré. 

De  plus,  tous  les  cercles  du  faisceau  passant  par  les 
deux  points  cycliques  du  plan,  les  polaires  de  ces  points 
par  rapport  à  ces  cercles  se  coupent  en  ces  point* 
mêmes.  Donc  le  lieu  est  circulaire. 

Ces  résultats  montrent  que,  dans  le  cas  de  décompo- 
sition, le  lieu  est  une  cubique  circulaire  à  point  de 
rebroussemeut,  doue  une  cissoïde,  et  que  les  tangentes 
au  lieu,  dans  le  cas  général,  aux  points  d'intersection 
de  C  et  de  A,  sont  les  tangentes  au  cercle  C;  puisque, 
d'après  le  mode  de  génération,  le  lieu  ne  peut  pénétrer 
dans  le  cercle  C,  ni  avoir  en  ces  points  des  rebrousse- 
ments,  puisque  la  droite  A,  le  coupant  déjà  en  deux 
poiuts  à  l'infini,  le  couperait  eu  quatre  autres  points. 
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EXERCICES   DE   LICENCE; 

Par  M.  G.  BOURLET. 


1.  f{z)  désignant  une  fonction  holotuorphe  à  Tinté- 
rieur  d'un  contour  fermé  simple  G,   et  a  et  b  deux 
.  nombres  dont  les  affixes  sont  situées  à  l'intérieur  du 
contour  C,  démontrer  que  l'on  a 

l'intégrale  du  premier  membre  étant  prise  le  long  d'un 
chemin  allant  de  a  en  b  à  l'intérieur  du  contour  C  et 
celle  du  second  membre  étant  prise  le  long  de  ce  con- 
tour C,  dans  le  sens  positif. 

IL  u(z)  désignant  une  fonction  de  la  variable  imagi- 
naire z,  régulière  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  ayant  l'ori- 
gine O  pour  centre,  et  z  désignant  un  point  quelconque 
situé  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  démontrer  que,  si  l'on 
pose 

/<_,=    f'u(s)dz, 

t/0 


ces  intégrales  étant  prises  le  long  de  chemins  situés  à 
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l'intérieur  du  cercle  C,  on  a 


]         f  i  i       a-P+i  du 

u-p—  t rrl  -**« -j-  -+• ... 

-+-  (—  !  )'» r  -j—-  -+-...  I . 

//i  -h  /?     m  !      a5m  J 

III.  P(x)  étant  un  polynôme  entier  de  degré  m,  dé- 
montrer que  l'équation  différentielle  linéaire 

Vm)(kx)  dmy        pm-iH Jtrx)  d"*-iy 

m  !         dx'n  "*"    (  m  —  i  )  f~  dx'"-*  ~*~  "  ' 

où  A:  désigne  une  constanteet  P'(.r),  P^x),  ...,  Pfm,(x) 
les  dérivées  de  P(4?),  se  ramène  à  une  équation  linéaire 
à  coefficients  constants,  en  3,  en  posant 

y  =  ze     *  . 


CORRESPONDANCE. 


M.  de  Saint-Germain.  —  A  propos  de  la  quadrature  du 
cercle.  —  Un  ouvrier  charpentier  du  Calvados,  M.  Henri 
Guillot,  a  trouvé  une  construction  simple  du  côté  d'un  carré 
approximativement  équivalent  à  un  cercle  :  il  suffit  de  con- 
struire un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  égale  au 
diamètre  du  cercle  et  une  des  cathétes  à  une  fois  et  demie  le 
côlé  du  décagone  régulier  inscrit  :  la  seconde  cathète  est  le 
côté  proposé.  Le  rayon  du  cercle  étant  ï,  ce  côté  est  égal  à 
1  w72 167,  au  lieu  de  /~  =  1 ,772454  ;  l'erreur  relative  est  infé- 
rieure à  6010u,  graphiquement  négligeable. 

M.  M.  d'Ocagne.  —  Extrait  d'une  lettre.  —  «  Le  théo- 
rème sur  lequel  est  fondée  la  solution  de  la  question  1717, 
publiée  dans  le  numéro  d'avril  (p.   188),  se  trouve  dans  ma 
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Note  Sur  i 'enveloppe  de  certaines  droites  variables  (S.  A., 
3e  série,  t.  V,  p.  89;  1886).  Une  élégante  généralisation  de  ce 
théorème  a  été  depuis  lors  obtenue  par  M.  R.  Godefroy  (  C.  B., 
t.  CH,  p.  6o4;  1886).  II  est  d'ailleurs  très  facile  d'atteindre 
immédiatement  et  sans  démonstration  nouvelle  à  cette  géné- 
ralisation. 

»  En  effet,  le  théorème  que  j'ai  obtenu  consiste  en  ceci  : 
Si  un  segment  de  droite  ab  dont  les  extrémités  a  et  b 
décrivent  les  courbes  planes  {a)  et  (b)  a  une  projection 
constante  sur  l'axe  A,  le  point  où  la  droite  ab  touche  son 
enveloppe  est  symétrique  par  rapport  au  milieu  de  ab  du 
point  où  cette  droite  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire, 
abaissée  sur  À  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  a  et  b 
aux  courbes  (a)  et  (b). 

»  Si  par  un  point  o  quelconque  du  plan  on  mène  des  seg- 
ments od  équipollents  aux  segments  aby  le  lieu  (d)  des  extré- 
mités de  ces  segments  est  une  droite  perpendiculaire  à  A. 

»  Supposons  maintenant  que  les  segments  ab  soient  équi- 
pollents aux  vecteurs  od  d'une  courbe  quelconque  (d).  Pour 
construire  le  point  où  le  segment  ab  touche  son  enveloppe, 
nous  pouvons  substituer  à  la  courbe  (d)  sa  tangente  au  point 
d  correspondant.  C'est  en  cela  que  consiste  la  généralisation  de 
M.  R.  Godefroy.  » 

M.  E.  Lemoine.  —  Extrait  d'une  lettre.  —  «  A  propos  de 
la  question  1713,  une  solution  de  moi  est  mentionée  dans  le 
numéro  d'avril,  p.  196;  ce  n'était  pas  à  proprement  parler  une 
solution  ;  je  voulais  simplement  faire  remarquer  que  cète  ques- 
tion 1743  n'est  autre  chose  que  la  définition  des  cercles  de 
Neuberg.  0 

Dr  F.  Schur.  —  Au  sujet  de  l'article  de  M.  F.  Farjon, 
Théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon,  publié  dans  le  numéro 
de  février  1897,  je  crois  utile  de  signaler  les  travaux  suivants, 
dans  lesquels  la  même  méthode  est  employée  : 

Dandeun,  Recherches  nouvelles  sur  les  sections  coniques 
(Annales  de  Mathématiques,  par  J.-I).  Gergonne,  t.  XV. 
p.  38;  ). 

Hkssr,  Ueber  das  genadlinige  Sechseck  au/  de  m  Hyper- 
boloid  (  C  relie  s  Journal,  Bd.  24,  p.  îo). 

Schhotkr,  Théorie  der  Oberflachen.  2.  Ordnung.  Leip^ip. 
Teubner,  1880,  S.  117. 
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BIBLIOGRAPHIE. 


LEÇOSS  SIR  LES  APPLICATIONS  GÉOMETRIQl  ES  DE  l'AîVA- 

lyse,  par  M.  Louis  Raffy,  chargé  de  Cours  à  la  Faculté 
des  Sciences,  maître  de  conférences  à  l'Kcole  Normale 
supérieure,  x  vol.  in-8  de  2.Î0  pages.  Paris,  Gauthier- 
Villarseï  fils;  1897. 

Le  livre  de  M.  Raffy  est  avant  tout  un  traité  didactique  où 
les  éléments  de  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  sont 
exposes  de  façon  méthodique,  et  illustrés,  comme  on  dit  quel- 
quefois, par  de  nombreux  exemples.  Ceux-ci  ne  forment  pas 
une  compilation  d'exercices:  chacun  d'cux\ientà  sa  place,  au 
fur  et  à  mesure  de  l'exposition  théorique,  de  sorte  que  le  tout 
forme  un  ensemble  bien  coordonné  et  bien  fondu,  ce  qui  en 
facilitera  notablement  la  lecture  aux  étudiants.  Ces  exemples 
se  rapportent  d'ailleurs  aux  figures  géométriques,  courbes  ou 
surfaces,  les  plus  classiques,  et  dont  il  n'est  pas  permis  d'igno- 
rer les  propriétés  essentielles  à  quiconque  \eut  faire  des  études 
sérieuses  de  mathématiques. 

Bien  que  M.  Raffy  ait  évité  de  donner  des  indications  histo- 
riques ou  bibliographiques,  pour  éviter  d'être  entraîné  trop 
loin,  on  peut  reconnaître  facilement  qu'il  a  mis  à  profit  des 
travaux  récents,  de  sorte  que  les  étudiants  qui  auraient  déjà 
lu  d'autres  livres  avant  d'aborder  le  sien,  pourront  y  trouver 
diverses  questions  dignes  d'intérêt  et  nouvelles  pour  eux;  je 
rrois  même  que  certaines  solutions  appartiennent  en  propre  à 
l'auteur  du  Livre. 

Le  souci  de  la  rigueur  et  la  pratique  de  renseignement  ont 
conduit  M.  Raffy  à  adopter  certaines  définitions  un  peu  res- 
trictives, mais  du  moins  parfaitement  précises,  et  d'ailleurs 
très  suffisamment  générales.  Je  crois  cette  tendance  bonne, 
car  on  rencontre  trop  souvent,  dans  divers  Livres  ou  Mémoires, 
des  propositions  sujettes  à  critique,  quelquefois  vraiment 
inexactes,  parce  que  les  hypothèses  ou  1rs  définitions  dont  elles 
dépendent  n'ont   pas  été  établies  a  ver   a*sez  de  neUelé;  sa  11* 
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compter  qu'on  est  exposé  à  employer  une  démonstration  com- 
pliquée sans  grand  profit  pour  la  généralité  des  résultats. 

M.  Raffy  a  dû,  toujours  dans  le  même  ordre  d'idées,  préciser 
certains  points  délicats.  Je  signalerai,  en  particulier,  une  dis- 
cussion intéressante  de  la  question  relative  à  la  fixation  du 
signe  de  la  torsion  d'une  courbe,  discussion  conduisant  à  des 
conventions  logiques  et  très  nettes  qu'il  serait  trop  long  de 
détailler  ici,  mais  sur  lesquelles  j'appelle  spécialement  l'atten- 
tion des  lecteurs  des  Nouvelles  Annales.  Les  quelques  pages 
où  ce  sujet  est  traité  sont  certainement  de  celles  qui  justifient 
ce  passage  de  la  Préface  :  «  Ce  Livre,  ai-je  dit,  s'adresse  à  ceux 
qui  apprennent;  mais  je  serais  heureux  si  ceux  qui  savent, 
venant  à  y  jeter  les  yeux,  y  trouvaient  matière  à  penser.  » 

M.  Raffy  a  précisé  de  même  le  signe  du  paramètre  de  distri- 
bution des  plans  tangents  à  une  surface  gauche;  il  fait  d'ail- 
leurs remarquer,  très  justement,  que  le  paramètre  de  distribu- 
tion de  la  surface  engendrée  par  les  binormales  d'une  courbe 
n'est  autre  chose  que  le  rayon  de  torsion  de  la  courbe  elle- 
même.  De  sorte  que  les  questions  de  signe  relatives  à  la  torsion 
et  au  paramètre  de  distribution  se  rattachent  tout  naturelle- 
ment l'une  à  l'autre. 

On  peut  regretter  que  M.  Raffy  ait  cru  devoir  laisser  de  côté 
l'étude  de  certaines  questions  telles  que,  par  exemple,  celles 
qui  se  rapportent  aux  courbes  dont  les  normales  principales 
sont  normales  d'une  autre  courbe.  Mais  l'auteur  déclare  dans 
sa  Préface  qu'il  a  voulu  surtout  traiter  complètement  certaines 
questions  fondamentales  et  préparer  l'étude  ultérieure  des 
courbes. 

Je  pense  en  avoir  dit  assez  pour  montrer  ce  qui  caractérise 
les  Leçons  de  M.  Rafl'y,  et  pour  faire  comprendre  que  l'auteur 
n'a  pas  voulu  reproduire  ce  qui  se  trouve  déjà  plus  ou  moins 
complètement  dans  d'autres  Traités,  mais  faire  une  œuvre 
personnelle  et  apporter  quelques  perfectionnements  à  l'exposi- 
tion des  théories  classiques.  Pour  donner  une  idée  du  contenu 
de  ce  Livre,  sans  reproduire  le  détail  de  la  Table  des  matières, 
il  suffit  de  dire  que  ces  Leçons  correspondent  à  la  partie  du 
programme  du  certificat  «  Calcul  différentiel  et  intégral  » 
relative  aux  applications  géométriques,  et  donnent  la  matière 
d'une  préparation  essentielle  aux  Leçons  de  M.  Darboux  qui 
font  la  matière  du  programme  de  Géométrie  supérieure. 

Ch.  Biochk. 
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QUESTIONS. 


1763.  On  coupe,  par  un  plan  arbitraire,  un  ellipsoïde  donné, 
el  l'on  prend  la  circonférence  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  l'ellipse  d'intersection.  Lorsqu'on  fait  varier 
le  plan,  on  obtient  des  circonférences  qui  n'occupent  qu'une 
région  déterminée  de  l'espace;  on  demande  quelle  est  la  sur- 
face qui  limite  cette  région?  (  Manniieim.) 

1766.  On  donne  un  cylindre  de  révolution  et  un  cône  dont 
)a\e  de  révolution  est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 
On  déplace  un  cône  de  grandeur  constante,  dont  l'axe  de  révo- 
lution reste  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  de  façon 
que  son  sommet  décrive  la  courbe  d'intersection  du  cylindre 
et  du  cône  donnés.  On  demande  quelle  est  l'enveloppe  de  la 
trace  de  ce  cône  mobile  sur  un  plan  de  section  droite  du 
cylindre.  (Mannheim.) 

1767.  Étant  donné  un  point  M  de  l'espace,  on  lui  faît  cor- 
respondre le  point  M'  qui  lui  est  diamétralement  opposé  dan» 
la  sphère  qui  passe  par  ce  point  et  par  un  cercle  fixe  T  donné 
dans  un  plan  ic.  Si  le  point  M  décrit  une  courbe  (M)  ou  une 
surface  [M],  le  point  M'  décrit  une  courbe  (M')  ou  une  sur- 
face [M']. 

Démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

i°  Si  la  surface  [M]  est  une  quadrique  passant  par  le  cercle  1% 
la  surface  [M']  est  aussi  une  quadrique  passant  par  ce  cercle. 

Ces  deux  quadriques  se  coupent  suivant  un  second  cercle  Tt 
et  la  sphère  admettant  Ti  pour  section  diamétrale  contient 
aussi  le  cercle  T. 

Si  la  surface  [M]  se  réduit  à  un  plan,  le  théorème  subsiste, 
mais  la  quadrique  [M']  passe  alors  par  le  point  à  l'infini  dans 
la  direction  normale  au  plan  du  cercle  T. 

a°  Si  la  courbe  (M)  est  une  section  circulaire  de  la  qua- 
drique [M]  dans  un  plan  parallèle  au  plan  t:i  du  cercle  Vt,  la 
courbe  (M')  est  une  section  circulaire  de  la  quadrique  [M'J 
paiement  dans  un  plan  parallèle  ù  -j. 


(M4  ) 

3°  Pour  des  surfaces  ou  des  courbes  quelconques  on  a  les 
propositions  suivantes  : 

Les  parallèles  aux  normales  en  M  et  en  M'  aux  surfaces  [M] 
et  [M'],  respectivement  menées  par  M'  et  M,  se  coupent  dans 
le  plan  tz. 

Les  plans  parallèles  aux  plans  normaux  en  M  et  en  M'  aux 
courbes  (M)  et  (M'),  respectivement  menés  par  M'  et  M,  se 
coupent  dans  le  plan  7t. 

(Cette  seconde  proposition  est  une  conséquence  immédiate 
de  la  première). 

Remarque.  —  11  résulte  de  là  que  les  normales  en  M  et 
en  M'  aux  surfaces  [M]  et  [M']  se  rencontrent,  et  que  les  plans 
normaux  en  M  et  en  M'  aux  courbes  (M)  et  (M')  se  coupent 
suivant  une  droite  parallèle  au  plan  iz.        (M.  d'Ocàgne). 


1768.  L'expression 
[m — i)(/n- 
n(n  —  i) 


A=(m— i)(/n —  2)..  .(m  —  k) (m  —  ?.)(m — 3)...(/n— X* — i) 


i  .a 


(m  —  3)(/n  —  4). .  .(m  -  k  —  a)-f-. . 


:(—  \)n-x{m  —  k)(m  —  *  — i)...(/n  — a^-hi) 
-t-(  —  i);,(/n  —  k  —  i)(/n  —  k  —  a)... (m  —  a  A) 

est  indépendante  de  m  pour  k  =  n,  ou  k  <  n. 
Dans  le  premier  cas,  on  a 

A  = i .2.3. . .  n, 
et  dans  le  second 

A=o. 
Ainsi  l'on  a 

(m  — i)(m— a)(m  — 3)  — 3(m  — 2)(m  — 3)(m  — 4) 
-+-3(w  — 3)(/n— 4)(m  — 5)-(m  — 4)(m  — 5)(m  — 6)  =  6, 

(m  — i)(m  — a)(m  —  3)  — a(/n  — 2)(m  —  3)(/n  — 4) 

-+-(/n  — 3)(m  —  4)(/n  —  5)=o. 
(Genty.) 


ERRATA. 
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[R4b] 

SUR  LES  INTÉGRALES  COMMUNES  A  PLUSIEURS  PROBLEMES 
SUR  L'ÉQUILIBRE  D'UN  FIL  FLEXIBLE  ET  INEXTENSIBLE; 

Par  M.  N.  SALTYKOW. 


Soient  X,  Y,  Z  les  composantes,  suivant  trois  axes 
rectangulaires,  de  la  force  rapportée  à  l'unité  de  masse 
cTun  fil  flexible  et  inextensible;  x,  j",  z  les  coordonnées 
d'un  élément  -,  À  la  densité  \  T  la  tension,  regardées  comme 
fonctions  de  Tare  s  du  fil.  Les  équations  différentielles 
de  l'équilibre  du  fil  sont 


<U 


a(TS)  +  «  — 
&  (T  $h"-  - 

ds  \      ds  j 


KL  =  O, 


\ds)    "U  \ds)         \ds)    ™  l' 
Ann.de  Mathémat. ,  3a série,  t.  XVI.  (Juin  1897.) 


(  ^16  ) 
I.  Soient  k  une  constante,  X,  Y,  Z  des  fonctions  de  x, 
r,  2,  ou  A*  une  fonclion  de  $,  X,  Y,  Z  dépendant  de  .v,  .r, 

S'il  existe  la  condition 

X  Y  Z 

^ 1 , 

'ra,        /  +  a,        5  -+-  a3 

aM  a2,  #3  étant  des  constantes   arbitraires,  les  équa- 
tions (i)  ont  trois  intégrales 

T[(,  +  -)£-<r+«I)£]  =  CI. 

T[(, +«,)££_«*-,- «,)£]  =  <:,. 

dx  dz 

(  *  -h  «s )  -. (-r-t~ai)-j- 

z  -ha8  _J </s        v '_ds^  y  -h  ax  _  c 

a*  -h  «i        ,  .  dx        .  .  dy  x  ^-  at  ' 

Cf,  C2,  C3  sont  des  constantes  arbitraires. 

M.  Soient  k  une  constante,  X,  Y,  Z  des  fonctions  de 

1.   S'il  existe  la  condition 

(y  H-  «r»  )«9  -4-  O  -4-  oi) aïo 


[(5  +  al/  +  ai)(7  +  aJ)+(ai^  +  fl|)(j?  +  fl,)]X  / 

—  [(^H-a6a:  -4-a7)(j?  4-  ai)H-(a2x  —  a4)(7~h  a5)]  Y  \ 

(z  -+-  flfc^7  -t-  a>i)a%-r- (a± — a*x)a\0 


=  *, 


i  [(^-4-^2^  -+-  a3)(z-i-a6x -\-a1)-^-{a6y-ha6)){a^  —  atx)]  X 
<      —  L(--^a6^-^a7)(^-+-«i)-F(aîar— a4)(^-has)]Z  ) 

a{,  «2,  ...,  a10  étant  des  constantes  arbitraires,  les  équa- 
tions (i)  admettent  deux  intégrales 

[dx  dv  dz  ~\ 

(^^-rtîr-hfl3)_  —  (aiX-at)-^-  —  (a:-*-*,)—    -f-a,*  —  Qj. 

où  Ci,  C2  sont  des  constantes  arbitraires. 


(  *47  ) 
En  effet,  on  a 

relations  où  Ton  a  posé 

v  =  (z  -4-  g5j  h-  <73  )(  y  -t-  as)  H-  (a6y  ~H  a8)Q  •+-  <?!  ) 
1  ~~  (z  -*-  a«.r-+-  a7  )  (x  ---  rtj)  -h  (a  s  .r  —  ak)(  y -h  at)' 

«  __  (s-+-fli.y-+-flr3)U-*-  a6y -f-  <77)  -4-  (g^y  -+-  rc8  )(^  —  qay) 
*~         {z-ha6x-haT)(x-h  at)  -i-(a2x  —  av)(j-+-a8) 

^ (;  +  gt)g9-+-(x-4-a1)qio 


U,= 


(3  +  aér+a7j(j  +  ai)4-(«,a?-a4)(/-(-flj) 

{z-ï-aix-h  a1)(x  -+-  a^-t-  (atx  —  ak)(y  -h  a,) 

Il  est  évident  que 

(as :r  —  a4  )  V,  -4-  (  j-  -h  a,  )  V,  =  ~  -4-  a,^  -4-  a3, 
(*  -*-a6ar-+-a7)Vj—  (/ -f- a*  )  V,  =  a%  y  +  a%, 
(atx  —  a*)  Ui-4-(j:-hai)  Uj  =  a9, 
(  5  -4-  aêar -4- a7  )  Ui  —  Cj' -4-  a3 )  Us  =  «lo- 

Il  s'ensuit  que  les  premiers  membres  des  équations 

(«i^r  —  a^)Si-h(x-\-  ax)  S,  =  o, 
(z-\~  a6x  -h  a7)Si  —  (7  +  a3)  S2  =  o 

sont  des  dérivées  exactes  : 

ds  i  T[(2  "*■ a*  >'  ^  ai)  dl  ~{a*x'-a'*)1fs~{x^rai)dï\*~  a's  \  ' 
5;T[(a.r-a8)^~r,-4-^T-«7)^  -u^  +  aO^-J -«,.ij. 

S.   S'il  existe  la  condition 

k\ a,X  -*-  a2Y  -4-  a3Z  -*-  ak(yZ  —  5 Y) 

-asl^X  —  xZ)  ~f-  «6(>Y  —  ,/X)]  =  rt7. 
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a,,  a2,  .  • .,  «7  étant  des  constantes  arbitraires,  les  équa- 
tions (i)  ont  l'intégrale 

_r      dx  dy  dz  (    dz  dy\ 

(    dx  ds\  I    dy  dx\\ 

^a'{z-d7-xdl)+a>\xds-r-d7)\  +  aT  =  c' 

C  est  une  constante  arbitraire. 
III.  —  1 .  S'il  existe  la  condition 

(r  +  tt5)ir1(*)-t-(.r-+-tt,)*r,(.y) 


=  *, 


[(z  -+-  aty  -f-  a, )  {y  -+-  aB)  -»-  (  a  67  -+-  a8 ) (  jr  -+-  at  )]  X 
—  [(z  -+-  a6a:  -h  a7  ) (#  -*-  af  ) -+-  ( a s  a-  —  a4 )  (^  -f-  at  )  J  Y 
_  (z-ha&x  frt,)?,(î)  +  (a4-  «**•)  Vt(') 

j  [(z  H-  a8 y  -h  as  )  (  xî  -h  a6a: ^  a7  )  -h  (aG7  -4-  «8 )(  a4  —  a,x)]  X  ) 

(       — [(2  4-aj3,  +  fl7)(J,+  ûi)+(fli^-«4)(/  +  fli)]Z    i 

aM  a2,  .  .  .  ,  a8  étant  des  constantes  arbitraires,  y?!,  W2 
des  fonctions  arbitraires,  les  équations  (1)  admettent 
deux  intégrales 

[dx  dy  dz~]        C 

(z  -t-  aty  -H  «j)  ^ (atx-hak)  -g-  -(j  +  a,)  -^  \-h  I  Wt(s)  ds  =  C„ 

TKa^-f-as)-^— U-4-a6a?-4-a7)  -£  -hiy-ha^)  -£  J  -+-T Vt(s)ds=  C2 

où  C,,  C2  sont  des  constantes  arbitraires. 

2.   S'il  existe  la  condition 

k\a\\  -+-  a8  Y  -+-  a3Z  -h  ak(yZ  —  z  Y) 

<Zi,a2,  .  .  . ,  ac  étant  des  constantes  arbitraires.  M;  une 


(  *'*9  ) 
fonction  arbitraire  de  5,  les  équations  (i)  ont  l'intégrale 


.[     dx 
V*7, 


dx  dy  dz 

--^-ds^^ds 

t     dz  dy\ 

t    dx  dz\ 

~f""5  \     ~ds  ~~~T  ds) 

C  est  une  constante  arbitraire. 

Ayant  appliqué  la  théorie  ( f  )  de  M.  Korkine  pour  ré- 
soudre le  problème  (2)  de  M.  Bertrand  sur  les  intégrales 
des  équations  (i),  j'ai  trouvé  les  cinq  cas  cités.  Us  sont 
les  seuls,  quand  il  y  a  des  intégrales  communes  à  plu- 
sieurs problèmes  sur  l'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inex- 
tensible soumis  à  l'action  d'une  force,  rapportée  à  l'unité 
de  masse  du  fil  et  dont  les  composantes  sur  trois  axes 
rectangulaires  de  coordonnées  x:y,z  sont  des  fonctions 
dex,  y,z  et  de  Tare  s. 


[L'4a] 

SLR  LA  DÉVIATION  DANS  L'ELLIPSE; 

Par  M.  A.  MANNHEIM. 


M.  d'Ocagne  a  publié  dans  ce  Journal,  sous  le  litre  : 
De  la  déviation  dans  l'ellipse  (3),  un  article,  déjà  an- 


(•)  Matkematische  Annalen,  B.  2,*  S.  i3. 

{*)  Journal  de  Liouville,  t.  XVIII.  —  Mémoire  sur  les  intégrales 
communes  à  plusieurs  problèmes  de  Mécanique. 
(J)  Voir  Tome  V,  troisième  série,  p.  370  et  534*.  iKKf». 
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cien,  au  sujet  duquel  voici  quelques  remarques  géomé- 
triques. 

M.  d'Ocagne  appelle  déviation  de  l'ellipse  au  point  M, 
l'angle  S,  que  la  tangente  T'T"  à  l'ellipse,  en  ce  point, 
fait  avec  les  tangentes  correspondantes  T'M\  T"MV 
aiuc  cercles  déci  ils  sur  les  axes  de  l'ellipse  comme  dia- 
mètres. 11  cherche  la  position  du  point  de  l'ellipse  pour 
lequel  cet  angle  atteint  son  maximum,  et  donne  quelques 
propriétés  relatives  à  ce  point. 

Lorsque  S  est  maximum,  pour  un  déplacement  infi- 
niment petit  de  M|  sur  l'ellipse,  sa  variation  de  gran- 
deur est  nulle.  L'angle  M,  T'M'  est  alors  de  forme  inva- 


riable et  donne  lieu  au  centre  instantané  de  rotation  C, 
qui  est  sur  la  normale  à  l'ellipse  en  M,,  sur  le  rayon 
OM',  et  enfin  sur  la  perpendiculaire  rFC  à  Ox. 

On  peut  dire  la  même  chose  pour  l'angle  M,  T'M*; 
le  point  C  est  donc  aussi  sur  la  perpendiculaire  T*C 

Le  point  C  étant  le  centre  instantané  relatif  au  dépla- 
cement de  T'T'',  ce  segment  est  de  grandeur  invariable 
pour  un  déplacement  infiniment  petit  de  M«  sur  l'el- 
lipse. 

Déplaçons  T'T"  d'une  façon  continue  dans  l'angle 
xOy\  le  point  M,  marqué  sur  ce  segment,  décrit  alors 


(  s5i  ) 
une  ellipse  qui  n'est  au  Ire  que  l'ellipse  donnée,  puisque 
ces  deux  courbes  ont  leurs  axes  dirigés  suivant  Oj,  Oy 
et  qu'au  point  M,  la  droite  MtC  est  une  normale  qui 
leur  est  commune.  Il  résulte  de  là  que  jVIf  partage  T'T" 
en  deux  segments  respectivement  égaux  aux  demi- 
axes  de  l'ellipse  donnée. 

Par  suite,  OC  est  égal  à  la  demi-somme  des  axes  de 
l'ellipse,  et  alors  le  segment  MfC  est  égal  au  demi- 
diamètre  conjugué  de  OM<.  Abaissons  la  perpendicu- 
laire OQ  sur  T'T".  Le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse 
en  M,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle 
à  T'T"  divisé  par  OQ.  Mais  ce  demi-diamètre  est  égal 
à  M,  C,  qui  est  égal  à  OQ,  donc  le  rayon  de  courbure 
en  M,  est  égal  à  OQ,  ou  autrement  on  obtient  le  centre 
de  courbure  de  l'ellipse  pour  le  point  Mt ,  en  projetant 
le  centre  O  sur  la  normale  à  l'ellipse  en  ce  point. 

La  longueur  Mf  C  étant  moyenne  proportionnelle 
entre  M,  T'  et  M<  T",  demi-axes  de  l'ellipse,  est  facile  à 
déterminer.  Avec  le  segment  ainsi  obtenu,  pour  rayon, 
on  décrit  du  point  O  une  circonférence  de  cercle.  On 
construit  ensuite  une  tangente  à  ce  cercle  de  façon  que 
le  segment  QT'  compris  entre  son  point  de  contact  et 
Taxe  Ox  soit  égal  au  demi  grand  axe  de  l'ellipse  j  sur 
cette  tangente  on  prend  le  symétrique  de  Q  par  rapport 
au  milieu  de  T'T*,  et  Ton  obtient  le  point  M|.  11 
est  facile  de  retrouver  les  expressions  données  par 
M.  d'Ocagne,  relatives  à  l'angle  de  dévialion  maxi- 
mum. Pour  arriver  à  ces  expressions,  M.  d'Ocagne  a 
fait  usage  de  celle  qu'il  a  d'abord  établie,  et  qui  donne, 
quel  que  soit  le  point  pris  sur  l'ellipse,  la  valeur  de  8 
connaissant  l'anomalie  excentrique  op. 

Si,  dans  cette  expression  de  S,  on  donne  une  autre 
signification  aux  lettres  qu'elle  renferme,  on  obtient  la 
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formule  (f)  qui  détermine,  pour  une  ligne  de  courbure 
en  un  point  d'une  surface,  la  tangente  de  l'angle  que 
fait,  avec  le  plan  tangent  en  ce  point  à  cette  surface, 
Taxe  de  courbure  de  cette  ligne  de  courbure. 

Cette  remarque  pourrait  donner  lieu  à  un  examen 
particulier. 

[02i] 

SUR  LES  CONQUES  QUI  ONT  AVEC  UNE  COURBE  DONNÉE  EN 

UN  DE  SES  POINTS   UN  CONTACT   D'ORDRE   SUPÉRIEUR 

(A  PROPOS  DE  LA  QUESTION  1757); 

Par  M.  M.  d'OCAGNE. 


1.  Cette  Note  contient  une  solution  de  la  question 
1757,  ainsi  que  divers  développements  qui  s'y  rattachent. 

Soit,  au  point  O  considéré  sur  la  courbe  donnée,  C  Je 
centre  de  courbure.  Proposons-nous  d'étudier  l'enve- 
loppe des  axes  des  paraboles  qui  ont  avec  la  courbe  en 
ce  point  un  contact  du  second  ordre,  c'est-à-dire  qui 
sont  tangentes  en  O  à  la  courbe  donnée  et  admettent 
en  ce  point  le  centre  de  courbure  C. 

On  sait  que  la  projection  du  centre  de  courbure  sur 
le  diamètre,  en  un  point  d'une  parabole,  se  trouve  sur 
la  perpendiculaire  élevée  à  la  normale  par  le  point  oh 
celle-ci  rencontre  V axe  (2). 

11  résulte  de  là  que  si  l'on  se  donne  le  diamètre  OM 


(')  Voir  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinéma- 
tique,  p.  227. 

(2)  Ce  théorème  résulte  de  l'extension  à  la  parabole  de  celui  que 
M.  Mannheim  a  démontré  pour  l'ellipse. 
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de  Tune  des  paraboles  considérées  au  point  O  (.fi g-  1), 
il  suffit  de  projeter  le  centre  de  courbure  C  eu  M  sur 

Fig.  i. 


'71 


OM,  puis  le  point  M  en  Q  sur  OC,  et  de  tirer  par  Q  la 
parallèle  QP  à  OM  pour  avoir  Taxe  de  cette  parabole. 
L'axe  étant  ainsi  construit,  il  serait  facile  d'obtenir 
son  enveloppe,  mais,  ce  problème  ayant  déjà  été  résolu, 
mous  le  laissons  de  côté  (  *  ).  On  sait  que  celte  enveloppe 
est  une  hypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement 
(dont  l'un  au  point  C),    engendrée  par  un  cercle  de 

R  "\  R 

rayon  —  roulant  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  — r- 

Nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  construction 
demandée  du  point  P  où  l'axe  touche  son  enveloppe,  et 
du  centre  de  courbure  correspondant  p  de  cette  enve- 
loppe. 

Si  l'on  appelle  0  l'angle  queOM  fait  avec  la  tangente 
Ox,  la  tangente  en  M  au  cercle,  décrit  sur  OC  comme 
diamètre,  fait  avec  Ox  l'angle  i  0. 


(')  Voir  le  Recueil  d'Exercices  de  Tisserand  (a"  édit.,  r*  Partie, 
probl.  n°  35,  p.  73).  \ous-signalerons  à  ce  propos  un  défaut  de  la 
fie-  9  (toc.  cil,,  p.  76).  La  distance  du  point  O  à  la  droite  AC  est 

'•gale  a  -  ,  c  est-à-dire  à  —  • 
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Par  suite,  en  représentant  par  d(Q)  et  //(M)  les  dif- 
férentielles des  arcs  décrits  par  Q  et  M,  on  a 

</(Q)=rf(M)sin9.e, 

=  MIsin20.rf(aO), 
=  aMQ.rfô. 

Mais  la  normale  MQ,  au  lieu  de  Q,  coupant  en  q  la 
normale  P/>  à  l'enveloppe  de  PQ,  on  a,  puisque  cette 
dernière  droite  fait  aussi  l'angle  0  avec  Oj, 

d(Q)=Qq.dQ. 

Par  suite, 

Qy  =  21MQ, 
ou 

QP^aHQ. 

Ainsi,  l'axe  PQ  rencontrant  CM  au  point  H,  i7  jm^V 
<7e  prolonger  HQ  du  double  de  sa  longueur  pour  ob- 
tenir le  point  P  oh  l'axe  PQ  touche  son  enveloppe. 

Remarquons  que  le  lieu  du  point  H  n'est  autre  que 
la  podaire  de  cette  enveloppe  par  rapport  au  point  C. 
Si  donc  h  est  la  projection  de  ce  point  C  sur  la  nor- 
male Vp  à  celte  enveloppe,  H/i  est  la  normale  au  lieu 
de  H.  Il  en  résulte,  d'après  un   théorème  bien  connu 

OP 
de  M.  Mannheim,  le  rapport  j^q  étant  constant  et  égal 

à  q,  que 

<IP 

hq 

11  suffit  donc  encore  de  prolonger  hq  du  double  de 
sa  longueur  pour  obtenir  le  centre  de  courbure  p. 

2.  Résolvons  le  même  problème  pour  les  axes  des 
hyperboles  équilatères  qui  ont  aussi  en  O  un  contact  du 
second  ordre  avec  la  courbe  considérée,  c'est-à-dire  qui 
admettent  aussi  le  point  C  pour  centre  de  courbure. 
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On  sait  que,  dans  une  hyperbole  équilatère,  la  pro- 
jection du  centre  de  courbure  sur  le  diamètre,  en  un 
point,  est  symétrique  du  centre  par  rapport  à  ce 
point  (*). 

D'autre  part,  les  axes  sont  parallèles  aux  bissectrices 
des  angles  que  le  diamètre  forme  avec  la  normale. 

Si  donc  nous  nous  donnons  le  diamètre  OM  d'une 
des  hyperboles  équilatères  considérées  en  O  (Jig.  2), 
Fig.  ?.. 


nous  n'avons  qu'à  projeter  en  M  sur  ce  diamètre  le  sy- 
métrique D  du  centre  de  courbure  C  par  rapport  à  O 
pour  avoir  le  centre  de  cette  hyperbole.  Le  lieu  de  ce 
centre  est  donc  le  cercle  décrit  sur  OD  comme  diamètre, 
résultat  connu  (2). 

Menant  par  M  les  parallèles  MP  et  MP'  aux  bissec- 
trices des  angles  que  OM  fait  avec  OD,  on  a  les  axes. 
Ces  axes  ont  évidemment  pour  enveloppe  une  seule  et 
même  courbe,  car,  si  le  point  M  fait  le  tour  complet  du 


(!)  J'ai  obtenu  ce  théorème  dans  ma  Note  Sur  les  transforma- 
tions centrales  des  courbures  planes  (n*  9)  {Jlfathesis,  188/j).  J'ai 
fait  voir  dans  mon  Cours  de  Géométrie  infinitésimale,  p.  a8i, 
'{u'il  résulte  immédiatement  de  la  construction  de  M.  Mannlieim. 

O  Tisserand,  loc.  cit..  p.  -». 
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cercle,  le  point  Q  vient  en  Q'.  Cherchons  les  points  P 

et  P'  où  ces  axes  touchent  cette  enveloppe.  Pour  cela, 

appelant  encore  6  l'angle  DOM,  remarquons  que 

DIM  =  *G. 
Dès  lors 

Mais  si  la  normale  MI,  au  lieu  que  décrit  M,  coupe  en 
m  la  normale  Pw  à  l'enveloppe  de  MP,  on  a,  en  remar- 
quant que  PM  fait  avec  OD  l'angle  - , 

....        M  m  Jft 

d(M)r=  rfÔ. 

v  i 

Il  résulte  de  là  que 

Mm  =  4MI, 

ou,  si  H  est  la  projection  de  1  sur  MP, 

MP  =  4MH, 
ou  encore,  si  MP  rencontre  le  cercle  en  Q, 

MP  =  aMQ. 

De  même,  le  second  axe  touche  l'enveloppe  au  point 

P,  tel  que 

MP'=2MQ'. 

D'ailleurs,  il  est  évident  que  la  normale  à  l'enveloppe 
de  ce  second  axe  passe  aussi  par  le  point  m. 

J'ai  déjà  eu  l'occasion  de  rencontrer  celte  courbe 
(Journ.  de  Math,  spéc,  ic  série,  t.  V,  p.  8i}  1886) 
et  j'ai  fait  voir  que  c'est  une  hypocycloïde  à  trois  re- 
broussements  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  R  rou- 
lant à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  3R. 

Si  p  est  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  répon- 
dant au  point  P,  le  point  Q  étant  le  milieu  de  MP,  le 
point  q  est  de  même  le  milieu  de  mp. 

Or,  les  droites   MQ  et  MQ'  étant  rectangulaires,   la 


(  *$7  ) 
droite  QQ7  passe  par  le  centre  I  du  cercle,  et  comme 
on  a 

qp  _,__  Q'P' 

m?  MQ'  ' 

il  en  résulte  que  les  points/?  et  P*  sont  en  ligne  droite 
avec  le  centre  I.  De  même  pour  les  points  pi  et  P. 

Ainsi  les  centres  de  courbure  p  et  p1  répondant  aux 
points  P  et  P7  sont  respectivement  sur  les  droites  IP' 
etlP. 

Remarquons  que  l'on  a  aussi 

\p  _  \m  _ 
IP   ~  ÏM  ~ 

L enveloppe  des  axes  est  donc  homothétique  à  sa  dé- 
veloppée par  rapport  à  I. 

3.  S'il  s'agit  de  construire  soit  la  parabole,  soit  l'hy- 
perbole équilatère  osculatrice  en  O,  c'est-à-dire  ayarçt 
en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe 
donnée,  il  faut  connaître  le  centre  de  courbure  Ct  de  la 
développée  de  cette  courbe  correspondant  au  point  C. 

D'après  un  théorème  connu  de  Maclaurin  ('  ),  il  suflit 
de  prolonger  C|C  (dans  le  sens  de  Ci  vers  C)  du  tiers 
de  sa  longueur,  et  de  joindre  le  point  y  ainsi  obtenu  au 
point  O,  pour  obtenir  le  diamètre  de  toute  conique 
admettant  pour  centres  des  deux  premières  courbures 
les  points  C  et  C«. 

Dès  lors,  si  Ton  prend  cette  direction  Of  poiir  la 
droite  OM  du  n°  1,  on  en  déduit  Taxe  de  la  parabole 
osculatrice  qui  se  trouve  déterminée  par  son  axe,  un 
de  ses  points  et  la  tangente  en  ce  point;  construction 
connue. 


( l  )  J'ai  donné  une  démonstration  géométrique  de  ce  théorème  dans 
le  Bulletin  de  la  Soc.  Math,  de  France  (t.  XX,  p.  59). 
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Si  Ton  prend  la  direction  Oy  pour  la  droite  OM  du 
n°  2,  on  en  déduit  le  centre  et  les  axes  de  l'hyperbole 
équilatère  osculatrice  qui  se  trouve  déterminée  par  ses 
asymptotes,  bissectrices  des  angles  de  ses  axes,  un  de 
ses  points  et  la  tangente  en  ce  point,  construction  égale- 
ment connue.  ('  ). 


4.  Proposons-nous  cnûn  de  construire  la  conique 
osculatrice  à  une  courbe  donnée  en  un  point  donné, 
c'est-à-dire  ayant  avec  celte  courbe  un  contact  du  qua- 
trième ordre. 

Pour  cela,  établissons,  à  titre  de  lemme,  la  relation 
qui  existe  entre  le  centre  de  troisième  courbure  C2  et  le 
centre  Q  de  la  conique. 


Fîg.  3. 


Nous  venons  de  voir  que,  si  Ct  est  le  centre  de  seconde 
courbure  et  si  la  normale  CC^  à  la  première  développée 
rencontre  le  diamètre  OÙ  en  y,  on  a 


TC-^l. 


Dès  lors,  si  la  normale  à  la  courbe  lieu  du  point  v 


(')  Pour  ces  constructions,  voir  mon  Cours,  p.  4»  et  fo> 


(  **9  ) 
(lorsque  le  point  O  décrit  la  conique)  rencontre  la 
normale   CiC2  à  la  seconde  développée   au  point  y, , 
on  a 

Cela  posé,  on  a,  dans  le  triangle  OCy,  en  appelant  D 
et k  les  points  où  les  normales  en  O  el  y  à  la  conique  (O) 
et  à  la  courbe  (y)  rencontrent  la  normale  à  l'enveloppe 
de  Oy,  c'est»  à -dire  la  perpendiculaire  élevée  à  ce  dia- 
mèlre  par  le  centre  Û, 

d(0)  _  OC  d(C)  _  CCi  d(v)  _  yÀ- 

<*(C)-C<V  </u)~Yïi'         rf(0)~OD* 

On  tire  de  là,  en  multipliant  membre  à  membre, 

OC  _  m 
OD  ""  TA  " 

Donc,  si  C  et  y',  sont  les  projections  de  C  et  y  sur  Où, 

OU        yq 

11  résulte  de  là  que  les  parallèles  à  OC  et  yC,  menées 
respectivement  par  C  et  par  y'n  se  coupent  en  H  sur  la 
droite  CÛ  (■). 

De  là  la  construction  du  centre  û,  lorsque  les  centres 
des  trois  premières  courbures  C,  Ct ,  C2  sont  donnés  : 

Prolonger  Ct  C  et  C2C|  du  tiers  de  leur  longueur 
en  Cy  et  Ct  yi  j  projeter  yf  et!  C  e«  y',  e£  C/  sur  Oy,  et 
tirer  par  y't  e*t  C  des  parallèles  respectivement  à  Cy 
et  à  CO,  471/1  5e  coupent  en  H.  Za  droite  CH  re/?- 
contre  Oy  au  centre  û  demandé. 

On  est,  dès  lors,  ramené  à  ce  problème  :  Construire 


(l)  Comparer  :  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  M.  Mannlieim, 
2'  êdit.,  p.  208. 


(  ,6o  ) 
la  conique  (O),  qui  passe  au  point  O  oit  son  centre  de 
courbure  est  C  et  qui  admet  pour  centre  le  point  Q. 

Le  problème  sera  résolu  si  nous  connaissons  la  lon- 
gueur du  diamètre  conjugué  de  00,  dirigé  suivant  la 
perpendiculaire  ûP  abaissée  du  centre  Û  sur  la  nor- 
male OC. 

Or,  on  sait  ('  )  que  la  longueur  de  ce  demi-diamètre 
conjugué  est  la  moyenne  géométrique  deOP  et  de  OC. 

Si  les  segments  OP  et  OC  sont  de  môme  sens,  ce 
demi-diamètre  est  réel,  la  conique  osculatrice  est  une 
ellipse,  et  Ton  est  finalement  ramené  à  ce  problème  bien 
connu  :  construire  une  ellipse  connaissant  un  système 
de  deux  diamètres  conjugués. 

Si  les  segments  OP  et  OC  sont  de  sens  contraires,  ce 
demi-diamètre  est  imaginaire,  et  la  conique  osculatrice 
est  une  hyperbole  $  mais  la  moyenne  géométrique  des 
valeurs  absolues  de  OP  et  de  OC  donne  le  demi-dia- 
mètre de  l'hyperbole  complémentaire  dirigé  suivant  OP, 
et  l'on  est  ramené  à  un  problème  non  moins  connu  que 
le  précédent. 

5.  Soient  K  le  point  où  C'H  rencontre  y^y',,  E  le 
point  où  CO  rencontre  C,  y<.  On  a 

(i)  ClT|S=C,E-TlE. 

Or,  si  Ton  appelle  p,  p,,  p2  les  rayons  OC,  CCi,  CC2, 


(  '  )  Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  d'un  théorème  de 
Chasles  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  Si  sur  la  normale  en  un  point  O 
d'une  conique  on  porte  de  part  et  d'autre  de  ce  point  des  seg- 
ments égaux  au  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  aboutit 
en  O,  les  extrémités  de  ces  segments  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  au  centre  de  courbure  C  répondant  au  point  O  et  à 
la  projection  P  du  centre  fi  sur  la  normale  OC. 

Je  suis,  de  mon  côté,  parvenu  à  ce  théorème  par  une  voie  tout 
élémentaire  {Nouvelles  Annales,  2'  série,  t.  XIX,  p.  269;  1880). 


(  '-«'   ) 


on  a 


En  outre, 


3      ~~  3 


C,E  _  CT 
CG,  ~  OC' 


d'où 

cl 

d'où 
Mais 


C'K       Oj 

c'y',  ~  oc' 
CK-     oc     ' 

C'y'i  „  C'H  _  I1C 
Or         OC  ""  QO* 


Si  donc  nous  représentons  par  A  le  rapport  —^r  pris 
avec  son  signe  y  nous  avons 

.  cy,  =  xot. 

rar  suite, 

'»  T.«  —  C'K  —  X(,  +  |1). 

Remplaçant,  dans  (i),  C,  y,,  C,  E  et  y,  E  par  leurs  va- 
leurs (a),  (3),  (4),  on  obtient 

Si  la  conique  osculatrice  est  une  parabole  \  =  i  et 

Cette   formule   peut   s'interpréter   géométriquement 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XVI.  (Juin  1897.)  17 


(  26{  ) 
arbitrairement  une  position  du  miroirs,  pour  trouver  la 
position  correspondante  du  point  M,  il  suffît  de  trouver  le 
point  A'  symétrique  de  A  par  rapport  à  $,  de  le  joindre  par 


une  droite  à  B  et  de  déterminer  l'intersection  des  droites 
A'B  et  s.  Or,  le  lieu  des  points  A'  est  le  cercle  C  de 
centre  O  et  de  rayon  OA.  Donc  noire  courbe  est  en- 
gendrée par  deux  faisceaux  de  rayons  dont  les  centres 
sont  O  et  B,  et  encre  lesquels  existe  une  correspondance 
algébrique  (i,  2).  A  chaque  rayon  s  du  premier  faisceau 
correspond  la  droite  qui  joint  B  au  symétrique  A'  de  A 
par  rapport  à  s.  Et  pour  tracer  les  rayons  du  premier 
faisceau,  qui  correspondent  à  un  rayon  /•  du  premier, 
déterminons  les  intersections  A\ ,  A2  du  rayon  /*  et  du 
cercle  C;  les  normales  abaissées  de  O  sur  les  droites 
AA'j  et  AA2  seront  les  rayons  cherchés,  et  les  points 
rsK  =  M|,  7*2  =  M 2  seront  deux  points  de  la  courbe-  Il 
s'ensuit  que  cette  courbe  est  du  troisième  ordre  et  a  un 
point  double  en  O  et  un  point  simple  en  B.  Si  Ton  sup- 
pose que  s  passe  par  un  des  points  circulaires  à  l'infini, 
on  verra  que  ce  point  est  situé  sur  la  courbe  ;  celle-ci  est 
donc  une  cubique  circulaire  non  moins  que  rationnelle. 
Pour  avoir  les  tangentes  de  la  courbe  en  B  et  en  O,  il 
suffît  de   trouver  dans  chaque   faisceau  le  rayon   (ou 
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le  couple  de  rayons)  qui  correspond  à  la  droite  qui 
joint  les  deux  centres.  En  conséquence,  la  tangente 
•  n  B  n'est  autre  que  la  droite  qui  joint  B  au  symétrique  D 
du  point  A  par  rapport  au  diamètre  OB;  et,  pour 
trouver  les  tangentes  en  O,  on  marque  les  extrémités 
D,  et  D2  du  diamètre  OB,  et  les  normales  aux  cordes  AI), 
et  AD2  seront  les  tangentes  à  la  courbe.  Comme  ces 
tangentes  sont  évidemment  perpendiculaires  entre  elles, 
nous  concluons  que  le  lieu  cherché  est  une  cubique  cir- 
culaire qui  a  un  point  double  à  tangentes  orthogonales. 
C'est  donc  une  strophoïde,  comme  je  l'avais  annoncé 

[Dlb] 

DEVELOPPEMENT  EN  SÉRIES  TR I GO \0M ETRIQUES 
DES  POLYNOMES  DE  M.  LÉAITÉ; 

Par  M.  Pail  APPELL. 


Pour  exprimer  une  fonction  f(x),  connaissant  les  va- 
leurs moyennes  de  cette  fonction  et  de  ses  dérivées  dans 
un  intervalle  donné,  de  — h  à  -j-A,  par  exemple, 
M.  Léauté  (Comptes  rendus,  i4  juin  1880}  Journal 
de  Liouville,  1881)  a  considéré  une  suite  de  polynômes 
P*î  Pi>  Pa>  -  . . ,  P»  de  degrés  o,  1,2,  .  . ,  n  en  #,  pos- 
sédant les  propriétés  caractéristiques  suivantes  : 


'«) 

Pe=iî 

(1) 

rfp*  _  p 

nçi\ 

<3) 

!         Pndar=  0, 

ni 

La  relation  (2)  permet  de  déduire  chaque  polynôme 
du  précédent  par  une  quadrature,   et  la  condition  (3) 


(  266  ) 
détermine  la  constante  arbitraire  introduite  par  cette 
quadrature. 

Ces  polynômes  P„  sont  homogènes  et  de  degré  nenx 
et  //•  Mettons  ces  deux  quantités  en  évidence  en  appe- 
lant le  polynôme 

P»(*,  h). 

Nous  ramènerons  h  a  avoir  la  valeur  tc,  en  faisant 

hx' 


x  •■ 


on  a  alors 

P«(*,  h)  =  P„  (ï.  x\  h)  =  ^  P„(*\  ir). 

Les  polynômes  Vn{xJ,  it)  possèdent  donc  les  propriétés 
caractéristiques  suivantes 

Po  =  *,         ^=PJI-„  /        P„dx'  =  o,         n>i. 

Le  polynôme  P<  est  égal  à  xf.  On  sait  que  dans  les 
limites  — tz  et  4-t,  x!  peut  être  représenté  parla  série 
tri  gonom  étriqué 

( /i  )       P,  — .  t'  r-.  t  (  sina*' sin?.;r'-f-  -  sin3^'  — . .  .  ) 

(voyez  Bertrand,  Calcul  intégral,  n°551). 

On  a  ainsi  le  développement  de  Pt  entre  —  «  et  -f-  tû. 

Pour  avoir  celui  de  P2,  multiplions  par  dx!  les  deux 
membres  de  (4)  et  intégrons  j  il  vient 

P,  =  c„  —  'X  (  cosa:' qostlx' cos3a:'  — . . .  ) , 

V  4  9  / 

où  c2  est  une  constante  d'intégration,  car  P2  est   une 
fonction  primitive  de  Pt.  Pour  déterminer  c2,  écrivons 

f         P2  dx'  -=.-  n. 


(  *«7  ) 
Nous  aurons,  en  remplaçant  P2  par  la  série  et  remar- 
quant que  tous  les  termes  cosjt7,  cosa.z',  . . .  ont  leurs 
intégrales  nulles, 

?7rCS  =  O,      Ci   =r  O, 

donc 

(  "i  )  Ps  =  —  i  (  cos  x   -—  —  cos  i  -r  '  —  —  cos  3  j?'  — ...  I . 

Intégrant  de  nouveau  et  déterminant  de  même  la  con- 
stante d'intégration  par  la  condition 

«  +  7C 

on  trouve  qu'elle  est  nulle,  et  Ton  a 

(6)      P3=  —  2  (  sinx' —  —  sin?..r'  -h  —  sin3.r'  --...); 

et  ainsi  de  suite.   En  général,  m  étant  un  entier   po- 
sitif, 

I'ï««     =  (  —  i  )m  -x  (  cos.r'  —   -  -  cos  ->. x  H-  -—  cos  3  jt'  — . . .  ) , 
P"'-'  =  ("  D'"a(sin.r  -  —j  *in -,*'  +  -^- sin  3*' -...)  . 

Ces  formules   donnent,   eu    particulier,    les   valeurs 
asymptotiques  des  polynômes  P„  pour  ji  très  grand. 
Si  l'on  revient  à  la  variable  a*,  on  a 
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Donc,  pour  n  pair,  /i  =  2///, 

n         ,  hif»  /        t.x  1  »7T.r  1  J7:.r  \ 

i't  pour  n  impair,  n  =  %ni  -r  1 , 

[>                   ,       /i2"14  ■  /  .     7:.r             1              >r.x            1              3t:./-  x 

!"!ti  =  i-  \)'ny siii-- *.in  -        H '•in —  .  .  1 . 
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Ces  développements  font  ressortir  les  rapports  signa- 
lés par  M.  Halphen  entre  les  polynômes  de  M,  Léautc 
et  les  polynômes  de  Bernoulli. 

Ils  se  rattachent  également  à  deux  questions  posées 
par  M.  Cesàro  dans  l' Intermédiaire  (mars  1897), 
questions  1019  et  1017. 

Faisons,  en  effet,  h  =  1 ,  et  désignons  par  f2m(x)  et 
<P2m+i  (x)  'es  deux  séries  ci-dessus 


1  1 

3*  m  ' 


.      .  1  . 


4xf«-i-i\      /  ,jtm  +  l  31m-»-! 

On  a  évidemment 

<?*/*(*)  —  <pi«(^r-+-i) 

=  1  (  cosita?  h-  ;— -  cos3*na7  -4-  — -  cos57i.r  -+-...  ). 
\  3î/w  j2"1  / 

C'est  la  série  considérée  par  M.  Cesàro  dans  la  ques- 
tion 1019. 
De  même 

=  2  (  simra:  -h  ^ sin  3irx  ~h  -- ,  s\n5izx  -4- . . .  ) . 


LICENCE  ES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


SESSION    DE    NOVEMBRE   1896.    -    COMPOSITIONS. 


Lille. 


Ajnalyse.  —  Supposant  connue  la  définition  de  l'in- 
tégrale définie  d'une   fonction  continue  entre   deux 
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limites  finies ,  étendre  cette  définition  au  cas  ou  Vune 
des  limites  devient  infinie.  Dans  le  cas  où  la  fonction 
à  intégrer  est  une  fraction  rationnelle,  énoncer  et  dé- 
montrer la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
Von  puisse  étendre  jusqu'à  l'infini  les  limites  de  V  in- 
tégration. 

Mécanique.  —  I.  Dans  la  théorie  des  courbes  J uni- 
culaires,  on  étudiera  les  questions  suivantes  : 

i°  Équations  d'équilibre  d'un  fil; 

i°  Equations  intrinsèques  ; 

3°  Formule  donnant  la  tension  quand  il  existe  une 
fonction  des  forces; 

4°  Equilibre  d'un  fil  tendu  sans  frottement  sur  une 
surface  fixe  et  soumis  seulement  aux  forces  appliquées 
à  ses  extrémités  et  aux  réactions  de  la  surface. 

II.  Deux  points  matériels  pesants,  dont  les  masses 
sont  égales  à  l'unité,  se  meuvent  sans  frottement,  l'un 
sur  une  droite  verticale  fixe,  l'autre  sur  un  plan  fixe 
(juifait  avec  la  verticale  un  angle  égal  à  a;  les  deux 
points  s' attirent  proportionnellement  à  leur  distance; 
étudier  le  mouvement. 

On  prendra  pour  axe  des  z  la  verticale  sur  laquelle 
se  meut  le  premier  point,  et  pour  axes  des  x  et  des  y 
deux  droites  rectangulaires  situées  dans  le  plan  fixe, 
l'axe  des  x  étant  une  horizontale  de  ce  plan. 

Astronomie.  —  En  un  lieu  de  colatitude  y,  calculer 
pour  V époque  sidérale  t  l'angle  x  de  V écliptique  avec 
l'horizon  et  V azimut  y  du  point  de  rencontre  de  ces 
deux  plans.  On  connaît  l'obliquité  <o  de  V écliptique. 

Application  numérique  : 

/  =  2hi7m36*,o-*,         .,  =  3g»2|'|fi*,o,         to  =  a3°27'!o*,76. 
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SESSION    DE    MARS-AVRIL   1897.    -    COMPOSITIONS. 


Besançon. 


Ajvalyse.  —  I.  Etant  donnée  une  circonférence  S, 
déterminer  une  courbe  C,  telle  que  M  étant  un  point 
quelconque  pris  sur  la  courbe  C,  P  étant  la  polaire  du 
point  M  par  rapport  «  S,  C  V enveloppe  de  cette  po- 
laire, M'  le  point  où  P  touche  C,  la  distance  MM'  soit 
une  constante  donnée  l  indépendante  de  la  position 
du  point  M  sur  la  courbe  C.  Soit  O  le  centre  de  S  ; 
étudier  les  variations  de  l'angle  que  fait  la  droite 
MM'  avec  OM.  Calculer  la  relation  qui  a  lieu  entre  les 
rayons  OM  ef  OM',  ainsi  que  les  angles  que  font  les 
tangentes  en  M  et  en  M' aux  courbes  C  et  C  respecti- 
vement avec  les  rayons  OM  et  OM'.  On  étudiera  la 
nature  et  la  disposition  de  la  courbe  C. 

II.   Calculer  V intégrale  définie    I    c~x*cosx  dx. 

La  seconde  question  étant  classique,  je  me  borne  à 
indiquer  la  solution  de  la  première.  En  désignant  par  r 
et  6  les  coordonnées  polaires  de  M,  par  x  et  y  les  coor- 
données recti lignes  de  M',  on  a 

Rs  Rs 

x  =  — -(rcosQ  -f-  r'sinO),  y  =  —  (/sinO  —  r'cosô), 

où  /'  =  -^r;  et,  eu  exprimant  la  condition  de  renoncé, 
on  est  conduit  à  l'équation 

"0  =  , :__ —  —  >  S 

,Y/2,.2_(R2_  ,-2)2 
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dont  l'intégration  est  facile;  a  et  b  étant  deux  constantes 
déterminées  par  les  équations 


i           i         aR»-i-/s                i             i 

a»  "*"  à*  ~"        IU       '          «*&»  ""  R* 

on  a 

i         cosVO  — 60)        sin*(0  — 0o) 
r*  "           «*           "*"           &1 

La  courbe  C  est  par  suite  une  ellipse.  La  courbe  C  est 
une  ellipse  égale  à  celle-ci,  mais  dont  l'orientation  dif- 
fère de  900  de  celle  de  C.  On  reconnaît  facilement  que 
l'angle  de  MM'  avec  OM  varie  toujours  dans  le  même 
sens.  En  désignant  OM'  par  r, ,  on  a 

r*n-  /*}  =  a1  +-  6*. 

En6n,  V  étant  l'angle  de  la  courbe  C  avec  OM,  on  a 

.   v       R» 
sin\  —  —  , 
rr, 

et  la  symétrie  de  cette  formule  montre  que  cet  angle 
égale  celui  que  fait  la  courbe  C  avec  OM'. 

Mécanique.  —  Une  barre  pesante  AB  est  reliée  à  wi 
poids  P  situé  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  son 
milieu;  la  base  repose  sur  une  chaînette  renversée 
dont  Vaxe  est  vertical.  Le  poids  P  étant  situé  sur 
J  axe  dans  la  position  d'équilibre,  étant  donné  que  la 
barre  roule  sur  la  chaînette  sans  glisser,  trouver  en 
fonction  du  temps  l'angle  de  CP  avec  la  verticale. 

Le  travail  de  la  réaction  étant  nul,  on  peut  employer 
le  principe  des  forces  vives.  La  force  vive  du  système 
est  la  force  vive  du  centre  de  gravité  augmentée  de  la 
force  vive  due  à  la  rotation.  0  étant  l'angle  que  fait  la 


(  972  ) 
barre  avec  la  base  de  la  chaînetle,  x  l'abscisse  du  point 
de  conlacl,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  ont 
des  expressions  de  la  forme 

xx  =  x  — (a  -h  J)sin6. 

^i  =  (a-h/)cos6; 
d'ailleurs 

adO 
cosO 

et  Ton  arrive  à  une  équation  de  la  forme 

(aUang«6  ■+-  /*-t-  **)  ^-  =  -ig(a  -h  /)cos9  ■+-  H. 

Caen. 

Analyse  et  Géométrie.  —  I.  Étant  donnée  V équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

du  /àu\* 

où  u  désigne  une  fonction  inconnue  des  deux  variables 
indépendantes  x  et  y,  on  demande  d'en  déterminer 
ly intégrale  particulière  qui  se  réduit  à  i y  pour  x  =  o. 

II.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy, 
Os,  chercher  les  surfaces  réglées  S  satisfaisant  à  la 
double  condition  : 

i°  Que  leurs  génératrices  restent  constamment  pa- 
rallèles au  plan  xOz; 

20  Que  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure* 
qui  passent  en  un  point  quelconque  d'une  surface  S  se 
projettent  sur  le  plan  xOy  suivant  deux  droites  éga- 
lement inclinées  sur  Ox. 

1.  La  méthode  la  plus  nouvelle  (Lagrange  et  Charpit) 
consiste  à  associer  à  l'équation  proposée  une  équation 
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qui  permette  de  calculer  les  dérivées  —  >   |— •  Si  l'on 

désigne  ces  dérivées  par  p  et  </,  ou  peut  prendre  pour 
l'équation  adjointe  une  intégrale  quelconque  du  système 

dx  _  dy  _        dz       _  <//>     __  ûty 

égalant  la  première  et  la  dernière  fraction,  ou  a  l'inté- 
grale 

x  =  log  ^-g-2>  q—Ce^—  i. 

On  en  conclut  d'abord  que  a  doit  être  de  la  forme 

m  u  =  (Ce-*"—  \)y  ■+■  <p(#); 

d'ailleurs,  —  est  donnée  par  l'équation  proposée  et  Ton 
doit  avoir 

Ce*y  +  o'(x)  =  .r  -+-y  -T-  (  Ce'— -  \)y  -t-  <p  ( a:)  H-  (Ce*—  i)a; 
ou,  en  simplifiant, 

?'(*)  —  ÇC37)  =  ^  +  (C«-f-i)1; 

intégrant  cette  équation  linéaire  et  reportant  dans  la 
'  formule  (i) 

u  =  (Ce*—  \)y  —  x  —  2  -h  C*e**  —  îC^^-f  Ce*. 

C'est  une  intégrale  complète  dont  on  sait  tirer  l'inté- 
grale générale;  mais  il  convient  de  voir  si  elle  ne  se 
réduit  pas  à  iy  pour  des  valeurs  convenables  de  C  et  C; 
il  suffit  visiblement  de  taire  C  =  3,  C  =  —  7. 

H.  L'équation  des  suri  aces  cherchées  est  de  la  forme 

U)  z^x¥(y)-h^(y). 

L'équation  aux  coeflicienls  angulaires  des  tangentes 


(    *74) 

aux  projections  des  lignes  de  courbure  sur  OXY  est 

[(H-?s)*—  pçt]m*+  [(i-h<7*)/-  — (H-  pl)l]m  -+-.-.  =o. 

Le  coefficient  de  m  doit  être  nul  :  or  (1)  r  est  nul  : 
celte  condition  revient  à  /  =  o,  soit 

*F*(7)-ho"(7)  =  o; 

fv/0  ) et  *?"(y) sonl  nu's  et  ''on  a 

z  =.  axy  -+-  bx  -+-  cy  -h/. 

Mécanique.  —  I.  Etablir  les  formules  propres  à 
déterminer,  pour  un  instant  donné,  V accélération  des 
divers  points  d'un  solide  qui  se  meut  autour  d'un  point 
fixe.  Simplifier  ces  formules  par  un  choix  convenable 
des  axes  coordonnées  :  théorème  de  Rivais.  Lieu  des 
points  du  solide  dont  l'accélération  tangentielle  a  une 
grandeur  donnée,  en  supposant  que  la  grandeur  de  la 
vitesse  de  la  rotation  instantanée  ne  varie  pas  avec  le 
temps. 

II.  Deux  points  A,  B,  de  masses  égales  à  l'unité, 
sont  liés  Vun  à  Vautre  par  une  tige  de  masse  négli- 
geable et  de  longueur  constante  a  a.  Le  point  A  est 
assujetti  à  rester  sur  une  droite  OZ  fixe  et  parfaitement 
polie;  le  point  B,  qui  peut  se  mouvoir  librement,  sauf 
sa  liaison  avec  A,  est  attiré  vers  OZ  avec  une  intensité 
égale  au  produit  de  sa  distance  à  OZ  par  une  con- 
stante to2.  A  l'instant  initial,  V angle  BAZ  est  égal 
à  3o°  ;  la  vitesse  du  point  A  est  nulle;  celle  du  point  B, 
égale  àiùa  \/S ,  a  une  direction  perpendiculaire  sur  OZ. 

Déterminer  le  mouvement  du  système  :  lignes  décrites 
par  B  et  par  le  point  milieu  de  AB. 

I.  Prenons  Taxe  instantané  pour  axes  des  z  et  le  plan 
tangent  au  cône  décrit  par  cet  axe  pour  plan  des  zx\ 
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do  ■         .  dr 

p,  y,  -~  sont  nuls;  si,  en  outre,  co  est  constant,  -y-  sera 

aussi  nul  ;  les  composantes  de  l'accélération  sont  de  la 
forme 


JT  =  —  co*  y,         Jr  =  —  5  -£  —  w*^, 

**-y  dt' 

l'accélération  tangentiellc  est 

r         -              ^         i 
—    ,    "          Jjc+  —^i — -  Jy=  — 
Vx*-*-y*             y/x^^y1 

xz        dp  9 

les  points  pour  lesquels  elle  a  une  valeur  donnée  sont 
sur  un  conoïde  défini  par  une  équation  de  la  forme 

w     r  y/-r*  -h  y* 
z  =  l» • 

II.  Les  forces  qui  agissent  sur  À  et  B  sont  perpen- 
diculaires à  OZ  ainsi  que  la  vitesse  initiale  du  milieu  M 
de  ÀB;  M,  qui  est  le  centre  de  gravité,  restera  dans  un 
plan  normal  à  OZ  et  que  je  prends  pour  plan  des  xy. 
Les  coordonnées  de  B  sont  de  la  forme 

x  =  'ia  sinôcos^,         y  =  %a  sinO  sin^,         z=acosti, 

celles  de  A  étant  o,  o,  — acosô. 
Le  théorème  des  aires  projetées  sur  OXY  donne 

dt         ^ 

On  a,  en  outre,  l'intégrale  des  forces  vives 

(dti*  dilt*\  .     n  dO* 

cos,e  _  +  sin'O  ^  j  +  aa»sin*0  -^ 

=  8a*cu«—  w*a*(4  sin*6  —  i). 
Remplaçons  ~  par  sa  valeur  (i)  et  simplifions  :  on 
pourra  diviser  par  le  demi-coefficient  de    .  ->  soit  par 


(  *7«  ) 
a'2 (2  —  sin2G),  et  Ton  aura 

<f6*  %4sin*0—  1  .3— 4cos»0 

2  -=—  =  (0* =o)' : 

dt*  sin«G  sin«6      ' 

iûdt            sin8<f6  A       ^3  ,- 

—=-  =  ,  cosq  =  i_  cos  coi  y». 

f/'i        /3  —  4cos*0  » 

Dans  (1),  remplaçons  *fe  par  sa  valeur 


«ty=  — 


sinO  v^3  —  4  cos*0        sin*0  y/3  —  cot»e  ' 
(9.)  cotô  =  /îcos^. 

La  loi  du  mouvement  est  bien  simple.  Si  Ton  élimine 
6  et  ^  entre  les  équations  qui  donnent  les  coordonnées 
de  B  et  l'équation  (2),  on  trouve 

-  =  —  >         4  x*  -f-  y*  =  4  a*  ; 
#         a 

la  trajectoire  de  B  est  une  ellipse;  celle  de  M  est  de 
même  définie  par  les  équations 

s  =  o,        4^*-+-  y%—  a-. 
J'ajoute  que  AB  décrit  une  surface  dont  l'équation  est 

(iar"-+-^i)(a?/3  —  z)*=  3a^«. 

Epreuve  pratique.  —  Deux  stations,  dont  les  longi- 
tudes diffèrent  de  1 8o°,  ont  une  même  latitude  boréale. 
Il  s1  écoule  5b3om  de  temps  sidéral  entre  l'instant  où 
Régulas  se  lève  pour  l'une  des  stations  et  celui  ou  la 
même  étoile  se  couche  pour  Vautre  station;  la  décli- 
naison de  Itégulus  est  boréale  et  égale  à  i2o2o/207/. 

Calculer  la  latitude  commune  des  deux  stationsy  en 
ne  tenant  pas  compte  de  la  réfraction  atmosphérique . 

On  trouve  pour  la  latitude  demandée  7i°25'44//?8- 
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Grenoble. 

Analyse.  —  I.  Étant  donnée  l'équation  d'une  fa- 
mille de  courbes 

* 

©  =  #  sinO — ^cosô — /(O)  =  o, 

déterminer  f(§)  par  la  condition  que  le  triangle  qui  a 
pour  sommets  l'origine  O,  un  point  M  de  V enveloppe 


des  droites  et  le  centre  de  courbure  correspondant  C 
soit  rectangle  et  isoscèle.  Courbe  enveloppe  des  droites 
considérées. 

Les  coordonnées  de  M  sont  données  par  <p  =  o,  <pà  =  o  ; 
celles  de  C  par  'fo=  °>  ?5=  °>  'cs  droites  cpQ  =  o,  <po=  ° 
étant  rectangulaires. 

Ona 

OC*  =  /'*-+-/"*>       ÔM* -/»+/'*,        MG!=:(/  +  /')î. 
Les  conditions 

OM  =  OC,        CM'  =  ÔM*  -4-  ÔC* 


/  =  */'  =  /', 


conduisent  à 
d'où 

^**.  de  Malhémat.,  3*  série,  t.  XVI.  (Juin  1897.)  18 


(  "■?»  ) 

ce  cjui  donne  une  spirale  logarithmique  pour  la  courbe 
cherchée. 

11.   Calculer  les  intégrales 

rvx*  +  \    .  '  /•"*■«-*- 1    . 

u=    I      — djr,         v  =    /      —-    -  tir. 

On  trouve 

i                        rx/f.  r 

u  =  —-  arc  tanç  -,  i'  =  — =  • 

•a  «  -  **  •« 

Mécanique.  —  £/"«  point  matériel  pesant  M,  rf<? 
masse  m,  assujetti  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  la 
surface  d'un  cylindre  de  révolution,  de  rayon  a,  dont 
les  génératrices  sont  horizontales,   est  attiré  de  plus 


m.4f 


par  un  point  A  situé  sur  la  génératrice  la  plus  élevée 
du  cylindre  proportionnellement  à  sa  distance  r  à  ce 
point  A.  La  force  d'attraction  sera  représentée  par 
R  = —  mp2r.  A  l'origine  le  point  matériel  est  placé 
en  un  point  M0  sur  la  génératrice  du  point  À  avec  une 
vitesse  v0  perpendiculaire  à  AM0.  On  demande  le  mou- 
vement  du  point  et  la  réaction  de  la  surface  dans  le 
cas  général  où  \x  est  quelconque. 

Examiner  le  cas  suivant  :  on  a  w.2  =  -• 

™         a 

Démontrer  que  dans  ce  cas  la  trajectoire  est  algé- 
brique toutes  les  fois  que  le  rapport  -^—  est  commensu- 


(  a79  ) 
rablc,  et    voir   plus  particulièrement   ce    quelle    est 

lorsque  ^—  =  i . 

Le  mouvement  de  la  projection  sur  la  génératrice  du 
point  A  est  un  mouvement  périodique  dont  la  période 

est  —  Le  mouvement  de  la  projection  sur  la  section 

droite  du  cylindre  est  le  même  que  celui  d'un  point  qui 
serait  sollicité  par  une  force  verticale  constante,  mais 
dont  la  direction  serait  celle  de  la  pesanteur  ou  la  direc- 
tion opposée  suivant  que  g —  jjl2û  est  positif  ou  négatif. 
Dans  tous  les  cas  c'est  un  mouvement  pendulaire.  La 
réaction  seule  est  changée. 

Dans  le  cas   où    |j.2=    ->   la  projection    parcourt  le 

cercle  avec  une  vitesse  angulaire  constante  et  le  mouve- 
ment dans  l'espace  est  le  même  que  celui  d'un  point  qui 
serait  attiré  vers  le  centre  O  de  la  section  droite  du 
point  A   proportionnellement   à    la  distance.  Lorsque 

- —  =  i,  la  réaction  devient   nulle,   et  le   point  décrit 

l'ellipse  section  du  cylindre  par  le  plan  qui  contient  O 
et  v 

Astronomie.  —  A  ahi9m4%85,  temps  solaire  vrai, 
la  hauteur  corrigée  du  centre  du  Soleil  est 

h  =l4°28'l2*. 

Calculer  la  latitude  X  du  lieu,  la  déclinaison  ot)  du 
Soleil  étant  cô  =  —  a3°  22'  3 1",  45 . 

Déterminer  l'influence  qu'aurait  une  erreur  de 
±  1  seconde  sur  l'heure  vraie  relativement  à  la  déter- 
mination de  la  latitude. 


Si 


a  est  l'angle  horaire   du  Soleil,   et  ç   un    angle 


(  «8o  ) 
auxiliaire  défini  par  tang<p  =  cotû)  cosa,  on  aura 

.    ,.  x       sin/jcos© 

sm(A  -+-?)  =  —  v- _   T, 

,.         cosX  sine?  tanpa    . 
dl  = r-î — -  art.. 

COS(  A  -h  O  ) 

On  Irouve  successivement 


9  —  —  62.  i4.5 1 ,06 
X  =      45.11.38,3-2 
dl  —  r»-  6,79,  F""1'  da  = 


-+-1V 


Marseille. 

Analyse.  —  On  considère  les  sectioîis  planes  nor- 
males au  paraboloïde  xy  =  kz  aux  points  d'intersec- 
tion de  cette  surface  et  du  cylindre  de  révolution 
x2-hy2  =  p2,  et  tangentes  à  la  courbe  : 

1  °  Exprimer  le  rayon  de  courbure  de  cette  section 
plane  en  fonction  du  z  du  point  mobile  sur  la  courbe, 
et  étudier  sa  loi  de  variation  quand  le  point  mobile 
décrit  toute  cette  courbe. 

20  Y  a-t-il  des  points  où  la  section  plane  soit  tan- 
gente à  l'une  des  lignes  de  courbure  qui  passent  au 
point  de  la  courbe  d'intersection? 

3°  Distinguer  cette  ligne  de  courbure  de  l'autre 
ligne  de  courbure,  et  pour  cela  déterminer  d'abord  les 
lignes  de  courbure  du  paraboloïde  hyperbolique. 

4°  Démontrer  enfin  que  les  lignes  de  courbure  du 
paraboloïde  hyperbolique  sont  les  lieux  des  points  tels 
que  leurs  distances  aux  deux  génératrices  rectilignes 
qui  passent  au  sommet  aient  une  somme  ou  une  diffé- 
rence constante. 

Mécanique.  —  Dans  un  plan  horizontal  on  donne 


(  ,8.  ) 
u      'oite  fixe  Ox  et  deux  points  matériels  A  et  B 
a'r     chacun  pour  masse  l'unité, 

"  point  A  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur 
la  droite  Ox,  le  point  B  se  meut  librement  dans  le  plan. 

Les  deux  points  A  et  B  sJ attirent  mutuellement  pro- 
portionnellement à  la  distance,  et  leur  attraction  à 
l'unité  de  distance  est  A*2. 

Ces  deux  points  sont  aussi  tous  deux  attirés  par  le 
point  0  proportionnellement  à  la  distance,  et  V attrac- 
tion exercée  sur  chacun  d'eux  parle  point  O  à  V unité 
de  distance  est  h2. 

On  ad' ailleurs  *a  =  *h*. 

4 

Trouver  le  mouvement  de  ces  deux  points,  et  aussi  le 
mouvement  relatif  de  B  par  rapporta  A. 

Cas  particulier  : 

A  l'origine  du  mouvement  :  i  °  les  points  sont  sans 
vitesse;  2°  la  droite  OA  est  égale  àa\  3°  la  distance  AB 
est  égala  a;  4°  la  droite  AB  est  perpendiculaire  surOx. 

Astronomie.  —  Etant  données  les  coordonnées  équa- 
toriales  (a,  8),  (a',  o')  de  deux  étoiles,  on  demande 
de  calculer  les  coordonnées  équatoriales  (al5  8,)  du 
pôle  boréal  du  grand  cercle  qui  passe  par  ces  étoiles. 

Données  numériques  : 

*=  i09°36'it/,8  8  =-  1 5° 2/34', 3 

a'=  2i7°58'  i8",6  8'  =  -h  42°  19'  i3",6. 

Résu  Itats  : 

a,  =  37°  17'  17%  76,  8,  =  47°  4o' 3c/,  00. 

Paris. 

Analyse.  —  I.  Trouver  les  courbes  qui  sont  nor- 
males aux  droites 

ax  eos©  -+-  by  sin?  =  '^cosep  sinep. 
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ou  <p  désigne  un  paramètre  variable  et  oit  a,  i,  c  sont 


des  longueurs  constantes. 

Chercher  si,  parmi  ces  courbes,  il  y  a  des  coniques. 
Examiner  plus  particulièrement  le  cas  de  a=  b. 
II.  Intégrer  l'équation 

d*x  d*x 

I.  On  voit  immédiatement,  si  l'on  suppose 

que  les  droites  proposées  sont  les  normales  à  l'ellipse 

.r  =  asincp,        y  =  b  cos<p. 
D'après  cela,  considérons  l'ellipse 

a:  =  Asin<p,        y  — —  Bcoscp; 

ses  normales,  qui  sont  représentées  par  l'équation 

Xx  cosp  -+-  ïiy  sino  =  (A2 —  B1)  cosç  sino, 

deviendront  identiques  aux  droites  proposées,  si  Ton  fait 
°  B  =  6 


~a*—b*  a*—b* 

En  conséquence,  si  la  différence  a2  —  b2  n'est  pas 
nulle,  les  droites  données  sont  les  normales  à  l'ellipse 
que  nous  venons  de  définir,  et  les  trajectoires  demandées 
sont  les  courbes  parallèles  à  cette  ellipse.  Une  seule 
d'entre  elles  est  une  conique}  c'est  l'ellipse  elle-même. 

Si  l'on  suppose  maintenant 

a*  —  b2  =  o, 

les  droites  proposées  ont  pour  enveloppe  la  courbe 

c*    .  c2 

x  =  —  sin3o,         y  =  —  cosao, 
a  J         a  T 


(  «83  ) 
qui  est  l'hypocycloïde  à  quatre  rcbroussemenls;  les  tra- 
jectoires   cherchées    sont    les    développantes    de    cette 
courbe. 
JI.  L'équation  proposée  a  pour  intégrale  générale 

i*              tz 
r  =  (A  -+-  A1/)cos/-4-(B  -+-  Bit)  siiW  -i-  --  s'mt cosf, 

o  2\ 

A,  A,,  B,  Bf  étant  quatre  constantes  arbitraires. 

Mécanique.  —  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement 
poli  xOy  est  placée  une  barre  homogène  AB,  de 
masse  M  et  de  longueur  ia.  Le  milieu  C  de  cette  barre 
est  attaché   à  un  point  fixe  O   du  plan  par  un  fil 

B 


distique  OC  dont  on  néglige  la  masse  et  dont  la 
longueur  à  l'état  naturel  est  a.  Le  point  C  étant  écarté 
de  0  de  façon  à  tendre  le  fil  et  à  lui  donner  une  lon- 
gueur r0  supérieure  à  a,  on  lance  la  barre  sur  le  plan. 

Trouver  le  mouvement. 

A  un  instant  quelconque  t,  on  appellera  r  et  8  les 
coordonnées  polaires  du  point  C  et  o  l'angle  de  la 
barre  avec  Ox. 

On  admettra  que  la  tension  du  fil  élastique  OC, 
(juand  sa  longueur  est  /*,  est  proportionnelle  à  son 
allongement  r  —  a  et,  par  suite,  que  l'intensité  de 
cette  tension  est  MX2(r — a),  ),2  désignant  une  con- 
stante. 

Cinématique.  —  Quelle  courbe  faut-il  faire  rouler 
sans  glisser  sur   une   ligne    droite    pour   que    deux 
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points  A,  B  liés  à  cette  courbe  possèdent  constamment 
des  vitesses  dont  le  rapport  soit  un  nombre  constant  m? 
Quelles  courbes  décrivent  alors  les  points  A  et  B? 
Y  a-t-il  d'autres  couples  de  points  jouissant  de  la  même 
propriété? 

Astronomie.  —  Quelle  est,  en  temps  vrai  et  en 
temps  moyen,  l'heure  du  coucher  géométrique  du 
centre  du  Soleil  à  Paris,  le  jour  du  solstice  d'été? 

Latitude  de  Paris 48° 5o'  1 1* 

Déclinaison  du  Soleil +23    27    18,7 

Temps  moyen  à  midi  vrai  : 

Le  jour  du  solstice .oh  iœ27%2i 

Le  lendemain ob  im4o",  33 

Poitiers. 

A  jn  al  y  se.  —  Une  surface  S  est  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires  Ox,  Oyy  O  z.  Dans  le  plan  des  xy, 
un  élément  superficiel  infiniment  petit  du  second  ordre 
est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  Oz.  Le  volume  compris  dans  ce  cylindre, 
entre  le  plan  des  xy  et  la  surface  S,  se  trouve  être  égal 
au  produit  d'une  constante  donnée  a  par  V aire  inter- 
ceptée sur  la  surface  S. 

Ecrire  l'équation  aux  dérivées  partielles  (E)  à 
laquelle  satisfait  la  surface  S.  Trouver  une  intégrale 
complète  de  l'équation  (E). 

Démontrer  que  l'équation  (E)  a  des  solutions  com- 
munes avec  l'équation  aux  dérivées  partiel/es  des  sur- 
faces  de  révolution  autour  de  Os,  et  déterminer  une 
solution  commune,  telle  que  pour 
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on  ait 

x*-+-y*  —  6*. 

Mécanique.  —  Une  droite  matérielle  homogène  AB, 
de  longueur  a  a,  de  densité  1 ,  mobile  sans  frottement, 
sur  un  plan  horizontal,  est  articulée  en  B,  avec  une 
tige  sans  masse  OB,  de  longueur  a,  animée  dyun  mou- 
veinent  uniforme  de  rotation  autour  du  point  O,  dans 
le  même  plan.  Tous  les  points  de  AB  sont  repoussés 
rfeO,  proportionnellement  à  leurs  distances  à  ce  point 
et  à  leurs  masses»  Étudier  le  mouvement  de  Ah. 

Astronomie.  —  Ayant  les  éléments  d'une  éclipse 
de  Lune,  calculer" les  heures  des  principaux  contacts  et 
la  grandeur  de  l'éclipsé.  {Les  données  se  rapportent  à 
l  éclipse  du  12  juillet  1870.) 


EXERCICES  PRÉPARATOIRES  A  LA  LICENCE 
ET  A  L'AGRÉGATION. 


FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  NANCY. 


Licence    es   Sciences   mathématiques. 
I.  Etant  donnée  l'intégrale  double 

z—  f   I  s'mx*y*dxdy 

étendue  à  Taire  limitée  par 

J"  =  o,        y  =  ot        y=i}         xy~ai         xy — x-t-mb—o, 

où  rt,  b,  m  désignent  des  nombres  positifs,  ellectuer  le 


(  286  ) 
changement  de  variable 


x  =  u  -+-  rnv, 
u 


y  = 


u  -+-  mv 


démontrer  que  z  a  une  limite  si,  b  restant  fixe,  a  croit 
indéfiniment. 

IL  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy, 
on  considère  une  aire  A  et  l'intégrale  curviligne 


jP(T,y)dx  +  Q(xiy)dy, 


prise  suivant  le  contour  dans  le  sens  positif;  déterminer 
les  fonctions  P  et  Q  de  façon  que  cette  intégrale  repré- 
sente le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'origine  de 
Taire  A  supposée  homogène. 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques. 

Analyse.  —  I.  On  considère  la  courbe  C  enveloppe 

de  la  droite 

3  (y  —  tx)  (  3  /»  —  î )  -+■  **  =  o, 

où  t  représente  un  paramètre  variable. 

i°  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient  sur  une 
droite,  huit  points  sur  une  conique,  douze  points  sur 
une  cubique,  ces  lignes  ne  passant  par  aucun  point 
singulier  de  la  courbe  C. 

2°  Déterminer  les  points  d'inflexion,  les  tangentes 
doubles,  les  coniques  tangentes  à  la  courbe  en  quatre 
points,  les  cubiques  avant  en  trois  points  donnés  un 
contact  du  troisième  ordre,  ou  en  quatre  points  donnés 
un  contact  du  second  ordre. 
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II.  On  considère  la  hiquadratique  gauche  définie  par 
les  deux  équations 

i°  Exprimer  les  coordonnées  x,  j',  5  d'un  quelconque 
de  ses  points  en  fonction  d'un  paramètre  *. 

2°  Trouver,  à  l'aide  du  théorème  d'AbeJ,  la  condi- 
tion pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient  dans 
un  même  plan,  pour  que  huit  points  soient  sur  une 
même  quadriquc  ne  contenant  pas  la  courbe,  en  général, 
pour  que  4"  points  soient  sur  une  même  surface  de 
degré  n . 

3°  Démontrer  que  les  plans  oscillateurs  en  quatre 
points,  situés  dans  un  même  plan,  coupent  la  courbe 
en  quatre  autres  points  également  dans  un  même  plan. 

4°  Trouver  les  points  stationnaires;  montrer  qu'ils 
sont  quatre  à  quatre  dans  un  même  plan. 

5°  Par  une  corde  de  la  biquadratique  on  mène  des 
plans  tangents  à  la  courbe ,  trouver  leurs  points  de 
contact  ;  montrer  que  le  rapport  anharmonique  de  ces 
plans  tangents  reste  constant  quand  on  fait  varier  la 
corde. 

6°  Ou  considère  une  quadrique  passant  par  la  courbe  ; 
trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  points  où 
chaque  génératrice  d'un  même  système  de  la  quadrique 
rencontre  la  courbe. 

Spéciales.  —  I.  On  considère  un  triangle  ABC  et 
les  coniques  S  inscrites  dans  ce  triangle;  soient  A',  IV, 
Clés  points  de  contact  de  ces  coniques  avec  les  côtés  du 
triangle,  et  P  le  point  de  rencontre  de  AA',  BB'  et  CC;. 

i°  Enveloppe  des  coniques  S  quand  le  point  P  est 
à  l'infini. 

2°  Lieu  du  point  P  lorsque   les  coniques  S  restent 
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tangentes  à  une  droite  D;  nature  de  ce  lieu  suivant  la 
position  de  la  droite  D. 

3°  Par  un  point  M  du  plan  passent  deux  coniques  S, 
tangentes  à  D  ;  si  la  droite  joignant  les  points  P  relatifs 
à  ces  deux  coniques  est  assujettie  à  passer  par  un  point 
fixe  Q,  le  lieu  de  M  est  une  conique  conjuguée  par  rap- 
port à  un  triangle  fixe  indépendant  de  la  position  de  Q. 

4°  Par  un  point  M  du  plan  passent  deux  paraboles 
inscrites  dans  le  triangle  ABC;  si  elles  sont  assujetties 
à  se  couper  orthogonalement  au  point  M,  déterminer 
le  lieu  de  ce  point,  l'enveloppe  des  tangentes  avec  deux 
courbes  en  ce  point,  et  l'enveloppe  de  la  droite  joignant 
les  points  P  correspondants. 

II.  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  M;  on  consi- 
dère les  droites  D  telles  que  chacune  d'elles  soit  perpen- 
diculaire au  plan  passant  par  sa  conjuguée,  par  rapport 
à  l'ellipsoïde  et  par  le  point  M. 

i°  Démontrer  que  par  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace passent  trois  droites  D;  pour  quelles  positions  du 
point  deux  ou  trois  de  ces  droites  sont-elles  confondues? 
Peuvent-elles  former  un  trièdre  trirectangle  ? 

2°  Dans  un  plan  P  existe,  en  général,  une  seule 
droite  D;  quels  sont  les  plans  renfermant  une  infinité 
de  ces  droites,  et  quelle  est  l'enveloppe  de  ces  droites 
dans  chacun  d'eux? 

3°  On  suppose  que  le  plan  P  se  déplace  parallèle- 
ment à  lui-même;  former  la  surface  engendrée  par  les 
droites  D  situées  dans  les  positions  successives  de  ce  plan. 

4°  Pour  quelles  directions  du  plan  P,  ou  bien  pour 
quelles  positions  du  point  M  cette  surface  est- elle 
réductible  à  une  courbe  plane,  et  quelle  est  cette 
courbe  ? 

Elémentaires,  —  On  donne  une  sphère  de  centre  O 
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un  plan  P  et  un  point  S;  on  considère  tous  les  cercles 
C  de  la  sphère  non  parallèles  au  plan  P,  et  projetés  de  S 
sur  ce  plan  suivant  des  cercles. 

i°  Démontrer  que  les  plans  des  cercles  C  se  coupent 
suivant  une  même  droite  1). 

a0  Inversement,  étant  donnée  une  droite  D,  et  le 
plan  P  restant  arbitraire,  il  existe  une  infinité  de 
points  S  tels  que,  pour  chacun  d'eux,  la  droite  D  sa- 
tisfasse aux  conditions  énoncées  précédemment,  le  plan 
P  étant  convenablement  choisi.  Trouver  l'ensemble  de 
ces  points  S  lorsque  la  droite  D  est  fixe,  puis  lorsqu'elle 
varie  en  passant  par  un  point  fixe. 

3°  Le  plan  P  et  le  point  S  restant  fixes,  il  existe  sur 
la  sphère  un  faisceau  de  cercles  C<  orthogonaux  à  tous 
les  cercles  C  ;  lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par 
un  cercle  particulier  Ci  et  par  les  cercles  G  successifs. 

4°  A  chaque  cercle  Cf  correspondent  des  cercles  C 
tels  que  l'un  des  deux  cônes ,  passant  par  C  et  C<  , 
devienne  un  cylindre;  trouver,  lorsque  C<  varie,  le 
lieu  des  parallèles  aux  génératrices  de  tous  les  cylindres 
ainsi  formés,  menées  par  un  point  de  l'espace. 

5°  On  suppose  que  le  plan  P  reste  fixe  et  que  le 
point  S  décrive  une  droite  A  -,  trouver  l'ensemble  des 
droites  D  correspondantes;  examiner  le  cas  particulier 
où  la  droite  A  est  parallèle  ou  perpendiculaire  au 
plan  P 
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Les  Femmes  dans  la.  Science,  notes  recueillies  par 
A.  Rebière.  2e  édition,  i  vol.  in-8°T  36o  pages.  Paris, 
iVony  et  Cie,  1897. 

Le -24  février  1894,  M.  Rebière  fit  au  cercle  Saint-Simon  une 
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conférence,  fort  goûtée,  sur  les  femmes  dans  la  Science. 
C'est  cette  conférence,  d'abord  imprimée  en  une  Brochure  de 
87  pages,  que  l'auteur  a  développée,  depuis,  jusqu'à  en  faire 
un  fort  Volume  de  36o  pages. 

Le  titre  même  de  l'Ouvrage  indique,  à  lui  seul,  très  nette- 
ment, le  but  poursuivi  et,  disons-le  de  suite,  très  heureuse- 
ment atteint.  C'est  un  ensemble  de  notes  impartiales  non  pas 
seulement  sur  les  femmes  qui  se  sont  occupées  directement 
de  la  Science,  mais  sur  toutes  celles  qui,  de  près  ou  de  loin, 
ont  eu  quelque  heureuse  influence  sur  elle.  Les  285  premières 
pages  du  Volume  forment  ainsi  une  sorte  de  Dictionnaire  où, 
rangées  par  ordre  alphabétique,  se  trouvent  des  Notices, 
tantôt  très  brèves,  tantôt  plus  développées,  sur  toutes  les  bien- 
faitrices de  la  Science,  au  sens  large  du  mot.  A  côté  des 
Notices  de  Marie  Agnesi,  de  Sophie  Germain,  de  Sophie 
Kowalewski,  ces  trois  célèbres  mathématiciennes,  on  ren- 
contre des  noms  comme  ceux  de  Mm*  Hoené  Wronski,  de 
Mm8  Yvon-Villarceau,  de  Mme  Lavoisier  et  de  M,ne  Laplace, 
simples  collaboratrices  ou  éditrices  des  Œuvres  d'un  illustre 
mari.  Celles  qui,  comme  Mri*  Pasteur,  ont  su  par  leur  affection 
constante  soutenir  leur  époux  dans  les  luttes  pour  la  Science 
ou  même  celles  qui,  comme  Chercstrata  (mère  d'Epicure),  ont 
eu  l'honneur  de  donner  le  jour  à  un  homme  célèbre,  ne  sont 
pas  non  plus  oubliées.  Chaque  Notice  est  suivie  d'un  index 
bibliographique  très  documenté:  quelques-unes  sont  accom- 
pagnées d'un  portait  ou  d'un  fac-similé  d'autographe. 

Cette  petite  Encyclopédie  féminine  est  suivie  d'une  première 
Note  intitulée  :  Si  la  femme  est  capable  de  Science.  C'est  là 
certes  un  sujet  passionnant,  tout  d'actualité,  mais  dans  lequel 
malheureusement  on  ne  peut  faire  que  des  assertions  bien 
hasardées  puisque  toutes  résultent  plus  ou  moins  de  la  com- 
paraison de  la  femme  à  l'homme,  comparaison  bien  peu  légi- 
time puisque,  de  tout  temps,  l'éducation  de  la  femme  a  été 
bien  distincte  de  celle  de  l'homme.  M.  Rebière,  restant  dans 
le  rôle  d'éditeur  impartial  qu'il  s'est  assigné,  se  contente  de 
reproduire  fidèlement  les  opinions  diverses  qu'il  a  patiemment 
recueillies;  et  il  y  a  un  certain  piquant  à  pouvoir  rapprocher 
ainsi  les  observations  de  Bossuet  et  de  Voltaire,  celles  de 
M*r  Dupanloup  et  de  M,ne  Séverine,  sur  le  même  sujet. 

L'Ouvrage  se  termine,  enfin,  par  une  seconde  Note  :  Menus 
propos  sur  les  femmes  et   les  Sciences,    qui   contient   des 
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détails  biographiques,  des  opinions,  des  anecdotes,  des  para- 
doxes même  qui  y  jettent  une  note  gaie. 

Je  regrette  de  ne  pouvoir,  dans  un  aussi  bref  compte  rendu, 
ne  donner  qu'une  idée  bien  imparfaite  de  tous  les  détails  in- 
téressants que  contient  ce  joli  Volume  et  je  souhaite  vivement 
que  ces  quelques  mots  d'éloge  lui  attirent  de  nombreux 
lecteurs.  C.  B  ourlet. 


QUESTIONS. 


1769.  Par  le  foyer  d'une  conique  donnée  on  mène  des  cordes  ; 
les  circonférences  de  cercles,  qui  ont  ces  cordes  pour  diamètres, 
sont  tangentes  à  deu\  cercles.  (Mannheim.) 

1770.  Soient 

Ix*  -h  my*  -h  n  z*  -♦-  pw J  =  o 

l'équation  d'une  surface  du  second  ordre  conjuguée  au  tétraèdre 
de  référence;  a,  6,  c,  d}  e,  /  les  arêtes  de  ce  tétraèdre,  A,  B, 
C  et  D  les  aires  de  ses  faces,  et  V  son  volume;  a,  p,  y  les  demi- 
axes  de  la  surface;  on  a 

ïâî   «  =  —36 /»/m/iy»»A»B»C»D»V« 

(/w/iA*D*a»-f-  /i/B*D*6»-h  /mC'D'c*  } 
-hlpB*CJd*+  mpC*A*e*-+-np\*B*f*)\ 


-  —  Itnnp 


(  mnp  A*  -h  npl B2  -+-plm  C2  -+-  Imn  D*  )* 


, Q,        l*m*n*p*(l+m  -+-n-h/>)A*B«f:*D« 

PTTH         (  »i/j/?  A*  -f  «/>/  B«  +  jd//w  C^  -f  //n/t  1)«  )  J 

La  condition  pour  que  la  surface  représente  un  paraboloïde 
est  donc  mnp\*-h  nplB*-h plmC*-t-  ImnD*  =  o. 

(Genty.) 
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CONGRÈS  DE  ZURICH. 


Au  moment  où  nous  mettons  ce  numéro  sous  presse,  le  Co- 
mité nous  prie  de  faire  savoir  aux  mathématiciens  désireux 
d'assister  au  Congrès  qu'ils  pourront  s'y  rendre,  quand  même 
ils  n'auraient  pas  reçu  d'invitations  personnelles.  Des  omissions 
involontaires  et  inévitables  ont  dû,  en  effet,  se  produire.  Mais 
pour  l'organisation  matérielle,  il  est  désirable  que  chacun  fasse 
connaître  ses  intentions  aussitôt  que  possible. 

Le  programme  du  Congrès  va  être  prochainement  publié. 
Nous  savons  qu'il  comprendra  : 

Le  lundi  9  août,  une  conférence  de  M.  Poincaré  :  Sur  les 
rapports  de  l'Analyse  et  de  la  Physique  mathématique; 
une  conférence  de  M.  Hurwitz  :  Sur  les  progrès  récents  de 
la  théorie  des  fonctions  analytiques; 

Le  mercredi  11  août,  une  conférence  de  M.  F.  Klein  :  Sur 
l'enseignement  des  Mathématiques  supérieures. 

Des  séances  particulières  ou  plénières,  des  excursions  et  un 
banquet  compléteront  le  programme  et  fourniront  aux  mathé- 
maticiens présents  l'occasion  de  se  voir,  d'échanger  leurs  vues 
et  leurs  idées,  de  se  grouper  suivant  leurs  goûts  et  leurs  affinités. 

Il  semble  dès  à  présent  convenu  que  le  prochain  Congrès 
international  aura  lieu  à  Paris,  en  1900. 


ERRATA. 


T.  XV,  1896,  page  373,  ligne   i3,  au  lieu  de  Abel,  Transon,  lisez 
Abei.  Transon. 

T.  XVI,  1897, 

râpes.  Lignes.  Au  lieu  do  Lltez 

aoo  2  en  remontant  crois  croirais 

301  10  dans  les  parties    dans  les  plus  petites  parties. 

?\\  Le  Tableau  forme  la  suite  de  la  note  de  la  page  ai3 

116  7  en  remontant  que  si 

218  4  près  de  désirer  de  voir      près  de  voir 

*3i  10  présentation  exposition 


LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI  DIS  GHANDS-AUGCSTINS,  55,  A   PARIS. 


BRISSE  (ChA  Professeur  à  l'École  Centrale  et  au  lvcéeCondorcet,  Répé- 
titeur à  l'École  Polytechnique.  —  Cours  de  Géométrie  descriptive. 
2  volumes  grand  in-8";  1891. 

I"  Partie,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  élémen- 
taires. Avec  23o  figures 5  fr. 

IIe  Partie,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales. 
Avec  209  figures 7  fr. 

BRISSE  (Gh.).  —  Cours  de  Mécanique  à  l'usage  de  la  classe  de  Mathé- 
matiques spéciales,  entièrement  conforme  au  dernier  programme  d'ad- 
mission à  l'École  Polytechnique.  Grand  in-8,  avec  44  fig-  ;  1892.     3  fr.  ir> 

CHAPPUIS  (A.),  Agrégé,  Docteur  es  Sciences,  Professour  de  Physique 
générale  à  l'Ecole  Centrale  dos  Arts  et  Manufactures,  et  BERGET(A.  ), 
Docteur  es  Sciences,  attaché  au  laboratoire  des  Recherches  physiques 
«!»'  la  Sorbonne.  —  Cours  de  Physique,  à  V usage  des  Candidat*  av.r 
ficotes  du  Gouvernement.  Grand  in-8  do  plus  de  700  p.,  avec  figures; 
1S9;  [  paraîtra  en  juin  1897). 

CHAPPUISfJO.AtfrégéjDoctourèsSciences,  Professeur  de  Phvsiq mi- 
nérale à  l'École  Centrale,  et  BERGETf  A.),  Docteur  es  Sciences,  attaché 
hu  laboratoire  des  Recherches  physiques  de  la  Sorbonne.  —  Leçons  de 
Physique  générale.  Cours  professé  à  l'Ecole  Centrale  des  Arts  et 
Manufactures  et  complété suivant  le  programme  de  la  Licence  es  Sciences 
physiques.  3  volumes  grand  in-8,  se  vendant  séparément  : 

Tome  I.   —  Instruments  de  mesure.  Chaleur.  Avec   175  figures; 
1891 i3  fr. 

Tome  |l.  —  Electricité  et  Magnétisme.  Avec  3o5  fig.  ;  1891.     i3  fr. 

ToukIIÏ.  —  Acoustique.  Optique.  Electro-optique.  Avec  193 figures; 
1  ttyx 1  o  fr . 

GAUTIER  (Henri)  et  CHARPY  ^Georges),  Docteurs  es  Sciences,  anciens 
Klcves  de  l'École  Polytechnique.  —  Leçons  de  Chimie,  à  l'usage  des 
élèves  de  Mathématiques  spéciales.  »•  édition,  entièrement  refondue 
i  notation  atomique).  Grand  in-8,  avec  92  ligures;  1894 9  fr. 

MEWENGLOWSKI(B.),  Docteur  es  Sciences,  ancien  Professeur  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  Lycée  Louis-le-Grand,  Inspecteur  de  l'Académie 
•;<•  Paris.  —  Cours  de  Géométrie  analytique,  à  l' usage  des  Elèves  de  la 
classe  de  Mathématiques  spéciales  et  des  Candidats  aux  Ecoles  du  Gou- 
vernement. 3  volumes  grand  in-8,  avec  nombreuses  ligures,  se  vendant 
séparément. 

Tome  I  :  Sections  coniques;  1 89 \ 10  tr . 

Tome  II  :  Construction  des  courbes  planes.  Compléments  relatifs  aux 
coniques;  1895 8  fr. 

Tojéb  III  :  Géométrie  dans  l'espace  ;  avec  une  Note  de  M.  E.  Borel. 
maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille,  Sur  les  Trans- 
formations en  Géométrie;  1896 14  fr. 
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SIR  LA  TRANSFORMATION  HOLOGRAPHIQUE  DBS  PROPRIÉTÉS 
METRIQUES  DES  FIGURES  PLANES; 

Par  M.  Georges  BROCARD, 
Professeur  au    lycée  du    Havre   (1). 


1.  Considérons,  dans  la  figure  primitive,  un  triangle 
CAB  et  effectuons  une  transformation  homographique 
telle  que  les  points  cycliques  deviennent  réels  tout  en 
restant  à  l'infini;  soient,  dans  la  transformée,  cietcj  les 
droites  joignant  le  point  c  à  ces  deux  points  à  l'infini 
et  dy  c"  les  points  où  elles  rencontrent  le  côté  ab,  et  soit 
enfin  c\  le  symétrique  de  cn  par  rapport  au  milieu  d 
de  ai.  On  sait  que  le  rapport  anharmonique  (c'c\  ab)  est 

égal  à  att-j'  H  en  résulte  que  l'on  a 


c'a       c\b       CA* 

c'b  X  c\â  "~  CB* 

ou  encore 

c' ax.acn       CA*        ac\.ac' 

cbx.bc"  ~~  CB2  "~  bc\.bc* 

Si  donc  on  a,  dans  la  figure  primitive,  une  relation  ho- 
mogène entre  GA  et  CB,  elle  se  transformera  en  une 
autre  relation  que  Ton  obtiendra  en  remplaçant,  dans  la 
première,  CA2  par  le  produit  des  projections  de  ac  sur  ab 
faites  successivement  suivant  des  parallèles  à  ci  et  cj\  et 
CB3  par  une  expression  analogue. 
On  peut  remarquer  que,  si  Ton  a  CA  =  CB,  il  en  ré- 


Ci  Voir  t.  XV,  p.  426. 
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sultera  que  les  points  d  et  c"  seront  symétriques   par 
rapport  à  rf» 

Plus  généralement,  soit  xy  une  droite  quelconque,  ei 

Fig.  i. 

/y 


a^  a2,bt,  b2  les  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec 
les  parallèles  à  ci  et  c/,  menées  par  a  et  b.  On  a  évidem- 
ment 

ac'  __  a\c  ac"  __  a^c 

bc1  "M'  S?"ï^' 

d'où 

ac' .ac"  __  ca\.cat 
bc'.bc"  ~~  cbi.cbt 

On  peut  donc,  dans  la  relation  donnée,  remplacer  CA2 
par  le  produit  des  projections  de  ca  sur  une  droite  quel- 
conque, faites  successivement  suivant  des  parallèles  à  ci 
et  cj,  et  CB*  par  une  expression  analogue. 

Enfin,  on  a  aussi 


d'où 


gai  _  5/ 
cb{  ~~  ch 


cat 
cbx 


ce 
c~ï; 


ccli.ccli  __  ce.cf 
cb\.cbi        ch.cg 


On  peut  donc  encore  remplacer  CA.2  par  le  produit  des 


(  ^5  ) 
projections  de  casur  ci  etty,  etCB2  par  une  expression 
analogue. 

Ces  considérations  permettent  de  déduire  très  sim- 
plement, de  toute  relation  métrique  relative  à  une  cir- 
conférence, une  relation  analogue  relative  a  l'hyperbole. 
Supposons,  par  exemple,  que,  dans  la  figure  primi- 
tive, ÀB  soit  un  diamètre  d'une  circonférence  passant 
par  C.  Dans  la  transformée,  ab  sera  un  diamètre  d'une 
hyperbole  passant  par  c,  et  la  relation  CA,J4-CB2=  AB2 
donnera  le  théorème  suivant  : 

Le  produit  des  projections  de  ac  sur  ab,  faites  pa- 
rallèlement aux  deux  asymptotes,  augmenté  du  pro- 
duit des  projections  de  &c,  est  égal  à  ab2. 

2.  Supposons  maintenant  que,  dans  la  transformée, 
les  deux  points  cycliques  soient  transformés  en  deux 
points  à  l'infini  réels  et  confondus. 

Soient  ci  la  droite  qui  joint  le  point  c  à  ces  deux  points 
Fig.  ?. 


confondus;  d,  c"  les  deux  points  confondus  où  elle  ren- 
contre ab,  et  cs  le  symétrique  de  d1 par  rapport  au  milieu 

die  ab.  La  relation  (c'c*a&)  —  -rL-  devient 


Il  suffira  donc,  pour  transformer  une  relation  homogène 
entre  CA  et  CB,  de  les  remplacer  par  leurs  projections 
sur  ab  (ou  sur  une  droite  quelconque),  faites  parallèle- 
ment à  ci. 


(>9«  ) 

JI  est  facile  de  déduire  de  eetle  façon,  de  toute  pro- 
priété métrique  de  la  circonférence,  une  propriété  ana- 
logue de  la  parabole. 

Exemple.  —  Étant  données  deux  paraboles  homothé- 
tiques,  si  par  le  centre  d'honiothétie  on  mène  une  sé- 
cante quelconque,  et  que  Fou  projette  sur  une  tangente 
commune ,  parallèlement  à  la  direction  des  axes,  les 
segments  compris  entre  le  centre  d'homothétie  et  deux 
points  anti homologues  situés  sur  cette  sécante,  le  pro- 
duit des  deux  projections  obtenues  est  constant. 

On  peut  obtenir  un  théorème  analogue  relatif  à  deux 
hyperboles  homothétiques  ;  seulement,  l'un  des  segments 
devra  èlre  projeté  suivant  une  parallèle  à  l'une  des 
asymptotes,  et  l'autre,  suivant  une  parallèle  à  l'autre 
asymptote. 

Remarque.  —  Le  produit  des  projections  d'une  lon- 
gueur sur  les  deux  asymptotes,  faites  suivant  des  paral- 
lèles à  ces  asymptotes,  représente,  à  un  facteur  constant 
près,  Taire  du  parallélogramme  ayant  cette  longueur 
pour  diagonale  et  ses  côtés  respectivement  parallèles  aux 
deux  asymptotes,  cette  aire  étant  affectée  d'un  signe 
convenable. 

Toute  relation  homogène  entre  les  longueurs  de 
certaines  lignes  droites  de  la  première  ligure  peut  donc 
être  transformée  en  une  relation  analogue  entre  les  aires 
des  parallélogrammes  ayant  pour  diagonales  les  lignes 
droites  correspondantes  de  la  deuxième  ligure,  et  leurs 
côtés  parallèles  aux  deux  asymptotes  de  l'hyperbole. 

Exemples.  —  Les  parallélogrammes  construits  sur 
deux  tangentes  issues  d'un  même  point  sont  équiva- 
lents. 

Soient  a,  b  les  extrémités  d'un  diamètre  d'une  hyper- 
bole, et  C  un  point  quelconque  de   cette  courbe  :  la 


(  *97  ) 
somme  algébrique  des  aires  des  parallélogrammes  con- 
struits sur  ca  et  cb  comme  diagonales  est  constante. 


[C21] 

SUR  UNE  FORMULE  DE  LA  THEORIE  GÉNÉRALE  DES  FONCTIONS 
M  PLUSIEURS  VARIABLES  ET  DE  L'INTÉGRATION  DES  DIF- 
FÉRENTIELLES TOTALES  (M, 

Pvn  M.  E.  JAGGI, 

Licencié  es  sciences  mathématiques. 


La  formule  que  nous  nous  proposons  de  démontrer 
pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables  est  l'analogue 
de  la  formule 

I  „,      ,        (s  —  xo)  dF(ar0)       (.r  — rfl)*  d*F(.r0) 

I  I  dx0  I.*'.  «il 

!  (y-Xo)n-x  d*-iFjarQ)         fT    rr  f  rd*V(x) 

i.-2...(«  — i)  "    dx»~*    '      JTo  Jt/'  Jt         ~dx» 

du  cas  d'une  seule  variable. 

On  ne  sait  actuellement  mettre  les  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  que  sous  forme  d'intégrales  multiples 
qui  ne  portent  pas  sur  leurs  propres  dérivées,  et  sous 
forme  d'intégrales  de  différentielles  totales,  pour  les- 
quelles on  ne  possède  pas  de  procédé  méthodique  d'in- 
tégration. 

Une  formule,  remplaçant  l'intégrale  de  différentielle 
totale,  ne  contenant  que  des  intégrales  simples  ou  mul- 


(*)  Extrait  d'un  Mémoire  sur  la  Théorie  générale  des  fonctions, 
présenté  par  l'auteur  à  l'Académie  des  Sciences,  en  i8<p. 
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tiples  ordinaires,  permettra  d'étendre  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables  les  théorèmes  que  la  forme  (i)  a  per- 
mis de  démontrer  pour  les  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. 

Soit  d'abord  une  fonction  de  deux  variables  que  nous 
supposerons  sans  points  critiques;  nous  écrirons 

F(27,^)=:F(a:o,7o) 

+  F(*,.ro)  —  F(ar0,ro) 

-h  F(*,.T)  -  F(*,7o)  -  [F(*PlijO  -  F(^0,7o)]- 
Nous  avons,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

F(^o)-F(Wo)=  f*ÔF(tey9)d*> 
F(w)-F(w„)  =  fdV{"yr)<y. 
F(r,r)  -F(x^„)  =  j*  d-Il?iZldy. 

F(^0,7)  -F^,,^,)^   C*Vl**r)dy.    . 
P(T,y)-F(x,y<>)-[F(x0,y)-F(xl>,y,)] 

et,  par  conséquent, 

F{x,y)  =  F{x0,y0) 

'xdF(x,yo)j_  ,     fràF(x„y) 


■S  ^«-f 


./T^gs?**. 


dy 


ùx  dy 

Pour  une  fonction  de  trois  variables  F(jc,y,  s),  on 


'!.' 
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trouvera  de  même,  au  moyen  des  formules  (i)  et  (2), 

PC*,**) 

Jr.        dx  Jy.         d* 

I  àz  f      J  àxôy  J 

En  général,  pour  une  fonction  de  n  variables,  on 
aura,  en  appelant  xl5  x2,  . . .,  x„  ces  n  variables  et  af , 
a2)  »j,  . . .,  a„  leurs  valeurs  initiales, 

=  F(*i>  aî»  •  •  •  >  a#i) 

^•Ax,    «A,    «A,  c^cte,^ 

""-"-/«,      X,      ""^  «tel  <**!...  d*,-! 

X  ^/a?i  cfcr2  •  •  •  dœn-\ 

X  rfa?i  ^Tj  • . .  ^r«-i  rfa?«. 

Dans  cette  formule,  le  premier  terme  est,  comme 
dans  la  formule  (1),  la  valeur  initiale  de  la  fonction;  le 
second  terme  est  la  somme  des  intégrales  des  n  dérivées 
premières  prises  par  rapport  aux  n  variables  respective- 
ment, les  variables  qui  ne  varient  pas  dans  ces  inté- 


(  3oo  ) 
grales  ayant  leurs  valeurs  initiales;  Je  troisième  terme 
est  la  somme  des  — - — ^— -  intégrales  doubles  portant  sur 

les  — dérivées  rectangles,  où  les  variables  par  rap- 
port auxquelles  on  intègre  varient  seules  et  où  les  autres 
variables  ont  leurs  valeurs  initiales. 

D'une  manière  générale,  cette  formule  se  compose 
de  la  valeur  initiale  de  la  fonction  et  des  intégrales 
pupic»  jes  dérivées  d'ordre  p  de  F(p=  1,2,  ...,//), 
chaque  dérivation  n'étant  faite  qu'une  fois  par  rapport 
à  la  môme  variable,  l'intégration  étant  faite  par  rap- 
port aux  variables  de  dérivation  et  les  autres  variables 
ayant  leurs  valeurs  initiales. 

Une  application  immédiate  de  cette  formule  est  l'in- 
tégration méthodique  des  différentielles  totales. 

La  différentielle  totale  d'ordre  un 


*-2 


— dp  (/>  =  !,*,  ...,/î) 


s'intègre  immédiatement  par  la  formule,  car  ayant  les 
n  dérivées  partielles  premières,  qui  sont  données  dans 
</F,  on  obtient  les  autres  dérivées  qui  entrent  dans  la 
formule  (4)  par  des  dérivations  successives  des  pre- 
mières. L'intégrale  de  dF  ne  contient  qu'une  arbitraire, 
F(a,,  a2,  . .  . ,  a„). 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'intégrer  la  différentielle 
totale  seconde 


d*F(aruxt,  ...,xn) 

dxpdxq. 


Y1  ^F(-**i.*î,  ...,  •**//») 


àmà  àxvÔTq 

On  ne  connaît  pas  alors  les  dérivées  premières,  mais 


(3o,  ) 

seulement  les  dérivées  secondes;  il  est  vrai  qu'on  peut 
trouver  les  dérivées  premières;  mais  nous  allons  trans- 
former la  formule  (4)  de  manière  qu'il  ne  soit  pas 
nécessaire  de  les  chercher. 
Prenons  d'abord  le  cas  de  deux  variables  : 

F{r,y)  =  F(xt,yt)+f^-I^ldx 

La  formule  (i)  donne 

JF(x,/t)  _  àF(x0,yt)        rr<nV(x.y„) 
dx         -         dxt         +  '      ~   -'-*        "-r' 


V,.      «* 


'>  Fjr„y)  _  à  F(r„y,)        f  d'F(.r0,,y) 
!  àr        ~         dy,        +J)o         dy*         y' 

et,  par  conséquent, 

P(r,y)  =  F(x0,yt)  +  (x  -x0)         ^     +  (y -y.)       ^ 


01  [ 

-f- 


Cette  formule  donne  une  intégration  méthodique  de 
la  différentielle  seconde  rf2F,  c'est-à-dire  permet  de 
trouver  la  fonction  F  lorsqu'on  connait  ses  trois  déri- 
vées secondes. 

On  voit  qu'il  y  a  trois  constantes  d'intégration 

-,  x       t)F(rr0,.ro)       àF(x0,yn) 


(3oa) 
Dans  le  cas  d'une  fonction  de  n  variables 

F(x1}xtf  ...,#„), 

dont  on  donne  la  différentielle  totale  seconde,  c'est- 
à-dire  toutes  les  dérivées  d'ordre  deux,  on  remplacera 
de  même  dans  la  formule  (  4  )  les  n  dérivées  premières  par 
leurs  valeurs  obtenues  en  fonction  des  dérivées  secondes 
au  moyen  de  la  formule  (i)  : 

dF(xuait  ...,a„) 


ÔXi 

TTÏ «"l- 

_ 


OoLi  Jai  AP? 


On  aura  ainsi  une  formule  donnant  F(«r<,  ...,#„) 

au  moyen  des  — — —  dérivées  données  et  de  dérivées 

qu'on  obtient  par  dérivations  successives  des  dérivées 
rectangles  données.  Les  constantes  arbitraires  dans  l'in- 
tégration indéfinie  sont  les  valeurs  initiales  de  la  fonc- 
tion et  de  ses  n  dérivées  premières;  leur  nombre  est 
donc  n  -+-  i . 

Supposons  maintenant  qu'on  donne  une  différentielle 
totale  d'ordre  trois,  c'est-à-dire  toutes  les  dérivées  d'ordre 
trois  d'une  fonction 

Nous  remplacerons  la  formule  (4)  par  une  formule 
ne  contenant  plus  que  les  dérivées  d'ordre  trois  données 
et  des  dérivées  d'ordre  supérieur  que  l'on  tire  des  déri- 
vées données  par  dérivations  successives;  nous  écrirons, 


(  3o3  ) 
au  moyen  de  la  formule  (  i  ), 

rf F^i» g! «j>-i>  xP,  g/M-i ,  . .  . ,  aw) 

dxp 
_  JFfci,  gt,  ...,Q  _^  g  —  *i  cPF(gi.  . ..,  ttp-i.^g^i,  ...,««) 
àoip-  i  d*ap 

rr    f*>à*F(au  ...,g^t)  xpy%p+u  ...,«»)  ^t 

et,  au  moyen  de  la  formule  (  2 ) , 

AFfi,. . . .,  a^-!,  j>,  g_n,  . . . ,  g7_t,  x<„  a7+l ,  . . . ,  %n 
àxpdxq 
_W{-lx ,3p,  ...,af/,  ...,gff) 

àZpàOLq 


(*'&*F(%l9   ...,*p,   ...,g7_lt  J7r/Tg7-H,    ■  ■■,«,)      . 

A,  J,f  dxpdx*  p      q 

(p>q  =  i,2>3,  •  ••,  «)• 

Remplaçant,  dans  la  formule  (4)?  les  dérivées  pre- 
mières et  secondes  par  ces  valeurs  ('),  on  n'aura  plus 
que  des  intégrales  multiples  portant  sur  les  dérivées 

(')  On  pourrait  écrire  aussi  : 

_^  »F(gf,...,«F *,,«„) 

.     frrà>F(<xt...,*l,-t,x,*p+1,. ..,«,.  ..,*„) 

^    /*>>^F(g|,...,^,  ..mVo^» «,)rf 

<*e  qui  diminue  le  nombre  des  intégrations  à  faire. 


(  3o4  ) 
troisièmes  données  et  des  dérivées  d'ordre  supérieur. 
Les  autres  termes  sont  : 

2,  w  x*F(g, «„)] 


2 


Il  y  a  donc     1+-4-  n  constantes  arbitraires 

dans  l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  totale  du 
troisième  ordre  d'une  fonction  de  n  variables  ;  ce  sont 
les  valeurs  initiales  de  la  fonction,  de  ses  n  dérivées 

premières  et  de  ses  — — —  dérivées  secondes. 

Par  l'exemple  précédent,  on  voit  que,  pour  intégrer 
une  différentielle  totale  d'ordre  m  quelconque,  on  aura 
à  remplacer  dans  la  formule  (4)  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  m  par  leurs  valeurs  calculées  de  proche  en 
proche  et  exprimées  au  moyen  des  dérivées  d'ordre  su- 
périeur ou  égal  à  m.  L'intégration  de  la  différentielle 
reviendra  alors  à  effectuer  les  intégrales  de  la  formule 
obtenue,  intégrales  d'ordre  m  ou  d'ordre  supérieur, 
portant  sur  les  dérivées  d'ordre  m  et  d'ordres  supé- 
rieurs. 

Les  constantes  arbitraires  de  l'intégrale  indéfinie  sont 
les  valeurs  initiales  de  la  fonction  et  de  «es  dérivées 
d'ordres  i ,  2,  . . . ,  m  —  i .  En  désignant  par  D£  le  nombre 
des  combinaisons  avec  répétition  de  n  objets  p  à  />,  le 
nombre  des  arbitraires  sera 

i  +  D»  +  D2-i-...H-Dï-i. 

La  formule  (4)  que  nous  avons  démontrée,  en  sup- 


(  3o5  ) 
posant  que  la  formule  (1)  était  applicable  à  la  fonction 
cl  à  ses  dérivées  lorsqu'une  seule  variable  varie,  est 
\raie  dans  tous  les  cas,  c'est-à-dire  lorsque  les  variables 
sont  réelles  ou  imaginaires  et  lorsque  la  fonction  a  ou 
n'a  pas  de  points  critiques;  la  supposition  que  nous 
avons  faite  peut  alors,  en  effet,  être  faite  également, 
sauf  certaines  restrictions  sur  le  chemin  suivi  par  chaque 
variable,  qui  demandent  une  étude  approfondie  des  va- 
leurs des  variables  qui  forment  des  systèmes  critiques 
pour  la  fonction. 

Si  Ton  énonce  le  théorème  de  Cauchy  sous  cette  forme, 
qui  donne  des  démonstrations  fort  simples  de  théorèmes 
importants  (tels  que  la  décomposition  d'une  fonction 
vu  facteurs  primaires  en  considérant  le  logarithme  de 
cette  fonction) ,  en  l'appliquant  non  seulement  aux 
pôles  de  la  dérivée,  mais  à  tous  les  points  critiques  de 
la  fonction  : 

L'intégrale  de  la  fonction  — ^—  ,  prise  le  long  d'un 

contour  fermé  renfermant  un  seul  point  critique  et  ne 
passant  par  aucun  point  critique  de  F(x),  donne,  au 
retour  de  la  variable  au  point  x  de  dé  part  y  la  diffé- 
rence au  point  x  des  valeurs  de  deux  des  fonctions  en 
lesquelles  se  décompose  F(x),  différence  qui  est  nulle 
au  point  critique  considéré . 

Ce  théorème,  qui  est  une  conséquence  de  l'identité 

rXdF(x)    , 
V(x)  —  V(To)=J      -j^1^' 

sous  certaines  conditions  de  continuité  de  variation  de 
la  variable  et  de  la  fonction,  peut  être  étendu,  par  le 
moyen  de  notre  formule,  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables;  car  notre  formule  fournit  une  intégration 
méthodique  de  la  différentielle  totale  et  donne,  parcon- 


(  3o6  ) 
séquent,  le  moyen  de  calculer  la  différence 

F(a?,,a?t,  ...,ar„)-F(a„a,,  ...,afl) 

et,  par  suite,  la  différence  des  valeurs  au  même  point 
(x{ ,  ar2,  - . . ,  xn)  de  deux  des  fonctions  en  lesquelles  se 
décompose  la  fonction  F. 

C'est  sous  ce  seul  point  de  vue,  croyons-nous,  que  le 
théorème  de  Cauchy  peut  être  étendu  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables  et  donner  pour  celles-ci  les  nom- 
breuses applications  qu'on  en  a  faites  dans  le  cas  d'une 
seule  variable,  telles  que,  par  exemple,  la  décomposi- 
tion d'une  fonction  en  un  produit  de  facteurs  pri- 
maires. 

Nous  nous  contentons  d'indiquer  dans  cette  Note  cette 
application  de  notre  formule,  et  cette  interprétation  du 
théorème  de  Cauchy,  car  leur  démonstration  exige,  au 
préalable,  une  étude  approfondie  des  systèmes  critiques 
des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

D'une  manière  générale,  notre  formule  est  destinée  à 
prendre,  dans  la  théorie  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables, la  place  que  prend  la  formule 


vdV(x) 

~~dir 

dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  seule  variable. 


F(x)r=F(x0)-hf  ^&-dx 


[Hlld]  [J4a] 
SUR  LA  CONVERGENCE  DES  SUBSTITUTIONS  UNIFORMES; 

Par  M.  E.-M.  LÉMERAY. 


On  sait  que  si  y  désigne  une  fonction  holomorphe 
ou  méromorphe,  la  substitution 

rfx 
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répétée  indéfiniment  fournit  une  suite  de  fonctions  y>, 
/2jt,  . . . ,  qui,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  prennent 
des  valeurs  pouvant  présenter  trois  cas  : 

i°  Elles  croissent  ou  décroissent  sans  limite. 

2°  Elles  tendent  vers  n  limites  distinctes   qui  sont 
racines  de  l'équation 

fnX  —  X  =  o, 

et  Ton  sait  qu'à  partir  d'un  nombre  suffisant  d'itéra- 
tions, la  période  de  convergence  est  n9  c'est-à-dire  que 
les  indices  d'itération  des  fonctions  qui  tendent  vers 
une  des  n  limites  suivent  une  progression  arithmétique 
dont  la  raison  est  n. 

3°  Ou  enfin  elles  tendent  vers  une  seule  limite  qui 
est  racine  de 

'i;  fx  —  x  =  o; 

c'est  le  cas  précédent  où  les  n  limites  sont  égales.  La 
convergence  peut  alors  avoir  pour  période  soit  un 
nombre  entier  m,  soit  l'unité.  Soit  a  un  point-racine 
de  l'équation  (i)  ;  on  sait  que  si  l'on  a  ( *  ) 

-(£;•<■• 

il  existe  autour  du  point  a  un  domaine  dans  lequel,  x 
étant  pris,  il  y  aura  convergence.  Je  me  propose  d'étu- 
dier le  cas  où  ce  module  est  égal  à  l'unité  ;  je  suppose 
que  la  valeur  x  =  a  n'a  d'autre  particularité  que  d'an- 
nuler la  fonction  fx  —  a:  et  quelques-unes  de  ses  déri- 
vées. Avant  d'étudier  le  cas  d'une  seule  limite,  il  faut 
faire  quelques  remarques  sur  le  cas  de  n  limites.  L'équa- 


(')  Kœnios,  Sur  certaines  équations  fonctionnelles  (Annales  de 
l'École  Normale  y  188^;  Supplément). 
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tiou 

fnx  —  x  =  o 

a  d'abord  pour  racines  celles  de  (i)  et,  en  général,  celles 
de  fmx —  x=o,  m  étant  un  diviseur  de  n\  elle  a 
aussi  des  racines  qui  lui  sont  propres  :  elles  sont  dites 
d'indice  n9  et  forment  des  groupes  de  racines  cohérentes. 
Telles  sont  les  racines  a,,  ou,  . .  .,  a„  satisfaisant  aux 
relations 

L'équation  peut  admettre  d'autres  racines  cohérentes 
d'indice  n,  [3,,  (32,  .  . .,  fî/0  satisfaisant  aux  mêmes  rela- 
tions. Elles  sont  toutes  distinctes  des  précédentes  ou 
elles  leur  sont  égales.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on 

ait 

p.  =  a  p  =  p7         et         a^_,  $  (3,,+,  : 

ou  en  tirerait 

v»-i=/n,      Pflf-i-i  =  y**  ; 

la  fonction  /admettrait  plus  d'une  détermination  pour 
une  même  valeur  de  la  variante,  ce  qui  est  contraire  à 
noire  hypothèse.  Pour  la  môme  raison,  si,  dans  un 
groupe  de  racines  cohérentes,  il  y  en  a  p  égales  entre 
elles,  les  autres  seront  aussi  égales/;  à  p,  et  le  groupe 

sera  en  réalité  un  groupe  de  -  racines  cohérentes,  ré- 
pété p  fois,  de  l'équation 

n 
fPX —  X  =  O, 

et  réciproquement.  Si,  en  particulier,  l'une  des  racines 
est  égale  à  a  racine  àefx —  x  =  o,  il  en  sera  de  même 
pour  toutes  les  autres. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  la  dérivée  de  la 
fonction  donnée   prend,   au  point  racine,  une  valeur 


(  3o9  ) 

dont  le  module  est  i,   et  l'argument ->  A  et  n  étant 

premiers  entre  eux-,  on  a  toujours,  comme  l'on  sait, 
(dfPx\     =  /d/x\P 

\      dx     /„  \    dx  )  a 

Désignons  généralement  par  y  y.  la  fonction  f*x,  et 
écrivons  la  suite  des  différentes  itératives,  en  plaçant 
sur  une  même  ligne  celles  qui  admettent  au  point-ra- 
cine des  dérivées  égales;  on  obtient  le  Tableau  suivant 


jt(ou^o) 

yn 

y%n    - 

yqn. 

yi 

yn+\ 

...    . 

yqn+1 

y* 

yn-\ 

ytn-l 

... 

•  '     yiq+l)n-l 

l'ensemble  de  toutes  les  colonnes  donne  la  suite  de 
toutes  les  itératives  et  les  fonctions  formant  la  (h  +  iYx*me 
ligne  ont  pour  dérivée  au  point-racine 

e   n  . 

Les  termes  d'une  même  colonne  sont  liés  entre  eux 
par  les  relations 

Par  suite  si,  pour  une  valeur  donnée  de  je,  les  va- 
leurs des  termes  d'une  même  ligne  tendent  vers  une 
limite  unique,  il  en  sera  de  même  pour  les  autres 
lignes;  on  aura 

yqn+\  =/Xur+t)«-J  î 

les  relations  ci-dessus  formeront  un  cycle   fermé,   et 
l'ensemble  des  n  limites  constituera  un  groupe  de  ra- 
cines cohérentes. 
Si,  en  particulier,  une  de  ces  limites  est  a,  il  en  sera 
Ann.  de  Mathémat.yl*  série,  t.  \VI.  (Juillet  1897.)  20 


(  3.o) 
de  même  des  autres  et  l'ensemble  convergera  vers  a.  11 
nous  suffit  donc  de  chercher  sous  quelles  conditions  les 
termes  d'une  quelconque  des  lignes  convergeront  vers  a. 

Parmi  les  lignes  du  Tableau  ci-dessus,  je  choisirai  la 
première  dont  les  termes  jouissent  de  la  propriété  sui- 
vante : 

Si,  en  un  point-racine  de  l'équation/lr —  .r  =  o,  la  dé- 
rivée -^-  a   une  valeur  de   module    i    et  d'argument 


dx 
iki: 


n 


k  et  n  étant  premiers  entre  eux,  les  n  premières 

dérivées  de  la  fonction  fnx  —  x  au  même  point  seront 
nulles,  quelles  que  soient  les  dérivées  de  la  fonction  fx 
pourvu  qu'elles  ne  soient   pas   infinies.    Il  en  sera  de 

même  pour/2" .r,/3 "x, 

En  effet,  pour  la  dérivée  première,  on  a 


fdf(*)\   =a'-T=<Fï  =  I. 


En  ce  qui  concerne  les  autres  dérivées,  je  me  repor- 
terai aux  formules  données  par  M.  Korkine  (  '  ).  Comme 
1  on  a,  par  définition, 

en  posant 

!  =  •  /'  =  » 


/=» 


ou 


„  \    dx~î)a  ^  \      dxJ     )é 

«,= T} ,  *y  = J{ 


(')  Sur  un  problême  d'interpolation  (Bulletin  des  Se.  math., 
1882;  V  Partie)  Je  suis  obligé  de  modifier  légèrement  les  notations 
de  l'auteur. 


(3..   )    • 
L  équation  (a)  peut  s'écrire 

En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de 
x  — a  dans  les  deux  membres,  on  a  des  équations  qui 
permettent  de  déterminer  a2,  as,  ...,  et  en  tenant 
compte  de  ce  que  af  est  égal  à  «",  ces  coefiieients  s'ex- 
priment en  fonction  de  n.  Je  ne  rappellerai  pas  ces  for- 
mules; pour  ce  qui  suit,  il  suffit  de  remarquer  que  cha- 
cun de  ces  coefficients  csl  de  la  forme 


*'.), .  =  SW(a'{  —  i) 


S  représentant  une  somme  finie  de  termes  dans  les- 
quels T  est  un  monôme  en  <?(,  rta,  .  . . ,  ap,  l'exposant 
de  plusieurs  de  ces  facteurs  pouvant  être  nul  ;  V  un  po- 
lynôme en  a";  Q  un  produit  de  facteurs  binômes  de  la 
forme  aS —  i,  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre 
q  étant  p  —  i .  Cela  posé,  et  dans  l'hypothèse 


toutes  les  fois  que  dans  l'expression  de  a"'\  l'indice  de 
dérivation/?  sera  non  supérieur  à  l'indice  d'itération  n, 
aucun  des  binômes  dont  le  produit  est  Q  ne  sera  nul, 
car  le  premier  qui  puisse  s'annuler,  savoir  a"  —  i,  n'y 
figure  pas.  Quant  au  facteur  a"  —  i ,  il  est  nul  ;  chacun 
des  termes  de  la  somme  est  donc  nul   (*),   ce  qui  dé- 


(')  Si  Ton  considère  la  dérhêc  (n  -f- I)î*aM,,  elle  se  présente  sous 
la  forme  -;  sa  vraie  valeur,  que  l'on  aurait  facilement,  ne  sera  nulle 
|ue  s'il  existe  certaines  relations  entre  les  coefficients  a  ,  «,,  . .  . 


•       (3i2    ) 

montre  la  proposition.  On  a  donc 

yn-  a  =  x-a  +  {^ly  (*    -  g)"-1-*--  -  • , 

où  A/l+i  désigne  la  valeur,  au  point-racine,  de  la  dérivée 
(/*  +  i)ii,me  de>v  On  aura  aussi,  en  général, 

y(q+l)H  -  ci  =yttn.  -  a  -f-  J/^ly  OV*  —  ")"+*  +  •  •  •  • 

Pour  qu'il  y  ait  convergence,  il  faut  que  si  u  est  Paf- 
fixe  d'une  itérative  de  la  fonction  /"a:,  supposé  à  une 
distance  infiniment  petite  p  du  point  a,  l'affixe  uh  delà 
fonction  itérative  suivante  soit  à  une  distance  p(  de  a 
plus  petite  que  p  ;  autrement  dit  que  l'on  ait 

ç— , 

s  pouvant  être  infiniment  petit  mais  positif.    Par  suite, 
si  l'on  pose 

on  aura 

et  il  faudra  avoir 

mod  [pe^vOT^.    KP'l+\    ciw-M«+i)Q]Vrî]  <  p 
Lr  ^/i-t-i)!  j  ^  r> 

ce  qui  devient,  eu  négligeant  les  puissances  supérieures 

de?, 

Rp* 

I  -|_2t *-— r  COS(u)-h  «0)<  1, 

(ft  +  i)!        v  ' 

ou 

cosfco  -4-/1O)  <  o. 

Ainsi,  il  faudra  qu'à  partir  d'une  valeur  suffisamment 


(  3i3  ) 
grande  de  l'indice  d'itération,  on  ait  constaiiiiiieiil 


( 

2A-4- 

3);- 

W 

n 

Ar 
n 

3-- 
/1 

-  U) 

/1 

(aA  +  i) 


>0> 


À  T.  1 

>0> 1 

/*  /t 


Par  conséquent,  à  une  distance  infiniment  petite  de  a, 
le  domaine  de  convergence  sera  composé  d'un  secteur 

S,  d'amplitude  —  >  compris  entre  les  demi-droites  *iL, 


Fig.  r. 


Ct , 


ah' faisant  avec  Taxe  réel,  les  angles 

ainsi  que  des  n  —  1  secteurs  obtenus  en  faisant  tourner 

le  secteur  S  des  angles  —  >  2  — ,  •  •  •  (n  —  1)  — *•    Entre 

deux  secteurs  de  convergence  consécutifs,  il  existe  un 

secteur  de  même  amplitude  -  dans  lequel  6  ne  doit  pas 

être  pris.  On  voit  aussi  qu'à  tout  secteur  de  conver- 
gence correspond  un  secteur  opposé  par  le  sommet  qui 
sera  secteur  de  convergence  ou  non  suivant  que  n  est 
pair  ou  impair.  Si  l'on  sait  inverser  la  fonction  fx,  les 
secteurs  de  divergence  de  la  substitution  (x,fftx)  se- 
ront secteurs  de  convergence  de  (jr,/".r);  mais  f~"x 


(3.4) 
admettant,  en  général,  plusieurs  déterminations,  on 
n'aura  convergence  vers  a  que  si  l'on  choisit,  parmi  ces 
déterminations,  celle  qui  se  trouvera  dans  le  domaine 
de  a.  Considérons  maintenant,  non  plus  la  substitution 
(x7  fnx)  mais  toute  autre  substitution   (.r,  //,+vx); 

si  8  est  un  angle  limite  pour  la  première  0  -\ sera  un 

angle  limite  pour  la  seconde;  par  suite,  tout  secteur  de 
convergence  pour/Vi.r,  l'est  aussi  pour/*w+v.r,  et  fina- 
lement/a:. On  arrive  ainsi  à  ce  résultat  remarquable  : 
quand  le  module  de  la  dérivée  est  plus  petit  que  i,  la 
surface  entière  du  cercle  inGuimeiit  petit  décrit  autour 
de  a  comme  centre  donne  convergence  pour  la  substi- 
tution directe  et  divergence  pour  la  substitution  inverse; 
quand  le  module  est  égal  à  i ,  une  moitié  de  la  surface 
du  cercle  donne  convergence  pour  la  substitution  di- 
recte, divergence  pour  la  substitution  inverse,  l1  autre 
moitié  produit  l'effet  contraire;  enfin,  quand  le  module; 
est  plus  grand  que  i,  la  surface  entière  du  cercle  donne 
divergence  pour  la  substitution  directe,  convergence 
pour  la  substitution  inverse:  à  cause  des  détermina- 
tions multiples  de  la  fonction  inverse,  la  convergence 
par  la  substitution  correspondante  sera  d'une  applica- 
tion délicate. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  comparer  les  résultats  ci- 
dessus  avec  ceux  qu'on  obtient  directement  en  considé- 
rant le  cas  où  la  racine  est  réelle  ainsi  que  les  dérivées 
f{n)a.  Supposons  la  dérivée  première  égale  à  i  au 
point-racine  et  la  dérivée  seconde  différente  de  zéro 
(fig.  2  et  3). 

Le  chemin  brisé  rectangulaire,  dont  les  sommets  sont 
alternativement  sur  la  courbe  y  =fx  et  sur  la  droite 
y=- x  et  parcouru  de  telle  sorte  qu'on  aille  de  la 
courbe  à   la  droite  par  une  parallèle  à  Ox,  représente 
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par  les  ordonnées  des  points  j,  2,  3,  .• .   ie»  valeurs 

des  itératives  successives,  la  valeur  initiale  étant  x\  on 

a,  en  effet, 

Ordonnée  de  1  =fx. 

Ordonnée  de  2  =/( ordonnée  de  1)  =  /*.r. 


Pour  que  les  valeurs  de  ces  ordonnées  convergent 
vers  a,  il  faut  que,  si  Ta  courbe  a  ses  ordonnées  supé- 
rieures à  celles  de  la  bissectrice  des  axes,  le  point  de 
départ  soit  situé  à  gauche  de  a  (Jig-  2).  Dans  le  cas 


Fig.  a. 


Fig.  3. 


y/ty 


y-v 


contraire,  il  devra  être  pris  à  droite  de  ce  point  (Jig-  o)  ; 
par  conséquent,  les  différences  fx  —  r,  et  x  —  a  doi- 
vent avoir  des  signes  contraires,  ce  qui  revient  à  la  con- 
dition 

fx —  x 


o, 


comme  on  peut  écrire 

fx  =  x-hfa 
on  devra  avoir 


(x-a)* 


fa(x  —  a)<o: 

ce  qui  n'est,  comme  on  peut  le  vérifier,  qu'une  consé- 
quence de  la  condition  générale  cos(w  4-  n§)  <  o. 
Si  la  dérivée  première  fa  est  égale  à  —  1  (Jig.  4  et  5), 
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on  voit  que  les  valeurs  des  ordonnées  des  points  i ,  3, 
5,  . . . ,  2,  4?  6,    ...    convergeront  vers  a,  si  le  rayon 


Fig. 


Fig.  5. 


de  courbure  r  décroît  quand  on  passe  au  point  de  con- 
tact; on  doit  donc  avoir 

(£).<- 

ce  qui,  après  réduction,  équivaut  à 

3(/ra)«+a/-(a)>o; 

c'est  la  condition  à  laquelle  on  arrive  encore  en  écri- 
vant qu'à  gauche  du  point  de  contact  f*x  est  plus 
grande  que  x,  et  qu'à  droite  f*x  est  plus  petite  que  x\ 
autrement  dit,  que  l'on  a 

f  *  x  —  x 


En  eilet,  on  peut  écrire 


Or  J"2x  =ffx,  par  suite 


df%x  _  dftx  dfx 
dx  dfx     dx 


v.\ 


d\f*r  _  dp.r  d*fx    (    d\f*jr  (  dfx\*  u 
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pour  x  =  a,  on  a 

on  a,  par  conséquent, 

Œ?).-™-      (^).-y.*/-.-.. 

On  vérifie  ainsi  que  la  dérivée  seconde  de  la  fonction 
px  s'annule  pour  x  =  a. 

Pour  la  dérivée  troisième,  on  a 

d*f*x  _  d*fx  df*x 
dz*     ~~    dx3     dfx 

d*f*x  d*fx  dfx       d\f*x  (dfxy 

dfx1     dx*      dx   ~r~    dfx%    \  dx  } 

et,  pour  x  =  a,  il  viendra 
nous  aurons  donc 

et  la  condition 

x  —  a 
deviendra  bien 

[-jfa-  3(/'<ï)*l(;r  — a)»<o     ou     •*/"'  a  -+■  3(  fa)*>  o; 

elle  rentre  encore  dans  la  condition  générale. 

Considérons  maintenant  les  cas  où  la  première  déri- 
vée qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  a  est  d'ordre  quel- 
conque. Si  elle  est  d'ordre  pair  (Jtg-  2  et  3),  il  y  aura 
convergence  soit  à  droite  de  «,  soit  à  gauche.  Si  elle  est 
d'ordre  impair  (Jtg.  6  et  7)  elle  peut  être  négative 
(fig.  6)  et  la  substitution  (x,  fx)  sera  convergente  à 
droite  de  a  et  aussi  à  gauche.    D'après  l'anal*  se  gêné- 
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raie,  on  trouve  en  effet  deux  secteurs  de  convergence 
opposés  par  le  sommet  et  comprenant  les  directions 
8  =  0  et  8  =  tz.  Quand  la  dérivée  considérée  est  posi- 
tive (f*g-  7)  le  graphique  montre  qu'il  y  a  divergence, 
Fig.  6.  Fig.  7. 


que  x  soit  plus  grand  que  a,  ou  qu'il  soit  plus  petit.  Eu 
effet,  les  secteurs  de  convergence,  encore  opposés  par  le 
sommet,  ne  comprennent  ni  l'un,  ni  l'autre  les  direc- 
tions 8  =  0  et  8  2=  tz.  On  ne  pourra  donc  converger 
vers  a,  par  la  substitution  directe,  qu'en  partant  de  va- 
leurs imaginaires  de  x  convenablement  choisies.  Soit, 
par  exemple, 

fx  =  x  -h  (a-  —  a)3; 

il  y  a  deux  secteurs  de  convergence  de  £  à  -^  et  de  -^ 

4       4  4 


On    pourra    faire,   par  exemple,    8  =  -«    En    effet, 

5^  , 

soit  x  —  a  =  pe*       =  p  \/ —  1 .  On  aura 

Si  p  est  très  petit,  compris  par  suite  entre  oet  1,  il 
y  aura  convergence,  car  le  module  p<  =  p  —  p3  de 
fx  —  a  est  plus  petit  que  le  module  p  de  x  —  a. 

A  distance  finie  de  «,  les  secteurs  de  convergence 
sont  limités  par  des  courbes  tangentes  en  a  aux  droites 
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limites.  Quant  au  rayon  de  convergence,  il  dépendra 
de  la  fonction  donnée  et  devra  être  étudié  dans  chaque 
cas  particulier;  il  est  clair  que  le  domaine  ainsi  défini 
ne  devra  contenir  aucune  autre  racine  soit  de  l'équa- 
ûonfx  —  x  =  o,  soit  de  toute  autre  équation 
fpx  —  x  —  o. 

Si,  par  exemple,  une  fonction  satisfait  à  l'équation  fonc- 
tionnelle 

(3)  çp'w x  --  x  =  o, 

et  si  a  désigne  une  racine  de  l'équation 

OX  —  X  =  o, 

le  domaine  de  convergence  autour  de  a  sera  d'un  rayon 
infiniment  petit,  car  si  près  qu'on  se  place  de  a  on  ren- 
contrera, avant  d'y  arriver,  une  infinité  de  racines  de 
1  équation  (3)  :  il  ne  peut  donc  y  avoir  convergence. 


[08b] 

NOTE  SDR  LIS  DÉPLACEMENTS  DUNE  FIGURE  INVARIABLE; 

Par   M.  A.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Je  me  propose  d'indiquer  une  méthode  simple  et 
uniforme  pour  démontrer  le  théorème  fondamental  sui- 
tes déplacements  finis  d'une  figure  dans  un  plan  ou 
d'un  solide  dans  l'espace  :  elle  repose  sur  une  consi- 
dération analogue  à  celle  dont  se  sert  M.  Kœnigs  pour 
établir  le  caractère  du  déplacement  élémentaire  d'un 
solide.  J'ajouterai  quelques  remarques  se  rapportant  à 
Tune  des  propriétés  caractéristiques  de  l'hélice. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'amener  une  figure 
plane  F  d'une  position   donnée  à  un  autre  dans  son 
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plan  :  il  suffit,  comme  on  sait,  d'amener  deux  de  ses 
points  dans  la  position  qu'ils  doivent  occuper.  Prenons 
arbitrairement  le  premier  de  ces  points  et  soient  A,  B 
ses  positions  initiale  et  finale  dans  le  plan  fixe  :  pour 
second  point,  je  choisis  celui  qui  se  trouve  d'abord  en 
B  et  qui  doit  venir  en  un  point  C  toujours  bien  déter- 
miné :  les  droites  AB?  BC  sont  nécessairement  égales. 
Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  passant  par  les 
points  A,  B,  C  :  il  est  clair  qu'en  faisant  tourner  le 
triangle  OAB  autour  du  centre  O,  on  peut  l'amener  en 
coïncidence  avec  son  égal  OBC,  entraînant  la  figure  à 
déplacer.  Si  les  points  A,  B,  G  étaient  en  ligne  droite, 
ce  serait  par  une  translation  AB  qu'on  pourrait  réaliser 
le  déplacement  donné  de  F. 

Un  raisonnement  analogue  montrerait  qu'une  rota- 
tion suffit  pour  imprimer  un  déplacement  donné  à  une 
figure  sur  une  sphère. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  donner  un  dé- 
placement déterminé  à  un  solide  S  :  soient  dans  l'espace 
A,  B  les  positions  que  doit  prendre  successivement  un 
de  ses  points  choisi  arbitrairement;  le  point  qui  se 
trouve  d'abord  en  B  devra  venir  en  un  point  C  qu'on 
doit  regarder  comme  connu;  de  même  le  point  situé 
d'abord  en  C  occupera  une  position  D  quand  S  sera 
dans  sa  seconde  position.  Il  suffirait  d'amener  les  trois 
points  considérés  des  positions  A,  B,  C  en  B,  C,  D 
pour  donner  à  S  le  déplacement  voulu.  Il  y  a  néces- 
sairement égalité  entre  les  droites  AB,  BC,  CD,  comme 
entre  les  angles  ABC,  BCD.  Soient  PQ  la  perpendicu- 
laire commune  aux  bissectrices  BB',  CC  de  ces  angles 
ci  pabcd  la  projection  de  la  figure  PQABCD  sur  un 
plan  normal  à  PQ  en  son  milieu.  Les  angles  pbc,  pcb 
sont  égaux  comme  mesura  ni  des  dièdres  homologues 
dans  les  triedres  BPC6,  CQBc  dont  les  faces  sont  res- 
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pectivement  égales;  donc/76  est  égal  à  pc.  D'autre  pari, 
PB  étant  perpendiculaire  au  milieu  de  AC,  pb  Test  au 
milieu  de  oc,  pa  est  égal  à  pc  et  les  projections  de  BA 
et  de  BC  sur  la  direction  de  PQ  sont  égales;  la  projec- 
tion de  CD  aura  aussi  la  môme  grandeur  et  pb  est  égal 
à  pd.  De  ce  qui  précède,   il  résulte  que  les  points  A, 

B,  C,  D  sont  situés  sur  un  cylindre  de  révolution  au- 
tour de  PQ  et  même  sur  une  hélice  tracée  sur  ce  cy- 
lindre :  il  suffit  de  faire  glisser  le  long  de  cette  courbe 
les  trois  points  considérés  pour  qu'ils  passent  de  A,  6, 
Cen  B,  C,  D,  entraînant  S  dans  leur  mouvement  héli- 
coïdal. Par  les  points  A,  B,  C,  D  on  pourrait  faire  pas- 
ser une  infinité  d'hélices,  mais  on  se  borne  à  celle  dont 
Tare  AB  est  moindre  qu'une  spire.  Si  les  quatre  points 
étaient  en  ligne  droite,  on  pourrait  obtenir  le  déplace- 
ment de  S  en  le  faisant  glisser  le  long  de  A  B  et  tourner 
autour  de  cette  droite  :  c'est  toujours  un  mouvement 
hélicoïdal. 

Outre  les  trois  points  situés  primitivement  en  A,  B, 

C,  nous  en  pourrions  prendre  dans  S  une  série  d'autres, 
choisis  d'une  manière  analogue  :  celui  qui,  d'abord  si- 
tué en  D,  doit  passer  en  un  point  déterminé  E,  celui 
qui  part  de  E  et  ainsi  de  suite;  on  formerait  une  ligne 
brisée  qui,  de  la  position  ABC  DE.  .  .G  passerait  en 
BCDE. .  .GII.  Non  seulement  les  côtés  et  les  angles 
doivent  être  égaux,  mais  aussi  les  dièdres  BCÀD, 
CDBE,  ...  ;  une  telle  ligne  peut  être  appelée  ligne  bri- 
sée régulière  gauche  à  torsion  constante.  On  voit  aisé- 
ment que  les  droites  CB,  CD,  les  plans  CBA,  CDE, 
enfin  les  bissectrices  BB',  DD*  sont  symétriques  par  rap- 
port à  CC;  la  perpendiculaire  commune  à  CC  et  à  DD' 
est  dans  le  prolongement  de  PQ,  et  l'hélice  que  nous 
avons  vue  passer  par  A,  B,  C,  I)  passe  par  E  et,  de 
proche  en  proche,  par  tous  les  sommets  de  la  ligne  bri- 
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sée.    En   supposant  les  côtes  infiniment  nombreux  et 
infiniment  petits,  cette  ligne  deviendrait  une  courbe  à 
courbure  et  à  torsion  constantes,  qui  ne  différerait  pas 
d'une  hélice. 

J'établirai  enfin  deux  relations  simples  entre  les  élé- 
ments de  la  figure  PQABCD.  Soient  M  le  milieu  de  BC, 
a  la  longueur  MC,  1 8o°  —  2  a  l'angle  BCD,  2  ^  le  dièdre 
BCAD,  0  l'angle  de  BC  avec  PQ,  R  le  rayon  du  cy- 
lindre contenant  les  points  A,  B,  C,  D.  Si,  dans  le  plan 
BCD,  je  mène  à  MC  une  perpendiculaire  MO  qui  ren- 
contre CC  au  point  O,  j'aurai 

MO  =  a  cota,         CO  =  -^-  . 
sina 

Supposons  PQ  vertical  ri  projetons  sur  un  plan  ver- 
tical, parallèle  à  BC  :  MC  se  projette  en  vraie  grandeur 
suivant  mV;  la  bissectrice  CQO  a  sa  projection  c'  q'o1 
horizontale;  enfin,  la  projection  m'o'  de  MO  est  per- 
pendiculaire sur  m'c'.  Le  dièdre  BCOm',  moitié  de 
BCAD,  a  pour  mesure  l'angle  de  MO  avec  la  perpendi- 
culaire Mm'  au  plan  vertical,  et  l'on  a 

m' o'  =  MO  sin  p  =  a  cota  sin  p  ; 

or,  dans  le  triangle  m'ofc\  l'angle  o'  est  égal  à  0  et  ni!  o1 
à  a  col  9  :  on  a  donc 

colO  =  cot  a  sin  p. 

Quant  à  R  ou  CQ,  son  rapport  avec  CO  est  égal  à 
celui  de  leurs  projections  et  l'on  a,  sans  difficulté, 

R  =  CO^  =  -A-sin*0. 
c  o         sina 

Si  l'on  passe  au  cas  limite  de  l'hélice,  les  deux  der- 
nières formules  conduisent  aux  deux  relations  bien  con- 
nues 

cotO=  5,  R  =psin*G. 


(  Sïi  ) 

[R8c?] 
SU  LA  STAIILITÉ  DUKE  TOUPIE  OUI  DORT  (SLEEPING); 

Résumé  d'une  Conférence  faile    devant   la   Société  mathématique 

américaine 

à  la  réunion  de  Princeton,  le  17  octobre  1896, 

Par  M.  Félix  KLEIN. 


(Bulletin  0/  the  american  mathematical  Society ,  iA  séries, 
Vol.  IIIr  n°  4*  P-  129-132.  New- York,  janvier  189;.) 


Traduit  par  M.  L.  LAUGEL. 


Dans  les  quatre  Conférences  (')  de  la  première  par- 
lie  de  la  semaine,  je  me  suis  efforcé  de  simplifier  le» 
formules  relatives  au  mouvement  de  la  toupie,  en  pro- 
fi tant  des  méthodes  de  la  théorie  moderne  des  fonctions. 
En  traitant  ce  problème  j'ai  été  surtout  influencé  par 
cette  considération  qu'il  est  désirable  de  renforcer  des 
deux  parts  les  relations  entre  les  Mathématiques  pures 
et  la  Mécanique. 

Je  vais,  aujourd'hui,  considérer,  au  même  point  de 
vue,  une  question  beaucoup  plus  élémentaire,  mais  qui, 
précisément  pour  cette  raison,  servira  de  type  pour 
nombre  de  problèmes  de  ce  genre;  c'est  le  problème 
relatif  à  la  stabilité  d'une  toupie  animée  d'un  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  axe  dirigé  en  l'air  verti- 
calement. Nous  supposerons  le  point  de  support  fixe. 


(l)  Quatre  Conférences  «  Sur  la  Théorie  de  la  Toupie  »,  faites  par 
M.  Klein,  à  l'invitation  de  l'Université  de  Princeton,  à  l'occasion  de 
«on  i5©-  anniversaire. 
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S'il  était  mobile  sur  un  plan  horizontal,   les  formules 
seraient  un  peu  plus  compliquées,  mais  le  résultat  final 
serait  tout  pareil  à  celui  dans  le  cas  spécial. 

Lorsque  la  rotation  est  très  rapide  la  toupie  se  com- 
porte comme  si  Taxe  était  maintenu  fixe  par  une  force 
spéciale.  Cette  idée  a  été  employée  par  Foucault,  par 
exemple,  en  1 85 1  ;  mais  regarder  cette  idée  comme 
étant  un  principe  de  Mécanique  indépendant  est,  cela 
va  sans  dire,  une  absurdité. 

La  méthode  habituelle  au  moyen  de  laquelle  on  at- 
taque le  problème  est  celle  des  petites  oscillations. 
Soient  x,  y  les  coordonnées  horizontales  du  point  de 
support  de  la  toupie,  n  la  vitesse  de  rotation  et  P  le 
moment  du  poids  de  la  toupie;  alors,  en  négligeant  les 
puissances  supérieures  de  x  et  y}  nous  obtenons  les 
équations  différentielles  linéaires  homogènes  suivantes 
à  coefficients  constants 

x"  ->r-  ny' —  V  x  —  o, 
y" '—  nx —  Py  —  o. 

Dans  ces  équations,  les  termes  en  xf  et  y'  sont  dits 
les  termes  gyroscopiques .  Les  solutions  des  équations 
renferment  l'exposant  caractéristique 

Relativement  à  la  forme  de  cet  exposant,  Ton  dis- 
tingue d'habitude  deux  cas  :  le  cas  stable,  ri1  >4P>  et 
le  cas  instable  n2^4P  J  Voxx  conclut  alors  de  la  discus- 
sion que,  dans  le  premier  cas,  ont  lieu  actuellement  des 
oscillations  autour  de  la  position  d'équilibre,  tandis  que, 
dans  le  second,  Taxe  s'écarte  indéfiniment  de  la  position 
d'équilibre. 


(  3^5  ) 
Dans  le  cas  stable,  nous  obtenons 


ni      .    à  /n*-.\\>  t 

a  cos  — .  sin  I  / ; t. 

i  V  4 


nt 
y  =  asin  — •  sin 

où  a  est  une  constante  d'intégration. 

Je  conserverai  les  désignations  stable  et  instable  pour 
les  cas  respectifs  h1  ]>  4  P  et  n*  $  4  P>  et  j'examinerai 
si  le  mouvement  correspond  véritablement  à  l'acception 
habituelle  que  Ton  donne  à  ces  mots. 

Dès  le  début,  cette  méthode  des  petites  oscillations 
prête  à  une  critique  sévère.  Dans  le  cas  dit  instable, 
elle  est  en  contradiction  directe  avec  elle-même,  car  les 
quantités  qui,  dans  la  formation  de  l'équation  diffé- 
rentielle, sont  supposées  être  petites,  deviennent 
grandes  après  l'intégration  de  l'équation.  Par  consé- 
quent, il  n'y  a  absolument  aucune  raison  pour  regarder 
les  résultats  comme  étant  une  approximation  des  condi- 
tions véritables.  Et  dans  le  cas  stable  même,  la  méthode 
ne  repose  pas  sur  une  base  solide. 

M.  Poincaré,  dans  les  questions  correspondantes  du 
domaine  de  l' Astronomie,  pousse  les  développements  en 
séries  jusqu'aux  ternies  plus  élevés.  Mais,  même  si 
nous  admettons  que  les  séries  soient  convergentes,  leur 
région  de  convergence  s'étend  «elle  suffisamment  pour 
que  l'on  puisse  de  ces  séries  déduire  le  véritable  carac- 
tère du  mouvement?  Dans  le  cas  de  la  toupie,  nous 
n'avons  pas  à  nous  préoccuper  de  la  discussion  labo- 
rieuse de  cette  question,  car  l'intégration  complète  peut 
être  effectuée  sous  forme  explicite. 

Je  propose  de  traiter  le  problème  de  la  manière  sui- 
vante. Pour  simplifier  nous  supposerons  que  les  mo- 
ments d'inertie  de  la  toupie   par   rapport   à  ces  axes 
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(  3*6  ) 
principaux  sont  égaux  à  i.  L'axe  étant  primitiv  émeut 
vertical,   soient  3f  et  W  les  angles  polaires   à  l'instant 
quelconque  *,  et  soit  cos3r  =  m. 

Les  formules  d'intégration  sont  alors 


J  /U  J  (u 


■i)|/U 
où 

U=-;.(a-i)[/i»+(Pa-Ai)(»  +  i)]. 

L'extrémité  supérieure  de  Taxe  (Y apex  de  la  tou- 
pie) décrit  dans  tous  les  cas,  sur  la  surface  de  la  sphère 
circonscrite,  une  rosace  formée  par  un  nombre  de 
boucles  congruentes.  Il  en  est  encore  ainsi  lorsque 
n  =  o,  une  boucle  étant  alors  identique  â  un  grand 
cercle  de  la  sphère.  Notre  attention  se  porte  alors  sur 
cette  question  centrale  :  quelle  est  la  longueur  de  ces 
boucles,  c'est-à-dire  jusqu'à  quelle  valeur  la  quantité 
u  =  e  diminue-t-elle,  en  partant  de  la  valeur  a  =  i. 
Ici  u  =  e  est  celte  racine  de  U  =  o,  qui  est  comprise 
entre  m  =  -f- 1  et  u  =  —  1 .  Pour  obtenir,  d'autre  part, 
la  largeur  des  boucles,  il  serait  nécessaire  de  faire  la 
discussion  de  l'intégrale  W. 

Si  nous  introduisons  la  lettre  v  pour  désigner,  lorsque 

u  =  i,  la  vitesse  angulaire  -r-  de    Taxe    de   la    toupie, 

cette  vitesse  étant  égale  à  la  mesure  de  l'impulsion  la- 
térale, par  l'effet  de  laquelle  l'axe  est  écarté  de  la  posi- 
tion verticale,  nous  tirons  de  U  =  o,   en   écrivant  e  au 

lieu  de  u, 

(jî=  (i^e)[;i'-ttP(g-4-i)] 
e  -+- 1 

Lorsque  e  et  u  désignent  des  coordonnées  rectangu- 
laires, cette  équation,  interprétée  comme  il  convient, 
représente  une  cubique  plane,  symétrique  par  rapport 
à  Taxe  des  <?,  ayant  au  point  e  =  t  ,  v  =  o,  une  tangente 
verticale,  et  ayant  la  droite  e  -h  i  =  o  pour  asymptote. 


(3»7) 
Cette  courbe  a  une  certaine  différence  de  situation  selou 

n*—  4P>o    ou    /**—  4P<o 

(noos  pouvons,  en  vue  d'abréger,  laisser  de  côté  le  cas 
ns —  4P  =  o).  Dans  le  premier  cas  (stable),  la  branche 
impaire  de  la  courbe  passe  par  le  point  e  =  +i,^  =  o, 
tandis  que,  dans  le  second  cas  (instable),  c'est  la  branche 
paire  qui  passe  par  ce  point. 

Dans  les  deux  cas  c'est  la  branche  impaire  qui  joue 
on  rôle  dans  le  mouvement  effectif  delà  toupie,  puisque 
u  =  cos3  est  compris,  pour  3  réel,  entre  —  i  et  H-  1 . 
Dans  les  deux  cas  aussi,  la  différence  i  —  <?,  c'est-à-dire 
la  longueur  des  boucles  de  la  rosace,  diminue  avec  v. 


La  différence  caractéristique  entre  les  deux  cas  est 
celle-ci  : 

Pour  h1  —  4  P  >  o,  '•  différence  i  —  e  diminue  avec 
v,  jusqu'à  o,  tandis  que  si  n*  —  4P<o  cette  diffé-' 
rence  ne  dépasse  jamais  une  certaine  limite  inférieure 
différente  de  zéro.  Par  suite,  dans  le  cas  instable,  les 
boucles  de  la  rosace  prennent  de  suite  une  certaine  lon- 
gueur finie,  quelque  petite  que  soit  l'impulsion  latérale 
donnée  à  la  toupie. 


t  = 


(  328  ) 

Théoriquement,  ceci  fournit  une  distinction  bien  ac- 
centuée entre  les  deux  cas;  dans  la  pratique  cependant 
cette  différence  peut  devenir  inappréciable,  si  n2 —  4P 
étant  <  o,  devient  en  même  temps  très  petit  en  valeur 
absolue.  La  rosace,  dans  le  cas  instable,  peut  devenir 
aussi  petite  que  l'on  veut,  et,  étant  donnée  une  rosace 
stable,  un  choix  convenable  des  constantes  n  et  y  don- 
nera, dans  le  cas  instable,  une  rosace  plus  petite  que  la 
rosace  stable. 

Or  ce  résultat  est  en  désaccord  avec  l'acception 
usuelle  des  mots  stable  et  instable.  De  plus,  il  ne 
confirme  pas  les  prétentions  de  la  méthode  des  petites 
oscillations.  Si  l'extrémité  supérieure  de  l'axe,  dans  le 
cas  instable,  décrit  une  petite  rosace,  pourquoi  cette  cir- 
constance n'est-elle  pas  mise  en  évidence  par  la  méthode 
des  petites  oscillations? 

La  réponse  à  cette  dernière  question  s'aperçoit  immé- 
diatement, si  nous  introduisons  la  quantité  e  dans  l'in- 
tégrale t 

du 


? 


%{U^el{ie~Uh^-^(u^i)(e^i)^{u^)^%f<e-~l^ 


La  méthode  des  petites  oscillations,  dans  la  paren- 
thèse 

nî-/iP-P(u-i)(«-i)+2(tt--i)  +  i(e  —  1), 

néglige,  par  rapport  à  n2 —  4P>  les  termes  renfermant 
u  —  1  et  e  —  1 .  Or  cela  est  admissible  au  seul  et  unique 
cas  où,  u — t  et  e  —  1  étant  petits,  n2 —  4P  nest  pas 
petit,  et,  par  conséquent,  les  cas,  soit  stables,  soit  in- 
stables, lorsque  n2  —  4P  est  une  petite  quantité,  échap- 
pent au  traitement  approximatif  par  la  méthode  des 
petites  oscillations. 
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CORRESPONDANCE. 


M.  C.  Bourlet.  —  L'Exercice  II  de  Licence  (p.  236-237) 
constitue  une  proposition  qui  n'est  pas  de  moi,  mais  qui  appar- 
tient en  réalité  à  M.  Pincherle,  professeur  à  l'Université  de 
Bologne;  il  Ta  publiée  dans  une  Note  aux  Comptes  rendus 
de  la  R.  Ace.  dei  Lincei.  Je  me  suis  rencontré,  sans  le  savoir, 
a\ec  M.  Pincherle,  dans  quelques-uns  de  mes  récents  travaux. 

M.  Wladimir  Habbé.  —  Le  triangle  de  M.  Guillot  (1897; 
p.  a37), indiqué  pour  la  construction  approchée  deir,  est  iden- 
tique à  celui  de  Bing  (Scientijic  american  Supplément, 
n°  300,  p.  7989,  1er  août  i885). 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  I/ÉCOLI  POLYTECHNIQUE  EN  1897. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne  dans  un  système  d'axes  rectangulaires  Oxyz  :  la 
droite  AB,  qui  a  pour  équations  x  =  a,  y  =  z  ;  le  point  G,  qui 
a  pour  coordonnées  x  =  o,  y  =  o,  z  =  a.  On  considère  l'hy- 
perboloïde  (H),  engendré  par  la  rotation  de  AB  autour  de  Oz, 
puis  la  sphère  (S),  qui  a  pour  centre  G  et  qui  est  tangente 
à  AB. 

I.  Trouver  les  équations  des  surfaces  (H)  et  (S). 

II.  Déterminer  leur  courbe  commune  et  calculer  (*)  le  rap- 
port de  la  plus  grande  à  la  plus  petite  surface  que  cette  courbe 
découpe  sur  la  sphère.  (Il  suffira  de  dorftier  le  résultat  avec 
2  décimales.) 

III.  Autour  d'un   point  P  de  0,3,  dont  la  cote  est  z  =  /1, 


l*)  Les  calculs  seront  faits  sur  la  feuille. 
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pivote  une  sécante'quî  perce  l'hyperboloïde  (  H  )  en  un  point  H, 
et  la  sphère  (S)  en  un  point  S.  On  demande  :  d'étudier  le  Heu 
de  l'intersection  M  des  diamètres  OH  el  GS  ;  de  discuter  les 
coefficients  angulaires  de  ses  directions  asymptotiques,  quand 
le  point  P  décrit  l'axe  Oz. 

Épure. 

On  donne  dans  le  plan  vertical  de  projection  un  cercle  de 
rayon  égal  à  6omm,  dont  le  centre  C  est  situé  à  droite  de  la 
ligne  yy1  qui  divise  la  feuille  en  deux  parties  égales  parallèle- 
ment aux  grands  côtés,  à  une  distance  CD  de  cette  ligne  égale 
à  8om,.M  et  à  3a7mm  du  bord  inférieur  de  la  feuille.  Ce  cercle,  en 
tournant  autour  deyy't  engendre  un  tore  plein. 

Une  sphère  pleine,  de  rayon  égal  à  9omm,  touche  le  plan  du 
cercle  précédent  en  un  point  0'  situé  au-dessous  de  CD,  à 
ôo*""  du  point  C  et  à  4omm  à  droite  deyy'.  La  projection  ho- 
rizontale O  du  centre  de  la  sphère  est  à  i8omm  au-dessous  de  O' 
sur  une  parallèle  byy'. 

On  construira  l'intersection  du  tore  et  de  la  sphère  et  Ton 
représentera  par  ses  projections  ce  qui  reste  de  la  sphère  en 
supprimant  la  partie  comprise  dans  le  tore,  les  parties  vues 
étant  en  traits  noirs  pleins  et  les  parties  cachées  en  pointillé. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  constructions  né- 
cessaires pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersec- 
tion et  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  points  remar- 
quables. On  tracera  en  rouge  également  les  parties  des  deux 
surfaces  en  dehors  de  l'intersection. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L ÉCOLE  NORMALE  SUPERIEURE 
EN  1897. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  considère  deux  hyperboloïdes  à  une  nappe  H  et  H'  se 
coupant  suivant  deux  coniques  S  et  £  dont  aucune  ne  se  dé- 
compose ;  ces  deux  coniques  ont,  comme  on  sait,  deux  points 
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commuas  A  et  B  que  Ton  suppose  distincts.  Soit  u.  un  point 
quelconque  de  £;  par  ce  point  passent  quatre  génératrices 
rectili gros  (deux  sur  II  et  deux  sur  H')  qui  rencontrent  S  aux 
quatre  points  M,  N,  M',  IV. 

I.  Trouver  l'enveloppe  des  six  droites  qui  joignent  deux  à 
deux  ces  quatre  points  ;  on  trouvera  quatre  coniques  que  l'on 
désignera  par  c,  c\  Ci,  C,,  les  coniques  c  et  c'  d'une  part,  C,, 
Gt  d'autre  part  jouant  uu  rôle  analogue.  On  indiquera  dans 
quels  cas  l'une  de  ces  coniques  se  réduit  à  un  point. 

II.  Dans  cette  seconde  partie,  on  ne  regarde  plus  II  el  H' 
comme  donnés;  on  se  propose  au  contraire  de  remonter  à  la 
ligure  primitive  en  partant  des  éléments  auxquels  on  a  abouti 
et  que  l'on  a  étudiés  dans  la  première  partie  : 

i°  On  donne  la  conique  S;  peut-on  choisir  arbitrairement 
Tune  des  quatre  coniques  c,  c',  Ci,  Cj?  Les  trois  autres  sont- 
elles  alors  déterminées? 

2°  On  donne  S  et  c  ou  Ci,  à  quelles  conditions  est  assu- 
jettie S?  Si  l'on  donne  en  outre  £,  à  quelles  conditions  sont 
assujettis  H  et  H'?  Il  y  a  lieu  ici  de  distinguer  deux  cas,  sui- 
vant que  Ton  donne  c  ou  C|.  Dans  l'un  de  ces  deux  cas,  les 
deux  hyperboloïdes  sont  variables,  mais  chacun  d'eux  est  dé- 
terminé quand  on  fixe  l'autre  :  trouver  alors  l'enveloppe  E  de 
la  droite  D  qui  joint  les  pôles  d'un  plan  fixe  II  par  rapport  aux 
deux  hyperboloïdes  (on  remarquera  d'abord  que  la  droite  D 
reste  dans  un  plan). 

3*  Écrire  l'équation  du  lieu  engendré  par  E  lorsque  le  plan  11 
tourne  autour  d'une  droite  fixe. 

N.  B.  —  Les  candidats  qui,  pour  traiter  la  première  partie, 
seraient  embarrassés  dans  le  choix  des  axes,  peuvent,  s'ils  le 
veulent,  prendre  pour  axe  des  x  la  droite  AB;  pour  axe  des^ 
la  tangente  en  A  à  la  conique  S;  pour  axe  des  z  la  tangente 
en  A  à  la  conique  2;  mais  ce  choix  d'axes  n'est  nullement 
obligatoire. 


(  33a  ) 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1897. 


Mathématiq ues  spécia les . 

I.  Soit  Oabc  un  tétraèdre  T  tri  rectangle  au  sommet  O,  dont 
les  arêtes  Oa,  06,  Oc  ont  la  même  longueur  /,  et  soit  d\e 
centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 

On  suppose  que  le  tétraèdre  T  se  déplace  par  rapport  à  un 
trièdre  trirectangle  fixe  OX,  OY,  OZ  de  manière  que  les  points 
a,  6,  c,  d  décrivent  respectivement  les  plans  qui  ont  pour 
équations 

Y  -h  Z  =  o,         Z  +  X=o,         X  -f-  Y  «=  o, 

X+Y  +  Z+-=o. 

7. 

i°  Démontrer  que  les  points  symétriques  des  points  a,  b,c,d 
par  rapport  aux  arêtes  Oa,  0  6,  Oc  du  tétraèdre  T  décrivent 
également  des  plans. 

2°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  décrite  par  le  sommet  O 
du  tétraèdre  T.  Cette  surface,  qui  est  du  quatrième  degré,  a 
un  point  triple  et  trois  droites  doubles. 

3*  Par  chaque  point  a  d'une  droite  double  passent  deux, 
droites  3  et  8'  qui  rencontrent  la  surface  S  en  quatre  points 
confondus.  Chercher  pour  quelles  positions  du  point  s  sur 
cette  droite  double  les  droites  S  et  o'  coïncident. 

4°  Montrer  que  tout  plan  tangent  à  la  surface  S  coupe  cette 
surface  suivant  deux  coniques  et  que  ces  deux  coniques  se 
confondent  pour  quatre  positions  particulières  du  plan  tan- 
gent. 

If.  Soit  y(x)  une  fonction  de  la  variable  réelle  ar,  continue 
pour  toute  valeur  de  cette  variable.  On  suppose  que  la  valeur 
absolue  de  la  dérivée  <f'(#)  est,  pour  toute  valeur  de  xy  infé- 
rieure à  an  nombre  fixe  k  plus  petit  que  i  : 

i°  Montrer  que  l'équation  x  —  o(<r)  =  o  a  une  et  une  seule 
racine  réelle  a. 

2n  On  forme  la  suite  xt  =  o(x0),  ari  =  yCan),  ...,  3?*  =  q(jp„-.i), 
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où  Xq  est  une  quantité  réelle  arbitrairement  choisie.  Montrer 
que  xn  tend  vers  a  quand  n  devient  infini. 

Sota.  —  On  a 

a  =  cos y  cos  ty  —  sin  9  sin  <|/  cos 0, 
b  =  —  sin  ç  cos  ty  —  cos  ©  sin  4*  cos  0, 
c  =  sin<{/  sin9; 

a'  =s  cos 9  sin  ^  -+-  sin  «p  cos  ty  cos 6, 
6'  =  —  sinçp  sin<|/  -h  cosç  cos^  cosO, 
c'  =  —  cos^  sinO; 
a*  =  sintp  sin  8, 
6"  s  cos?  sin  6, 
c'=  cos8; 

X  e=  ax  -4-  by  -¥-  cz, 
Y  =  a'x  -h  6'^  -4-  c'z, 
Z  =  a'x  -h  bwy  -+-  c**. 

Mathématique*  élémentaires. 

On  donne  dans  l'espace  trois  droites  (A),  (B),  (C).  On  mène 
un  plan  m  perpendiculaire  à  A;  soient  P,  Q,  R  les  points  où 
ce  plan  rencontre  respectivement  les  droites  (A),  (B),  (G). 
Soient  Q'  le  point  où  la  droite  A  est  rencontrée  par  le  plan 
perpendiculaire  à  (C),  mené  par  le  point  Q,  et  R'  le  point  où 
la  droite  A  est  rencontrée  par  le  plan  perpendiculaire  à  B, 
mené  par  le  point  R.  Démontrer  que  la  longueur  du  segment 
Q'R'  reste  la  même  quand  le  plan  w  se  déplace  parallèlement 
à  lui-même. 

Existe-t-il  des  plans  coupant  les  droites  (A),  (B),  (C)  en 
trois  points  A,  B,  G,  tels  que  les  droites  BG,  CA,  AB  soient 
respectivement  rectangulaires  avec  les  droites  (A),  (B),  (G)? 
S'il  existe  «n  pareil  plan,  il  en  existe  une  infinité. 

Existe-t~ii  un  point  M,  tel  que  si  l'on  désigne  par  M'  son 
symétrique  par  rapport  à  la  droite  A  et  par  M*  le  symétrique 
de  M'  par  rapport  à  la  droite  (B),  les  points  M'  et  M"  soient 
symétriques  par  rapport  à  la  droite  (G)?  S'il  existe  un  tel 
point  M,  il  en  existe  une  infinité.  Quel  est  alors  leur  lieu? 

On  examinera  le  cas  particulier  où  les  trois  droites  (A),  (B). 
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(C)  ont  un  point  commun  et  le  cas  plus  particulier  encore  où 
elles  forment  un  trièdre  trirectangle. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  droites  (A),  (B)  ont  un  point 
commun  O  et  où  la  droite  (G)  est  perpendiculaire  au  plat  de 
ces  deux  droites,  sans  passer  par  le  point  O,  on  déterminera 
le  lieu  des  pieds  des  hauteurs  du  triangle  ABC  et  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  hauteurs.  L'un  des  pieds  est  fixe. 


SOLUTIONS  DE  «LESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1546. 

(1885,  p.  487  et  &?3.) 

Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  trois  rayons  vec- 
teurs faisant  entre  eux  des  angles  égaux,  et  en  leurs  mi- 
lieux on  élève  des  perpendiculaires  qui,  en  se  rencontrant, 
forment  un  triangle  équilatéral. 

Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit 
à  ce  triangle  est  une  parabole,  et  que  l'enveloppe  de  ce 
cercle  se  compose  d'une  droite  et  d'un  cercle. 

(E.  Fauquembergie.) 

SOLUTION 
Par  M.  H.  Brocard. 

Cette  question  a  été  proposée  aussi  par  M.  Fauquemberguc, 
en  i885,  dans  Mathesis,  où  une  solution  a  été  publiée  en  1887 
(p.  97,^  491). 

Voici  une  autre  solution. 

Les  milieux  I,  K,  L  des  rayons  vecteurs  FA,  FB,  FC,  appar- 
tiennent à  une  parabole.  On  peut  donc  considérer  les  perpen- 
diculaires menées  au\  extrémités  de  ces  mêmes  rayons  vec- 
teurs. Elles  déterminent  un  triangle  équilatéral,  A'B'C,  dont 
les  côtés  sont  trois  tangentes  à  la  podaire  négative  de  la  pa- 
rabole par  rapport  au  foyer,  courbe  connue,  signalée  ou  étu- 
diée maintes  fois  dans  ce  Journal  (1866,  ai-3i;  1876,  99. 
101,  etc.). 

Les  trois  points  de  contact  de  trois  tangentes  formant  un 
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triangle  équiiatéial  A' B'C  sont  sur  un  même  rayon  vecteur 
de  la  courbe.  Ils  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  F  (loc. 
cit.). 

La  question  I&46  est  donc  identique  avec  la  question  1266, 
posée,  t.  VII  (a),  p.  ï»4o,  1878,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Si,  par  le  pôle  de  Vorthogénide 


p"a  =  a~*  sin  (  —  3W)» 


on  mène  une  droite  quelconque,  les  tangentes  aux  points 
d'intersection  de  cette  droite  avec  V ortho g ènide  forment 
un  triangle  équilatéral.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  ce 
triangle  et  V enveloppe  du  cercle  circonscrit,  lorsque  la 
droite  oscille  autour  du  pôle.  (  E.  Lucas.) 

M.  Fauquembergue  en  a  récemment  donné  la  solution  (1890,  p.  5*  ). 
Nous  y  renverrons  donc  le  lecteur. 

Question  1700. 

UWi,  p.  3SM 

Dans  la  parabole,  le  produit  des  rayons  de  courbure 
aux  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  sur  la  para- 
bole, est  égal  à  8  fois  le  cube  de  la  distance  du  point 
d'émission  des  normales  au  foyer.        (E.-N.  Bamsikn.) 

solution 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  (a,  p)  sur  la  pa- 
rabole y-  =.  ipx  sont  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  otp; 
*y-+-y(p  —  a) — />p  =  o.  En  éliminant  y  ou  x  entre  ces 
équations,  on  obtient  l'équation  aux  abscisses  ou  au*  ordon- 
nées des  pieds  des  normales. 

Équation  au\  abscisses 

nftî 
X3-+-  i(p  —  z)x*-*-  (/>—  X)*X —  t-f-  =  O, 

d'où 

x' x* -h  x' xm -h  x' xw  =  (p —  a)*  2 

On  sait  que  le  rayon  du  cercle  de  courbure  au  point  x'y'  de 
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la  parabole  est  donné  par  la  formule 

On  aura  donc,  pour  le  produit  demandé, 

■  >  .  Ï$X 'X'x^ip  -h  ix')(p  -+-  1X*)(p-\-?LX'")'\* 

1  =/>  l juui ; — J 

__  %  Up  +  ix')(p  +  i.x')(p  -*- %xm)~y 

__       [ p*-h  *p*(x' -{-x* ■+- xm)-+-  jp(x' x" -t-  x' xM -+-T* x")-+-%t' x' x'Y 

-p  i  y>  j  J 

Or  la  distance  du  point  O  au  foyer  F  est  donné  par  la  for- 
mule 

OF  =  ^(a  -  ty*  h- pi  =  I  •(«  -/>)■  -h  4  P», 
8ÔFS=[(2a-/))«-f-4pî]1; 


donc 


P  =80F*.  c.  Q.  F.  D. 


Question  1713. 

(1886,  p.  loi.) 


Trouver  par  l'analyse  le  lieu  du  foyer  mobile  d'une  co- 
nique d'excentricité  donnée  dont  l'autre  foyer  est  fixe  et 
dont  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer  enveloppe 
une  courbe  donnée»  Vérifier  le  résultat  trouvé  par  la  Géo- 
métrie. (B.  NlEWENGLOWSKI.) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Dulimbert. 

Le  foyer  fixe  étant  pris   pour  origine,  l'équation  générale 
des  coniques  du  faisceau  est  de  la  forme 

(a*-+-  v*)(x*  -hy*)  —  z*(ux-h  vy  —  i)*  =  o 
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a\ec 

a  et  f)  étant  les  coordonnées  du  foyer  mobile,  l'équation  doit 
pouvoir  s'identifier  avec 

(«»  -h  i>»)  [(x  —  a)*  -h  (y  —  ?)*]  —  **("*  ■+■  vy  —  p)*  =  o. 

Les  coefficients  de  a-*,  jyr,  jr»  étant  les  mêmes  dans  les  deux 
équations,  les  autres  doivent  l'être  aussi,  ce  qui  donne 

uzt(p  —  i  )  =  a  (  U*  -+-  y*  ), 
c-t«(/>—i)=P(ii« -+-*), 

Elevons  au  carré  les  deux  premières  équations  et  ajoutons 
membre  à  membre.  Il  vient,  en  tenant  compte  de  la  troi- 
sième, 


O(p-i)  _t 

6*-t-l 

p-hl 

''-fl-l 

—  =  ..-.• 

Donc  enfin 

»_p_ 

*s* 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  u  et  v.  fl  vient 

_  11**  __  2E*P 

L'équation  du  lieu  est  donc 

^r/(  "• J>  — 2- — j  )  =  o  représente  la  podaire  de  l'en- 
veloppe de  la  directrice  par  rapport  au  foyer  fixe.  En  effet» 
celte  équation  résulte  de  l'élimination  de  u  et  de  v  entre  les 

équations 

«^  +  7-1  =  0, 

vx  —  uy        =  o, 
/(m,  v)  =  o. 
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Le  lieu  cherché  est  donc  une  courbe  homothétique  de  la 
podaire  de  l'enveloppe  de  la  directrice  par  rapport  au  foyer 
fixe,  le  centre  d'homothétie  étant  ce  foyer,  et  le  rapport  d'ho- 

2  6* 

mothétie  — . 

e* — î 

Pour  vérifier  ce  résultat  géométriquement,  supposons  que  la 

courbe  donnée  soit  une  ellipse  ;  le  raisonnement  est  identique 

pour  l'hyperbole. 


Soient  I  le  pied  de  la  directrice,  O  le  centre,  F,  F'  les  foyers, 
A,  A'  les  sommets  de  l'axe  focal.  Puisque  l'homothétic  est  in- 
verse, il  faut  démontrer  que 

FF'  ae» 


FI   ~  i  — 

e» 

Prenons  FI  pour  unité.  La  figure 

donne 

AF        AI 

ï 

E                 l 

1-4-  £ 

AI       AF 

1  "    ~~       E       ~~ 

1 

— — —  » 

i  —  e 

AA'  —  A'I      AI  —      ' 

î 

2Ê 

I £ 

1-4-E 

i-O' 

FF'  =  AA'xe  = 

C.  Q.  F.   D. 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  l'homothétie  est  directe. 
Autre  solution  de  M.  Audibkrt. 


(  M»  ) 


Question  1723. 

(  u*.  p.  m.  ) 

Trouver  les  limites  de  la  fraction 

tax  —  tbx 

a%x  _  fax  * 

1°        X  es  O, 

2°         x  =  OC, 

3"      a  =  6, 
respectivement. 


lorsque 


(R.-W.  Gbnrsb). 


SOLUTION 

Par  M.  G.  Tzitzéica. 

i°  x  =  o.  —  On  peut  développer  en  série,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  appliquer  la  règle  de  l'Hôpital.  On  trouve  pour 
la  limite 

(a  —  6)logs 

i      a 
elogj- 


in  x  =  oo.  —  On  peut  considérer  différents  cas.  Supposons 
d'abord  a  >  b  et  e  >  i.  On  a  alors 


tax_tbx  tax 

»m  — rrz  =  lira 


x=~a**—bt* 


a** 


R5T  U)  ' 


Dans  ce  cas  la  limite  cherchée  est  o  ou  x,  suivant  que 
s*<a*  ou  ea>a*. 
Soit  maintenant  a  >  6  et  e  <  i.  Alors 


lim 


e«*—  e&r 


— r-=lim  ^ ,'mX.A   =  —  lim  ( —;  )    =o 


OU  oo, 


a«* 


suivant  que  e*<  a*  ou  ê*>  a6. 

On  pourra  considérer  de  même  le  cas  a  <  b  et  c  £i. 

3°  Appliquons  la  règle  de  l'Hôpital,  en  prenant  les  dérivées 
des  deux  termes  de  la  fraction  par  rapport  à  a.  On  trouve  de 


(  Mo) 

la  sorte 

asx-l       * 
pour  la  limite  cherchée. 


QUESTIONS. 


1771.  Soit  ABC  un  triangle  équilatéral;  (S)  le  cercle  inscrit 
dans  ce  triangle;  abc  un  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le 
cercle  (S)  : 

i°  Les  droites  Àa,  Bc,  Cb  se  coupent  en  un  même  point  a  ; 

2°  Quand  le  triangle  abc  se  meut  dans  le  cercle  (  S ),  le  point  % 
décrit  une  hypocloïde  à  trots  rebroussemcnts. 

3°  Construire  la  tangente  au  point  a  en  partant  de  ce  mode 
de  génération  de  la  courbe.  (Genty.) 

1772.  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  qu'en  menant  à  une 
ellipse  les  tangentes  qui  la  touchent  en  A  et  B,  le  cercle  cir- 
conscrit au  tiangle  MPQ  soit  tangent  à  l'ellipse. 

Même  question  pour  la  parabole.         (E.-N.  Barisiex.) 

1773.  Étant  donnés  une  cycloïde  de  base  AB  et  un  cercle 
ayant  son  centre  au  milieu  G  de  AB,  on  prend  la  podaire  de  la 
cycloïde  par  rapport  à  un  point  quelconque  M  du  cercle.  Prou- 
ver que  Taire  comprise  entre  la  podaire,  la  droite  AB  et  les 
deux  tangentes  en  A  et  B  à  la  cycloïde  est  constante. 

(E.-N.  Barisiex.) 

1774.  Le  produit  des  paramètres  de  distribution  des  plans 
tangents  (')  à  un  paraboloïde  hyperbolique,  pour  deux  géné- 
ratrices du  même  système  et  rectangulaires,  est  égal  au  carré 
de  la  plus  courte  distance  de  ces  droites. 

(  Mannheim.  ) 

(  *)  Il  serait  plus  court  de  dire  :  le  produit  des  paramètres  tan- 
gentiels.  Il  me  semble  que  rien  n'empêcherait  d'adopter  cette  ma- 
nière de  parler.  (  M.  ) 
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PREMIER  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  » 
POUR  1897  ; 

Par  M.  A.  PAGES  (»). 

Etablir  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions 
circulaires  en  prenant  comme  définition  de  : — J—  l'ex- 
pression 

(.)  Sf*)  =  *n'|^i-ï)«=J, 

le  produit  XV  étant  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  l'en- 
tier nde  — ce  à  -f-oo,  o  excepté. 
On  pourra  introduire  la  fonction 

montrer  qu  elle  vérifie  l'équation  différentielle 

et  en  déduire  les  formules  d'addition  pour  C(x)   et 

Développement 

Je  me  propose  d'établir  les  propriétés  fondamentales 
des  fonctions  circulaires,  comme  l'indique  le  titre  de  la 
question,  de  la  manière  la  plus  élémentaire  et  la  plus 
directe.  La  difficulté  du  sujet  ne  consiste  pas  dans  la  va- 
leur des  résultats  à  trouver,  mais  bien  dans  la  mise  en 


(')  Mémoire  a>ant  obtenu  le  prix. 
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lumière  des  propriétés  que  l'on  doit  appeler  fondamen- 
tales et  dans  le  choix  de  ces  propriétés. 

Je  qualifierai  de  fondamentales  les  propriétés  sui- 
vantes : 

La  périodicité  et  ses  conséquences,  les  relations  al- 
gébriques qui  existent  entre  les  fonctions  circulaires 
aux  mêmes  périodes,  les  théorèmes  d}  addition  qui  dé- 
rivent des  relations  précédentes,  les  diverses  formes 
analytiques  sous  lesquelles  on  peut  mettre  ces  jonc- 
tions et  le  lien  qui  les  rattache  à  V exponentielle. 

Telle  sera  la  marche  suivie  dans  l'élude  de  S{x)  et 
C(x).  A  la  (in  je  dirai  un  mot  des  équations 

S(^)  =  S(a70),         C(r)=C(^0): 

ce  qui  conduit  aux  fonctions  inverses.  Après  cela,  tout 
ce  qui  reste  à  étudier  n'est  qu'une  conséquence  immé- 
diate des  propriétés  précédentes  et  se  retrouve  partout. 

Enfin,  je  terminerai  en  donnant,  d'après  M.  Hermite, 
l'expression  de  toute  fonction  circulaire  sous  la  forme 
de  la  décomposition  en  éléments  simples  et  sous  la  forme 
d'un  quotient  de  deux  produits  de  fonctions  S,  et  en 
énumérant  quelques  propriétés  générales  de  ces  fonc- 
tions. 

Dans  le  courant  du  raisonnement  plusieurs  démon- 
strations se  sont  présentées  pour  certaines  propriétés  : 
j'ai  toujours  choisi  celle  qui  supposait  le  moins  de  con- 
naissances et  qui  se  rapprochait  le  plus  des  définitions  : 
on  en  verra  un  exemple  dans  le  théorème  d'addition  de 
la  fonction  C(x),  démonstration  qui,  d'ailleurs,  est 
empruntée  à  Eisenstein. 

i°  Propriétés  préliminaires  des  fonctions 

S(jt),     C(jr)     et      — . 
ils 


(  Ht  ) 

I.  La  Ton  cl  ion 


iO 


S(„-,n'|(.-j)eï], 


où  le  produit  II'  est  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  l'en- 
tier n  de  — oo  «  -f-oo,  zéro  excepté,  est  régulière  en 
tous  les  points  à  distance  finie.  Elle  admet  pour  seuls 
zéros  les  points  x  =  o,  x  =±i,  x  =  ±  •*,  ....De  plus 
elle  est  impaire;  en  effet,  on  peut  poser,  en  changeant 
le  signe  de  x, 

S(;r)=*ir[(i  +  ï)r-]. 

Changeons  x  en  —  x,  dans  cette  égalité,  et  compa- 
rons à  la  première  forme  de  S(x),  on  voit  que 

S(—  *)=  —  S(x). 

Le  point  oo  est  un  point  singulier  essentiel  dcS(x); 

en  effet,  si  l'on  fait  x=  —,  »  on  voit  que  dans  une  aire 

aussi  petite  qu'on  le  veut,  entourant  le  point  x'  =  o,  la 

fonction  S  (  —,  )  admet  une  infinité  de  zéros,   x'  =  -  • 

Le  point  x  =  o  est  donc  un  point  singulier  essentiel. 
Prenons  la  dérivée  logarithmique  de  S(x)  et  posons 

1        S         x      À*   \.r—  n        nj 

n 

le  symbole^  indiquant  une  sommation  étendue  à  toutes 

A 

les  valeurs  de  rentier  //  de  —  oo  à  -f-oo;  l'accent  (')  si- 
gnifie que  la  valeur  n  =  o  est  exclue  comme,  d'ailleurs, 
dans  le  produit  II'. 

La  fonction  C(x)  est  aussi  impaire  :  cela  résulte  de 
ce  que,  S(x)  étant  impaire,  S'(.r)  est  paire.  Le  déve- 
loppement (2)  montre  qu'elle  a  pour  pôles  simples  tous 
les  points  o,  ±i,  ±2,   .  . .,   et  ceux-là   seulement,  le 
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résidu  relatif  à  chacun  de  ces  pôles  étant  i.  Le  dévelop- 
pement (2)  met  donc  en  évidence  les  pôles  et  les  par- 
ties principales  correspondantes  de  la  fonction.  Le  point 
ar  =  oo  est  un  point  singulier  essentiel  pour  C(x) 
comme  pour  S(x). 

11  est  aisé  de  reconnaître  que  C(.r)  s'annule  pour 
a:—1 

On  a,  en  effet, 

'  n_l  «=-1 

Le  second  membre  est  la  limite  pour  p  infini  de 
+  (*t)  +  (l     LU...+  (-?--L  U-i-, 

\3        /       \5        a/  \*p-h\        p}       ip-\-\ 

limite  qui  est  évidemment  nulle. 
Considérons  maintenant  la  fonction 

n 

le  signe^  s 'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  /*, 

n 

de  —  00  à  -H  00,  zéro  compris. 

Cette  fonction  est  paire.  Elle  a  pour  pôles  doubles 
tous  les  points  o,   zh  1,  ztz  2,  . . .  5  la  partie  principale 

relative  au  pôle  x  =  n  est :  • 

Périodicité  des  jonctions 

S(*j,     C(a?)     et     ,,(*,=-  ^£). 

Ce  que  nous  venons  dédire  met  en  évidence  la  péiïo- 
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dicilé  des  fondions  que  nous  venons  d'introduire  S(.r), 
C(x)e\p(x). 

Tout  d'abord  le  développement  (3)  dep(.r)  montre 
immédiatement  que  cette  fonction  ne  change  pas  quand 
on  ajoute  i  à  x,  car  cela  ne  fait  que  déplacer  les  termes 
du  second  membre  :  de  l'égalité 

(4)  p(jc  H-  i)  =  p(x) 

on  déduit,  par  intégration, 

h  étant  une  constante.  Si  Ton  fait  x  =  —  j, 

C(î)  =  C(-{)H-A  =  of 

et,  comme  C(x)  est  impaire,  h  =  o.  Donc  C(x)  admet 
aussi  i  pour  période.  On  aurait  pu  le  démontrer  direc- 
tement en  formant  la  différence  C(x  4-  i)  — C(.r). 
Intégrons  encore  les  deux  membres  de  la  relation 


<3) 

C(x-¥- 

>=C(jr), 

on  a 

logS(ar-hi)  = 

l0gS(4?)H- 

où  À*  est  une  constante. 

D'où 

S(.r-h* 

)=A-S(>); 

faisons  x  =  —  ^,  il  vient 

S(i)=*S(-i)=r-._*S(J), 
d  où  h  =  —  i .  On  a  donc  la  formule 

<6)  S(a7+i)  =  —  S(j-), 

de  laquelle  on  tire 

'7)  S(.r  h- •».)  =  —  S(.r-hi>r=S(.r). 
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La  fonction  S  (x)  admet  donc  le  nombre  a  comme  pé- 
riode. 

D'ailleurs,  elle  n'admet  pas  d'autre  période  que  le 
nombre  a  et  ses  multiples  entiers.  En  effet,  S(x)  ne 
peut  admettre  comme  période  un  nombre  impair 
2 n  4-1  ;  on  a,  en  effet,  puisque  a  et  an  sont  des  pé- 
riodes, 

S(j  +  2/i  +  i)  =  S(j  +  i)=-s(4 

Mais   un  nombre  qui  ne  serait  pas  entier  ne  peut  être 
une  période-,  en  effet,  puisque  la  fonction  S  (x)  s'annule 
pour  x  =  6,  elle  doit  s'annuler  pour  toute  période;  or 
elle  ne  s'annule  que  pour  des  valeurs  entières  de  x. 
On  a  donc  les  relations 

(6')  S(ar -+-an)  ==      S(a?), 

(-]')  S(x  -+■  2W  +  i)  =—  S(x)\ 

d'où,  en  dérivant, 

(G')  S'(j  +  2«)         =       S'(jr). 

(;')  S' (a- H-  a/»  -hi)  =—  S'(tf). 

On  ne  peut  pas  avoir 

S'(x  -+-  A)  =  S'(.r), 

si  À~  n'est  pas  un  nombre  pair.  En  effet,  on  déduirait  de 

celte  relation 

S(j  +  à-)  =  S(j)  +  A 

et,  en  changeant  x  en  x  -h  i , 

—  S(*4-À-)=4-  S(ar)4-fl, 

ce  qui  entraîne  A  =  o,  el,  par  suite,  h  est  une  période 
deS(a:). 

Pareillement,  on  montrerait  que,  si  l'on  a 

S'(.r-.-*)  =  4-S'0r), 

h  est  un  nombre  impair. 
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Les  formules  (6'),  (7'),  (G")>  (7")  montrent  que  la 
seule  période  de  C(x)  est  le  nombre  1 . 

De  munie,  la  seule  période  de  p(x)  est  1  ;  soit,  en 
ell'et,  un  nombre  À'  tel  que 

p(jr-hX)  =  p(x),         d'où         C(x  •+-  k)  =  C(x)  h-  à, 

h  étant  une  constante. 

Si  Ton  fait  x  =  —  Ar,  le  premier  membre  de  cette  der- 
nière égalité  devient  infini  \  par  suite  aussi,  C  (Ar),  et  le 
nombre  k  ne  peut  être  qu'un  entier. 

II.  Formule  d'addition  de  C(x).  —  Etablissons 
maintenant  la  formule  d'addition  pour  C(x)  :  la  ma- 
nière même  dont  nous  l'établirons  nous  montrera  qu'elle 
est  algébrique. 

A  cet  eilet,  commençons  par  montrer  qu'il  existe  une 
relation  algébrique  entre  p(x)  et  C(x).  Nous  allons 
suivre  pour  cela  une  analyse  d'Eisenstein  (Journal  de 
C  relie,  t.  135,  p.  191). 

Posons,  avec  l'éminent  géomètre  allemand, 


x      *d  \x — n        x~\-nj 

n 

(lyX)   =  V     î 

Àmà  X  -H  fl 


=  (!,*), 
x       *m    \jc  —  n         w  -t-  ri / 
n 

ou  encore 


lVnticr   n  prenant  successivement  les  valeurs  o,  ±1, 
±3,  ...  -,  de  même,  soit  encore 

n 
n 


',-*>-2nrnôv=-ss><,'*>as-i 


dx* 
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Considérons  l'identité  élémentaire 

Si  l'on  y  fait 

p  —  x  -4-  /i,         gr  =  —  .r  —  /ra, 
elle  devient 

(_1 L_  =  _!_[_!_  +  _'_1 

)  (a?-4-/i)2  (ar-hm)2       (;i— m)2  1_(a'-i-/i)s       (x-k-m)*\ 

M  2/1  I         \ 

\  (/i  —  /n  )8  \  a:  -f-  /i        x-7-  mj 

cette  identité  est  vraie,  quels  que  soient  les  entiers  m  et 
«,  pourvu  que  m^é  n. 

Etendons  alors  l'identité  (9)  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières, positives  ou  négatives,  de  m  et  «,  en  supposant 
toutefois  niy£n.  En  sommant  d'abord  le  premier 
membre  et  laissant  n  fixe,  on  a 

_L_ry_j l_| 

ou  bien 

Si  l'on  somme  relativement  à  /*,  il  vient 

/i  n 

Calculons  maintenant  le  second  membre  :  à  cet  efFet, 
posons  n  — m  =  m! {m!  y£  o),  il  vient 

—  r    i     +       î      | 

+  JL( 1 , «_.)• 

m'5  \.r  -t-  m  -r-  //1'         -c  -f-  ni  /  * 
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laissant  d'abord  m' fixe  et  sommant  par  rapport  à  iîi,  il 

vient 

—7-  [(2,  x)-h(a,  x)\-h  -'-,»[(i,T)  —  (i,x)\  =  —;-  (a,  x); 

enfin,  étendant  la  somme  à  loules  les  valeurs  de  m',  saui 
m'=  o,  et  posant 

a 

il  vient 

IIO)  (2,J")*  —  (  j,  X)  =  2«1('2,J-). 

Reprenons  l'identité  (8)  et  posons 

p  =s  a?  H-  /m,         q  =  n, 
il  vient 

/  i  2.  =  »  |~ ! h  J_] 

,    1  (  x  -f-  m  )*  /**        (  a?  -i-  /#i'  )*  L  (  a?  -h-  m'  —  n  )2        w*  J 

"° }  j  ^ ■>■__ _  /__■ +  >.\ 

\  ~r~  (  x  -+■  ni  y  \  x  -r-  m'  —  n  """  /i  /  ' 

en  remplaçant  m  -f-  rc  par  m'  dans  le  second  membre. 
Comme  plus  haut,  étendons  l'identité  (io1)  à  toutes  les 
valeurs  entières,  positives  ou  négatives  de  m  et  n  (sauf 
toutefois  pour  x  =  o;  m  seul  peut  être  nul)  :  le  premier 

membre  donne 

St(i,x); 

quant  au  second  membre,  en  supposant  d'abord  m!  fixe, 
il  donne 


(x 


^.  [<*•*>- ^m')«+'\] 


(07-hm')»L(l,:r)       x+  ni}' 
Dans  la  dernière  parenthèse  /  N   , f-V  -  V 

n    «  n  J 

la  somme  ^  -  est  nulle. 
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Enfin,   en  donnant  à  m'  toutes  les  valeurs  entières, 
on  a 

(2,  Xy  —  (  4,  x)  -i-5,  (2,  X)  -h  2(t,  *)(3,  x)  —  2(4,  x); 

d'où 

5,(2,a:)  =  (2,ar)î  — (4^)-+-5,(2,a:)-h2(i,T)(3,ar)  — 2(4,^:), 

c'est-à-dire 

(11)  3(4,*)  =  (2,.r)*-r-a(i,:r)(3,*).  ' 

Les  relations  (10)  et  (11)  peuvent  s'écrire 

(,0)  \dx)   ="6^"a5l5i' 

,     ,N  1    d*C       fdCy      rd*G 

(M)  ~5"Si'  =  \dx)  ~hL~dx^' 

f  a/3  C* 

Eliminons  -yj  entre  (io')  et  (11'),  nous  obtenons 

(,0)        2Uw  +65i^-G^=o; 

dérivons  (10'), 

Éliminons  -3-^  et  -7-^  entre  les  relations  (io;/),  (1 i*)  cl 
(io')5  on  obtient  finalement  l'équation  entre  C  et  yj 

Déduisons  maintenant  de  la  relation  (12)  la  formule 
d'addition  pour  C(x). 

D'après  les  notations  déjà  posées,  on  a,  pour  toutes  les 
valeurs  entières,  positives,  nulles  ou  négatives  de  m, 

V(  _!_      _!_)^(,.T)_(I|V>, 


(35.  ) 

d'où 

t\(-l L_  W_! L-.\ 

ti3)       :  ^d  \x-+-  m       y  +  m  /  \x -h  n       y  -+-  n/ 

Calculons  le  premier  membre  de  la  relation  (i 3)  en  le 
développant  :  on  peul  écrire  le  terme  général 


{x-i-m)(x-h  n)        (y  +  m)(y  +  n) 
i  i 


(x  -+-  m)(y  -+-  n)        (y  -+-  m)(x  -+-  /«) 
Or,  tant  que  /w  7^/1,  on  a  identiquement 


(jr-f-  /n)(.r-h  /i)        (y  -h  n  ) (y  -+-  n  ) 

m  —  w  \      a7-h/n       j7-h/i       y  -+■  m       y  ~+-  n  / 

Donc  la  valeur  du  premier  membre  de  cetle  dernière 
égalité,  quand  on  donne  à  m  et  n  toutes  les  valeurs 
entières,  est  égale  à  celle  qu'il  prend  pour  m=  n  aug- 
mentée de  la  valeur  du  second  membre  ;  or,  le  second 
membre  est  nul  après  la  sommation,  donc  on  a 

Zd  \(j?-Mw)(ar-f-n")  "*"  (y-h  m)(y-hn)/ 

m,n 

=  2à  ((!  +  /«)»  "^  (y-*-mj*J 

m 

=  {i,x) -+-(?.,  y). 
De  même 
__  /     ' !_\ 

(# -h  m )( y  -+-  n)       x  — y  -+-  m  —  n  \x  -r-  m       ^  -h  /*  /  ' 

-  _, 1 = • /_! L_V 

(y  -t-m)(x  ■+■  n)       y  —  x  h-  m  —  n  \y  -h  m       x-*-n/ 
Ces  dernières  identités  ont  toujours  lieu  quels  que  soient 
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met  n.  Pour  elïectucr  les  sommations,  posons 

m  -  -  n  —  rn\ 

d'où  m  =  m'-f-  /i,  et  laissant  d'abord  m'  fixe,  il  vient 

y—- ,( % î_) 

^■rf  .r  — 7  H-  m   \  x  -4-  w  -+-  n       y  -+-  n  / 

= — ! — -.(y — L. — y--) 

n  n 

-7[(l,r)-(l,.r)|, 


x — y  -+-  m 
Si  nous  faisons  varier  m!,  on  a 

(i>*—y)[(i,x)— (itj')l, 

de  même 

y i ( • '—ï 

^d y  —  x  -+-  m'  \y  -h  m  -h  n       x  -+-  /i  / 

=  ^,^-3)[(i,^)-(i,ar)]# 

d'où  la  relation 

10,*)  — (1,7)]*  =  (2,  a-)-h(-2,>-) 

+  (l,X—y)[(l,x)-(lty)\-+-(l,y  —  x)[(l,y)—(l1X)\J 

c'est-à-dire 

[(i,*)  —  0,7  )]*=(a,  x)  -h  (-2, 7)^2(1,  a-— ^)Kii-»)  — ^i.r  »)• 

En  changeant  j-  en  — 7'  dans  cette  égalité  et  remar- 
quant que 

(2.7)  =  (a,—  y).  u,.r»  =  — (!,—.>•), 

il  vient 

(ii)  <  ,^,^-^r)lO,^)-i-(i,r)] 

(       =  f(  1 ,  x  ) -4-0 , y  )]s—  ( -2,  x  )  —  ( ->.,y)  : 

or,  d'après  (12), 

(  -2  ,x  )  —  (1 , x  )2  -h  3  ,vj ,         1  2 ,7  »  =  (  1 .7  )S  --  i  A|  : 


(  r>.ï  ) 

Jonc  (i4  )  s'écrit,  après  réductions  faites, 

c'est-à-dire 

,x                 n,                 GuiCin-  3.ç, 
(i5)  C(^-»-k)=— 71 —rr : 

c'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

La  méthode  suivie  pour  arriver  à  la  formule  (i5)  est 
peut-être  un  peu  longue,  mais  elle  a  l'avantage  d'être 
élémentaire  et  de  ne  faire  appel  qu'à  la  définition 
de  C(x)  et  à  la  relation  (12). 

Formule  d'addition  pour  S(jc). 

Passons  maintenant  aux  formules  analogues  pour 
S(x);  on  a 


dC  _  S*S_-  S''       S' 
~dx  "         S 


-s'*     s'     /s'y     s*     rt 
î» —  =  s""U/  =  s  ~G' 


et  d'après  (12)  il  en  résulte 

s  =""i51 

ou 

•16)  S* -h  3*, S  =  o. 

Multiplions  les  deux  membres  de  (16)  par  2 S'  et  inté- 
grons 

117)  S'*-+-3*iS*=  h, 

h  étant  une  constante;  pour  déterminer  h  calculons  la 

valeur  de  S'(x)   pour  x=o.   Développons   C(x)   en 

Mrie  de  puissances  :  on  a,  pour  x  inférieur  à  n  en  valeur 

absolue, 

1  1        x       x* 
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d'où,  en  portant  cette  valeur  dans  la  formule  (2), 

(18)  C(x)  = siX  —  s^x3 — *j.rs  — ...; 

x 

on  a  posé 


les  sommes   7;  — -7—7  sont  nulles. 

n 

De  là  on  déduit 

S(x)  =  \xe        * 

A  étant  une  constante.  Or  A  =  1  puisque  lim  -^—  =  1 
pour  x=  o,  par  suite 


(a:)  =  x  l   n '- h. .  .  /» 


en  se  bornant  aux  deux  premiers  ternies  du  développe- 
ment de  S(x),  il  vient 

(19)        S(x)=x  (1  —  s,'—  -h...  j  =.r  —  st  —  -*-.  ... 

d'où 

(ao)  S'(.r)  =  1  —  h<fj  —  -  -h.  . . 

et  enfin  si  .r  =  o,  011  a 

S'(o)=i. 

D'ailleurs,  nous  établirons  tout  à  l' heure  et  d'une 
manière  plus  simple  ces  développements  (19)  et  (20). 
Pour  le  moment  revenons  à  la  relation  (17)  qui  s'écrit 

('21)  S'*-f-3*,S*=l. 


(22) 
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De  ia  formule  d'addition  de  C(x),  on  déduit 
S'(x-hjr)        S'tT)S'(y)   -SstS(r)S(y) 


ou  bien ,  d'après  la  formule  (21), 

[S'(T)S(y)->rS'(Y)S(x)]* 


S*(T-hjr)  = 


3i,[S,^)SOr^S'(>)S(ap)]«  ) 

-h[S'(^)S'(r)-3^,S(^)S(v)]M 


Or  le  dénominateur  est  égal  à  1,  en  appliquant  encore 
la  formule  (21),  et  comme  pour  j'  =  o  le  numérateur  se 
réduit  à  ±S(x),  la  formule  d'addition  pour  S(x)  est 
donc 

i*3)  S(x-+-y)=  S'(x)S(y)  +  S'(y)S(x). 

D'après  l'expression  (22)  011  conclut  aussi 

<>4)  S'(x+jr)=S'(x)S'(y)-3SlS(x)S(y). 

Remarque  I.  —  Des  relations 

(    p   (X)=  35,-4-  C», 

)  S'(jr)  =  — 3*|S(ar). 
on  déduit 

,    •       S'*  — S'*S       S»(.r) 
(25)  p(x)=         sa        =  — K— !, 

et  par  suite 

1  — 3.ç,S*(r) 


<*V)  G'(x)^ 


S*(ar; 


Remarque  IL  —  L'équation  (12)  permet  de  calculer 
les  sommes  52,  s3  .  .  . ,  de  proche  en  proche  en  fonction 
de  la  première  st.  En  effet  l'équation  (12)  peut  s'écrire 


f sxx  —  stx*  — . . . —  snx-n-1  — .  .  .  J 


I 


—  —  9.si-\-  352jr2-f-. .  .-+-(2/1  —  i)$,i.rî',-s-H. . .; 
égalant  les  coefficients  de  xln   -  et  supposant  successi- 
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veinent   n   pair  ou  impair   (/i=2fx   ou   ;/=2ja  +  i), 
on  obtient 

(4{jl-4-3)Sî!1+i=  '^.S^jjjt     -e  9.StSî{JL_i-h.. . 

-h  2  SjiSjx+1. 

Ainsi  on  a 


■>-7  a. 7.9  ^.7.9.11 

Développement  de  S(x)  et  de  S' (x)  en  série  de  puis- 
sances. —  De  la  formule 

(21)  S'*(x)-+-$slS*(x)  =  i 

nous  allons  déduire  le  développement  de  S(x)  en  série 
de  puissances  par  la  formule  de  Mac-Laurin;  ou  déduit 
aisément 

S<0s»>  =  o,         Sy«+«»=(— 1)«(3*,)«, 
d'où  • 

(>A\)    S(T)^   -—35i --L....4-(-,)*t(34|)« 


x  1.2.8  '  (2  n  -+•  1  )  ! 

développement  valable  quel  que  soitx;  on  en  déduit 

(a;)    Sr(*)  =  i-3*,  ^  h-...  -r-(-  i)«(3fi  )«  ^  -+-.... 

Multiplions  l'équation  (26)   par  ifôsi    et  ajoutons  à 
(27),  il  vient 

c/  •/■r-c/   x  ùcfèfi       (r^Wi)*       .(^/3*î)* 

I  1.2  1.2.3 

ou  bien 

(28)  S'Ca-)-h«/^S(.r)  =  c**^; 


(  557) 
telle  est  la  relation  d'Euler;  on  en  déduit  facilement 

eix  y/ïrx  _4_  e—ix  y/zTx 
(3oj  S(x)  = 


€ix>/ï7x <»— t'xVÏTt 


cixViSt—.  e-txVut 

De  la  relation  (28)  on  tire,  puisque  S  (a.)  et  S'(x) 
changent  de  signe  quand  on  remplace  x  par  x  -f-  1 , 

et  la  fonction  er  admet  ii\J$sy  pour  période. 

Pour  simplifier,  on  voit  que  nous  sommes  conduits  k 
poser  \/$Ti  =  n  :  ainsi  se  trouve  introduit  naturelle- 
ment le  nombre  iz  que  nous  pourrions  nous  proposer  de 
calculer  et  qui  peut  être  regardé  comme  ia  plus  petite 
racine  positive  de  l'équation 

eix-\-i  =  o. 

Remarque  I.  —  Des  équations  (29),  (3o)  et  (3i)  on 

pourrait  déduire  les  formules  d'addition  de  S'(.r),  S(x) 

et  C(x),  en  admettant  la  relation  (12),  déjà  démontrée, 

et  aussi  l'égalité 

e*  er  =  ex+r, 

ce  qui  ne  serait  pas  contradictoire,  vu  que  cette  pro- 
priété de  l'exponentielle  est  indépendante  des  fonctions 
circulaires. 

Remarque  IL  —  Pour  que  la  constante  3st  ne  figure 
pas  explicitement  dans  les  formules  déjà  trouvées  on 
peut  poser 

7T 

S'(.r)  =  -  -  S(.r)  —  cosir-r,  et  ^(-r)  —  7: rôtira, 

Ann.de  \fathénmt.y  3'sêric,  t.WI.   (A«»ùr  iRq;.)  2.3 
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enfin  remplacer  nx  par  x.  On  retombe  ainsi  sur  les  no- 
tations ordinaires  des  fonctions  que  nous  étudions; 
mais  il  est  inutile  de  faire  un  tel  changement,  vu  qu'il 
n'offre  pas  un  grand  intérêt. 

ÉTUDE    DES    ÉQUATIONS 

S(x)  =  S(j'o),         C(a-)  =  C(x0). 
De  la  formule  d'addition  pour  S(x)  on  déduit 
S(*H-x0)-+-S(:r  — *<>)  =  aS(x)S'(tf0) 
ou  bien  si 

X  -+-  X0  =  U,  X  —  Xq  —  V, 

(33)  S(a)  -4-  S(i-)  =  aS  0~  S'  ii^  ; 
de  là 

(34)  S(cO-S(0==2S^^S'^. 
Si,  dans  la  relation 

S(*H->r)=  S(x)S'(y)+S'(x)S(y) 


on 


fait 


i 

x  —  ~         et        y  —  —  x, 


on  déduit 

s(;— )=»(;)  S,<*)-S,(;)S('}- 

Or  S'(i)  =  o,  et  la  relation  S'*(je:)-h  ^S2(j:)=  i 
donne 

Nous  prenons  le  signe  -+-,  vu  que,  d'après  la  formule 
fondamentale  (i),  S(x)  est  positif  pour  x  =  -  :  d'où 

(33)  ^--x^—, 
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de  même 

(36)  S(ar)  =  — ii 1. 

Cela  posé,  considérons  l'équation 

Sx  —  S:l\)=  o. 

D'après  (  34  )  on  a 

0  t  —  Xq  c  ,  x  -f-  a?0 

2b  b     =  O. 

2  2 

ou  bien 

, 1-  \  c  X  — X0  o  /  l  X  -h  XA 

2  \2  2      J 

Alors  les  solutions  de  l'équation  (3y)  sont 

jr  =  T0-h  2/1, 

x  =  —  xo  -+-  »  1'  -î-  I , 

«  et  /i'  étant  deux  entiers  arbitraires. 
Pour  S'(x)  on  a  deux  formules  analogues  à  (33)  cl 

i  (34) 

S'(u)-f-S>)=:2S'^±^  S'  îiHi, 
7  2  2 

S  (a)— S  (p)=  — ar'S S • 

'  2  "2 

De  là  on  déduit  les  solutions  de  l'équation  S'(x)  =  S'(jr0), 

qui  sont 

x  =  2/1  ±ar0. 

Passons  enfin  à  l'équation 

C(*)=C(*,); 
on  a 

d'où 
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Les  solutions  do  l'équation  proposée  sont  donc  celles 

deS(#o — x)  =  o.  D'où 

x  =  x0-h  n. 

En  particulier,  si  x0  =  ->  les  fonctions  S'(.r)  et  C(x) 
s'annulent  pour  les  mêmes  valeurs  x  =  n  -f-  -• 

L'étude  des  équations  précédentes  nous  permettrait 
d'aborder  maintenant  les  fonctions  inverses  des  fonc- 
tions que  nous  venons  de  considérer. 

De  même  la  relation  d'Euler  (28)  conduit  pour  m 
entier  à  la  formule  de  Moivrc  ;  on  a,  en  eilet, 

[S'(J")H-  11c  S  (a?)]"1  =  e**1**, 
d'où 

[S'(a:)-f-  iirS(a?)]»»  =  S'(mx)  -f-  iitS{mx). 

De  là  on  peut  déduire  les  expressions  de  S  (nue)  et 
S' (ma:)  en  fonction  des  puissances  successives  de  S  (or) 
et  S'(or)  et  pareillement  celles  de  STO(x)  et  Sr(mx)  à 
l'aide  des  fonctions  S  et  S'  des  multiples  de  la  variable 
x.  Enfin,  étant  donnée  la  valeur  de  S(x)  ou  S'(o?),  on 

peut  étudier  les  équations  qui  donnent  S(~jetS'(  —  )• 

Ces  questions  sont  maintenant  faciles  à  aborder  et  nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas.  De  même,  en  imitant  les  pro- 
cédés classiques,  on  peut  suivre  les  variations  des  fonc- 
tions S  (x),  S'(x)  et  C(x)  quand  la  variable  est  réelle 
et  comprise  entre  o  et  a  ou  o  et  1 . 

Enfin  on  peut  introduire  et  étudier  les  trois  nouvelles 

fonctions 

1      _   S(a?) 


tang(a?)  : 
scc(.r)  : 

COSCC(j?)  : 


i 
I 


S(-r) 
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FONCTIONS    CIRCULAIRES    EN    GÉNÉRAL. 

Terminons  cette  étude  rapide  par  la  démonstration 
des  formules  qui  permettent  d'exprimer  une  fonctfou 
circulaire  quelconque,  et  par  l'examen  de  deux  de  leurs 
propriétés  essentielles. 

Nous  appellerons  fonction  circulaire  ou  trigonomé- 
trique  une  fonction  f  (x)  rationnelle  en  C(.r)  ou. en 
S(a,x)  et  S'(2.r). 

(On  a,  en  effet, 

ces  formules  découlent  de  celles-ci 

S(2;r)=  aSOr)S'(x), 

S'(a*)  =  aS'«ia?)~  i  =  i  -a«7t*Sl(x), 

lesquelles  proviennent  elles-mêmes  des  formules  d'addi- 
tion.) 

Une  fonction  circulaire  ainsi  définie  est  uniforme; 
elle  n'a  d'autres  points  singuliers  à  distance  finie  que 
despèles;  elle  admet  pour  périodes  le  nombre  i  et  ses 
multiples  entiers.  On  dit  que  i  est  une  période  primi- 
tive. 

Toute  fonction  circulaire  peut  se  mettre  sous  deux 
formes  remarquables  rappelant  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  et  la  mise 
en  évidence  des  zéros  et  des  pôles  de  ces  fonctions. 

i1*  Formule  de  décomposition  en  éléments  simples. 
—  Soit/[C(x)]  une  fonction  circulaire  quelconque, 
/étant  rationnelle.  Posons  einx  =  z.'  De  la  relation  (3 1) 
il  résulte 
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de  sorte  qu'on  a 

/[C(x)]=  -g—, 

F  et  Ff  étant  des  polynômes  entiers  en  z1. 

Cela  posé,  décomposons  -~  en  fractions  simples  et 

considérons  Tune  d'elles      %_^    k;    posons     a  =  e*1'**, 
égalité  toujours  possible  sauf  pour  a  =  o;  on  a 


^J — a       eUnr — e2/«a 


De  sorte  que  la  somme 
A,  A, 


-+-...-+- 


devient  un  polynôme  de  degré  rt  en  C(x  —  a)  ;  mais  la 
relation 

<i2>  £—<*«+ o, 

dérivée  n  fois,  permet  d'exprimer  linéairement  les  puis- 
sances successives  de  C(x  —  a)  au  moyen  des  dérivées 
successives  de  C(x  —  a)  jusqu'à  la  (// —  i)^me.  On  a 
donc 

2r*^5?-H-H,,C(x- a) 

+  M,sC(*--«)-f-....+-Mll-1  ^—CCx-a), 

les  constantes  H,  M,  M,,  ...  dépendant  linéairement 
des  A. 

Eu  répétant  pour  les  diverses  racines  deF(s2).ce 
que  nous  venons  de  dire  pour  la  racine  a,  réunissant 

la  partie  entière  de  y-~-  avec  les  fractions  de  la  forme 
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-^  et  appelant  E(s*)  cet  ensemble,  ou  a 

(A  est  le  plus  grand  des  nombres  tels  que  n  et  certains 
coefficients  AI*  peuvent  être  nuls.)  E(s2)  est  de  la 
forme 

où  Ar  peut  être  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif. 

C'est  là  l'expression  générale  de  toute  fonction  circu- 
laire. 

2°  Forme  d'un  quotient  de  deux  produits  de  fonc- 
tions S.  —  On  peut  écrire 

nC(rSK  _  \C(x)-alUC(x)-ai]...\C(x)-an] 

/iw*;j  -         [C(x)-bl\...[C(x)-bp] 

Posons 

ak=C(xk)        et        bk  =  Q{x'k), 
on  a 

c(*-)-C(**)=    SxSTk  , 

d'où 

/ic<.,]- »(».)•  i;;i^;;î;;ig- 

Quelques  quantités  x*  ou  x^  peuvent  être  égales 
entre  elles. 

M  est  une  constante  et  m  =  p  —  #i. 

C'est  la  seconde  formule  annoncée  mettant  en  évi- 
dence les  zéros  et  les  pôles  de  la  fonction  considérée. 

Remarque.  —  Les  fonctions  précédentcs/"(x)  admet- 
tent la  période  1;  par  un  changement  linéaire  de  va- 
riable on  peut  faire  en  sorte  qu'elles  admettent   une 
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période  quelconque  2w  :  il  suffit  de  poser 

*=£     et     /.c>-/o-/(^)î 

on  a  alors 

Signalons  maintenant  les  deux  propriétés  essentielles 
d'une  fonction  circulaire  qui  font  l'objet  des  théorèmes 
suivants  : 

Théorème  I.  —  Entre  deux  fonctions  circulaires  aux 
mêmes  périodes  y  =f(x),  z  =f\  ( x)  a  lieu  une  rela- 
tion algébrique. 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  dans  le  cas  où  la 
période  commune  est  i  :  alors  y  et  z  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  C(x)  et  l'élimination  de  C(x)  donne 
une  relation  algébrique  entre^  et  z\  cette  relation  dé- 
finit une  courbe  unrcursale. 

Les  formules  (12),  (21),  (25),  (25')  sont  des  cas  par- 
ticuliers de  ce  théorème. 

Théorème  II.  —  Une  fonction  circulaire  f[x)  admet 
un  théorème  d'addition  algébrique. 

Démontrons  encore  ce  résultat  pour  le  cas  où /(x) 

admet  la  période  1  :  il  est  facile  de  passer  au  cas  d'une 

période  quelconque. 

Posons 

/(*)  =  F[C(*)]  =  ii, 

7(^)  =  F[C(r)]  =  ^ 

f(x+y)=F[C(±+y)]  =  w; 
on  a  de  plus 

Comme  F   est   rationnelle    en   d,    l'élimination   de 
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C(x),  C(j  )  et  C(jr-hj),  entre  les  quatre  relations 
précédentes,  conduit  à  une  équation  algébrique  entre 
u,  v  et  w. 

[DSb] 
EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  CAUCHY  AUX  FONCTIONS 
D'UNE  VARIABLE  COMPLEXE  DE  LA  FORME  p*""*; 
Pau  M.  L.  RAVUT. 


Cauchy  a  démontré  le  premier,  dans  Je  cas  d'une  va- 
riable complexe  de  la  forme  pe<flt,  le  théorème  suivant 
qui  porte  son  nom  : 

Si  f(z)  est  une  fonction  de  la  variable  complexe 
z  =  pe,3t,  uniforme  et  continue  dans  toute  l'étendue  de 
Taire  S,  l'intégrale 

1 /(*)«*«. 


i> 


prise  le  long  du  contour  de  cette  aire,  est  nulle. 

On  peut  étendre  ce  théorème  aux  courbes  fermées  de 
l'espace,  situées  sur  des  surfaces  coniques  avant  pour 
sommet  l'origine  des  coordonnées  ou  situées  sur  des 
plans  renfermant  cette  origine. 

Dans  ce  cas,  la  variable  complexe  z  est  égale  à  pe/<r  A(X , 
c'est-à-dire  à  p  (cosa-j-  isinacosA  -+•  il  sinasinA). 
c  est  le  module  de  z\  l'angle  a  représente  le  déplace- 
ment de  p  dans  le  plan  et  l'angle  A  le  déplacement  du 
plan  lui-même.  Les  symboles  d'opérations  i,  I  satisfont 
d'ailleurs  aux  relations 

«*  =  — i,        I»  =  — i,        *I=  — I*. 

Si  Ton  a  A  =  constante  ou  =  o,  p  et  a  étant  variables, 
z  se  meut  dans  un  même  plan. 
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Théorème  de  Cauchy  généralisé.  —  Sif(z)  est  une 
fonction  de  la  variable  complexe  z  =  pe**'**,  uniforme 
et  continue  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  de  la  sur- 
face conique  OS  ou  de  la  surface  S'  faisant  partie 
de  OS,  les  intégrales 

ff(z)dz,  ff(z)dz, 

prises  le  long  des  contours,  S,  S'  seront  nulles. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  un  triangle 
infinitésimal  ayant  pour  sommet  l'extrémité  de  z  et  pour 


côtés  les  vecteurs  /«,  h%  et  A2.  Nous  avons 
h  =  Ai  -h  hf. 
Il  en  résulte  que  Ton  a  identiquement 
(i)         f{s  +  h)h—  /(5-t-*)Ai— /(s-+-A)A,=  o. 

Toutes  les  fois  que  le  premier  membre  de  cette  iden- 
tité interviendra  comme  élément  dans  une  limite  de 
somme,  on  pourra,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
d'ordres  supérieurs  au  premier,  lui  substituer  Tune  ou 


l'autre  des  expressions  suivantes  : 

(-2)  /(*)*-/<*)*!-/<* -4- Ai) *i, 

(3)  /(*-f-A)A-/(3  +  A1)A1-/(«  +  A)A1, 

et  cela  sans  changer  le  résultat  final. 

Les  expressions  (2)  et  (3)  nous  montrent  que,  lors- 
qu'on multiplie  la  fonction/^ z)  par  l'accroissement  de 
la  variable,  on  peut,  dans  la  substitution  que  nous  avons 
en  vue,  prendre  indiffère  m  ment  pour  valeur  de  z  dans 
f(z)  sa  valeur  initiale  ou  sa  valeur  finale. 

Cela  étant,  je  dis  que  Ton  aura 

[z)dz  =  o. 


s* 


Pour  l'établir,  coupons  la  surface  OS  à  l'aide  de  sur- 
faces sphériques  infiniment  voisines  ayant  pour  centre 
commun  le  point  O,  et  traçons  sur  elle  des  rayons  vec- 
teurs infiniment  rapprochés.  En  joignant  deux  à  deux 
par  des  droites  les  points  de  rencontre  consécutifs,  nous 
formerons  un  certain  nombre  de  polygones  élémentaires, 
que  nous  pourrons  décomposer  en  triangles. 

Si  Ton  applique  l'identité  (1)  à  chacun  de  ces 
triangles,  en  les  parcourant  tous  dans  le  sens  direct,  on 
aura  identiquement 

S  [/(*  -f-  A)  A  -f(z  -h  A)  Ai  -/(*  -+-  h)  A,]  =  o. 

Mais  comme  Ton  peut,  sans  altérer  la  limite  de  la 
somme,  substituer  à  un  produit,  tel  q\ivf(z  -+-  A)  A,  le 
produit  f{ z)  A,  tous  les  produits  correspondant  aux 
lignes  intérieures  se  détruiront  deux  à  deux;  car,  si 
dans  un  triangle  l'on  a  le  produit/*^)  A,  dans  l'un  des 
triangles  conligus  l'on  aura  le  produit  — f{z  4- A)  A, 
auquel  on  pourra  substituer  le  produit  — f(z)h.  Il  ne 
restera  donc  que  les  produits  se  rapportant  au  contour. 
Par  suite,  Ton  aura 

ff(z)dz=o. 
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[D6b] 

REPRÉSENTATION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  FONCTION 

arctangs;  • 

Par  M.  MAILLARD. 


Soil 


s»  =  arc  tangs, 


Z*-h  I  2\Z  -ht  Z  —l  I 


Intégrant 


mais  on  a 


w  =  -  /  -.  -+-  C  ; 

i     z  —  i 


/ .  =  /  mod .  -+•  i  arc 

z—  i  z  —i  *  z  —  i 


2  A  71*. 


Prenons  de  part  et  d'autre  de  M,  sur  une  perpendicu- 
laire h  Ox, 

,z  +  t        OD        MB' 
m0dJ^l  =  ÔÎV==  MB' 


arc  -3L-.  =  D'OD  =  BMB'  =  tz  —  CMB, 


f       MB'        t: 
•2      MB         a 


CMB 


-fk-f-C. 
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Faisant  z  =  o,  nous  trouvons  C  =  -  et,,  finalement, 

MB'       CMB 


„,  =  !  /  

a      MB 


-kiz. 


Si,  par  exemple,  z  décrit  un  contour  fermé,  il  suffira 
de  calculer  la  variation  de  l'angle  CiVIB  pour  en  déduire 
celle  de  w. 


[Blc] 


SUR  UN  DÉTERMINANT  REMARQUABLE; 

Par  M.  G.  BOURLET. 


On  sait,  depuis  longtemps,  que  si  dans  une  équation 
différentielle  linéaire  homogène,  d'ordre  m,  on  prend 
la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  comme  nouvelle 
inconnue,  on  obtient  une  nouvelle  équation  différen- 
tielle d'ordre  (m  —  i),  mais  qui  n'est  plus  linéaire.  J'ai 
pu  mettre  cette  équation  sous  forme  d'un  détermi- 
nant ('Jet,  en  la  formant,  en  particulier,  pour  une 
équation  linéaire  à  coefficients  constants,  on  parvient  à 
l'égalité  intéressante  que  voici  : 
n\a9  (/i  —  i)\at  (n  —  2)\at  ...  2  ï  aa-t  an-X  a„ 
—  n  x  o  o  00 

o         — (n —  ï)  x  ...  o  00 

o  a  —  (  n  —  2  )      . . .  o  o         o 


o 
o 


—  1 
o 


o 

x 


=  71!  (a0#n  +  a13r''-1-!--...4-a,,_13?  +  a/l). 

(')  Voir,  à  ce  sujet,  mon  récent  Mémoire  Sur  les  opérations  en 
générait  ele,  {Annales  de  l'École  Normale  supérieure  t  avril  et 
mai  1897,  p.  1O7). 
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Or,  M.  Laisant  a  signalé  autrefois  (* )  l'exemple  ana- 
logue suivant  : 


«0 

«1 

ttj     .. 

.      a  n 

—  I 

X 

o 

o 

o 

—  1 

X 

.  .      o 

O  O  O         —  I        X 

=  a0xn  ■+-  alxn-1-^-..  ,-{-an-\X  -+-  aat 

auquel  le  précédent  ne  se  ramène  pas  immédiatement. 
Ceci  m'a  amené  naturellement  à  chercher  à  déterminer 
d'une  façon  générale  tous  les  déterminants,  du  type  pré- 
cédent, tels  que  leur  développement  soit,  à  un  facteur 
constant  près,  indépendant  des  coefficients  a0,  a«,  . . ., 
an,  identique  au  polynôme 

f(x)  =  a0xn  -+-  axxn-x  +...+  afl. 
Soit  donc  le  déterminant 


D  = 


au  ai  cif  ...  an 

ajj?+pj     *\x-t-$\     a}ar-+-^i     ...     a}tx  -+-  fa 
ajtf+pj     a\x-h$\     *\x  -+-  p|      ...     aJar-hP* 


et  proposons- nous  de  déterminer,  de  la  manière  la  plus 
générale,  les  coefficients  a*  et  (3*  de  façon  que  l'on  ait, 
quels  que  soient  a0j  a, ,  . . .,  an  et  x,  l'identité 

(ï)  D  =  pf(x), 

jx  étant  différent  de  zéro  et  ne  dépendant  ni  de  .r,  ni 


( l  )  Voir  Laisant,  Sur  un  déterminant  remarquable  (  Bull,  de  la 
Société  math.,  t.  XVII,  p.  io4);  et  encore,  V.  Gunthbr,  Ueber  auf- 
steigende  Kettenbruchc  {Zeitschrift  fur  Math.  u.  Phys.,  t.  XXI, 
p.  187). 
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de  a0y  a,,  . . .,  an.  Multiplions,  à  cet  effet,  la  première 
colonne  de  D  par  x",  la  seconde  parx""-1,  la  troisième 
parx*"2,  ...  et  ajoutons  à  la  dernière.  On  aura 

a0  ax  «j  ...     f(x) 

at«a--f-fl»     *!*-+-?{     *}a--h3J     ...     ot(x) 


D== 


?«(*•) 


ij^-t-fj?     aï.r-hp'/     x^-*-^ 

en  posant 

oA(r)  =  (aj#  -t-pJ)arl,-4-(af>-h  fif)^-1  -h  ...  -+-«Ja?-h  ($*". 

Développons  D  par  rapport  à  la  dernière  colonne, 

D=(--i)«A/(.r)-r- A,  ?1(:r) -+-...-*-  A»ç„(ar), 

et  l'identité  (  1  )  s'écrit 

la)      A,îl(*)+...4-Aii?ll(jr)  =  [pi— (— i)«A]/(ar). 

Je  dis  que  cette  dernière  identité  ne  peut  avoir  lieu, 
quels  que  soient x,  a0,  a,,  . .  .,  a,ly  que  si  l'on  a,  sépa- 
rément, 

?l(jr)  =  o,         ...,         ©„(#)  =  o,         (— -i)*A  =  |x. 

Il  faut  d'abord,  en  effet,  que  les  deux  membres  de 
cette  identité  soient  nuls;  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  le 
second  membre  étant  divisible  par  f(x),  le  premier 
membre  devrait  l'être  aussi,  ce  qui  est  impossible,  puis- 
qu'il ne  contient  pas  an.  Je  dis,  en  second  lieu,  qu'on  ne 
peut  avoir,  identiquement, 

Ai?i(ar)  H-. .  .-T-  A„<p,,0)  =  o, 

quels  que  soient  a0>  «n  •••>  <*/j-m  <ll,e  Sl  tous  ^es  poty" 
nomes  <fk(x)  sont  tous  nuls.  Egalons  à  zéro  le  coefficient 
de  a,_|  dans  ce  développement,  et  nous  aurons 

{$)  A<  <?,(*)  -+-  A',  ?,(*)-+-. .  .-f-  A{ïcp„(^)  =  o 

(pour  i  =  i,  -2,  ...,  n), 
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A*  désignant  le  coefficient  de  l'élément  situé  dans  la 

kième  ligne  et  la  iiàme  colonne  dans  le  développement  du 

déterminant 

ajar-hp»      ...     a,i_,  x  -t-  pA-i 


A= 


aî^  +  Pi?     ...     «S-^-h  p  »_t 


Si  les  égalités  (3)  pouvaient  avoir  lieu  sans  que  tous 
les  polynômes  <?*(•*)  fussent  nuls,  il  faudrait  que  le  dé- 
terminant 

A*      Al  A* 

Al      Ai      •••      An 

\'  __       A  *      A  *  A  * 

An      kn  kn 

i      Aî       •••       A« 

fût  nul.  Or,  ceci  est  impossible,  car  A'  est  le  détermi- 
nant adjoint  de  A  ;  on  a  donc 

et  A'  ne  pourrait  être  nul  que  si  A  Tétait,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu,  puisqu'on  doit  avoir 

(—l)1»  A  =  1*5*0. 

On  doit  donc  avoir,  identiquement, 

p*(a?)=  aja?"+»  -+-  (P$-f-a*)a?«  4-  (£*-+-  «*)#«-!  -+-...4-p*  =  o; 
ce  qui  entraîne 

(4) 


«0  =  o, 


PJ  =  -< 


Ces  conditions  (4)  sont  donc  nécessaires  ;  elles  sont, 
d'ailleurs,  suffisantes.  Pour  le  vérifler,  il  suffit  de  prou- 
ver que,  lorsqu'elles  sont  remplies,  A  est  une  constante. 
Or  on  a 


A   = 


—  a\     i\x—  af     ajr —  aj 


*A-i*- 
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ce  qui,  par  des  transformations  faciles,  don  m» 


A  =  (-!)" 


En  résumé,  nous  arrivons  à  la  formule  générale  sui- 
vante qui  donne  tous  les  déterminants  de  la  forme  cher- 
chée : 

aQ  ax  «j  ...      an 


U> 


—  ai     aï  x  --  ai     ai  t 


i\t  —  a;     ol\x - 


1  t  —  ai 


—  a?     olIt  —  a?     a?.r- 


ajx 


=  ^(flTo.T'''^-  «i  J,w",-t-.  ..-H  rt/f). 


eu  posant 


H^ 


»ï 


La  formule  que  j'ai  donnée  au  début  est  le  cas  parti- 
culier où  Ton  prend 


et 


a/  =  o         pour         i  ^  A\ 


La  formule  de  M.  Laisant  est,  de  même,  le  cas  parti- 
culier où  l'on  a 


a/  —  o         pour         i  ^  A\ 


et 


ik  --  i. 


Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  XVI.  (Août  18^7. ) 
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[R4b] 
SUR  L'ÉQUILIBRE  INDIFFÉRENT  D'UNE  CHAINE  PESANTE 
SUR  UNE  COURBE; 

Par  M.  KARAGIANNIDÈS. 


Considérons  une  courbe  parfaitement  polie  et  une 
chaîne  homogène  pesante  de  longueur  /  glissant  sans 
frottement  sur  la  courbe.  Quelle  doit  être  la  forme  de 
la  courbe  pour  que  la  cliaine  soit  en  équilibre  dans 
toutes  ses  positions? 

Il  faut  et  11  suffit  pour  cela  que  le  centre  de  gravité 
de  la  chaîne  reste  à  une  hauteur  constante,  quand  la 
chaîne  glisse  sur  la  courbe.  Prenons  un  axeOj'  vertical 
et  appelons  s  Tare  do  courbe  ;  on  devra  avoir 


(i) 


quel  que  soit  s.  Soit,  le  long  de  la  courbe, 

.r  =/<*). 

en  dilFérentiant  l'équation  (i),  on  aura 

(«)  /(s-h/)-/(0=o. 

La  fonction  f(s)  doit  donc  admettre  la  période  /.  Il  y 
a  une  infinité  de  courbes  planes  et  gauches  répondant 
à  la  question. 

.,     Bornons-nous  à   des  exemples   simples   de    courbes 
planes  dans  un  plan  vertical. 
Supposons 

y  =  asm  — .—  > 


(3;5  ) 

a  constante.  On  en  lire 


1        •  y 

s  =  • —  arcsin  —, 
2ir  a 


et  en  différentiant 


Posons  pour  abréger  : —  =  b.  Nous  avons 


*2ir 


*-V*^ 


On  a  donc  x  en  fonction  de  j'  par  une  intégrale  ellip- 
tique. 

Dans  le  cas  particulier  où  b  =  a,  l'intégration  est 
immédiate;  on  a 

dx  =  —s     "  t  —  x0  =  —  /a*  —  y*  ; 

la  courbe  est  un  cercle  de  rayon  ay  et  de  circonférence 

ma  =  VTtb  =  /, 

solution  évidente. 

Supposons  maintenant  a  différent  de  by  et  pour  fixer 
les  idées  a<^b.  On  a  alors,  en  faisant 

Celte  courbe  est  aisée  à  construire  :  elle  n'a  pas  de 
tangente  verticale,  car  -r-  ne  s'annule  pas;  elle  a  des 
inflexions  sur  Ox,  comme  une  sinusoïde. 


(«) 


dy  i  y 

=  y  are  en - 

•(a»-t-.r*)(a»— 7*)       *  « 


£     (m°d  ï)' 
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En  intégrant  par  des  fonctions  elliptiques  avec  les 
notations  de  Jacobi,  on  obtiendra  (voyez,  par  exemple, 
le  Traité  de  MM.  Àppell  et  Lacour)  : 

I  x  —  a*  u  -+-  Z(w), 

.y  =  acn^u. 

Si  a  était  supérieur  à  A,  la  courbe  aurait  des  tan- 
gentes verticales  et  horizontales. 

On  pourrait  prendre  de  même,  au  lieu  de  la  solution 
simple 

a  7T  s 

y  =  flrsin  — — , 

17ZS  _        .       2  7C5  .  4^*  tï       •       4*** 

y  =  Aicos  —, h  Bt sin  —y h  Ajcos  —. \-  Bjsin  — . 1-... 

iniZS  _        .      2  711TS 

+  ABcos — =—   -hB/jSin — j — > 


les  À  et  les  B  étant  des  constantes.  Il  serait  intéressant 
de  voir  si,  parmi  ces  courbes,  il  s'en  trouve  d'algé- 
briques autres  que  le  cercle. 


[08] 


SUR  UN  CERTAIN  JACOBIEN; 

Paix  M.  AUTONNE. 


Soient 


A  = 


«00 


aon 


boo  = 


à\ 
àano 


CLnn      •  •  •       &nn 

et  les  relations  (i,  j  =  i,  2,  . . .,  n) 

(  o  )     yi  —  A/  Aô l ,      A/  =  fl/o  -+-^tf/y  ■*•/,      A0  =  tf  oo  H-^Voy  J'y. 
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A  titre  d'exercice  sur  le  calcul  des  déterminants,  je 
me  propose  de  déterminer  le  jacobien 

Y  _  0(yi yn)  ^ 

La  diilërentiation  du  système  (o)  fournit  immédiate- 
ment 


ây-  ' 


■■  pu- 


Le  déterminant  à  nl  éléments  P  des  pij  se  compose 
dune  suite  de  déterminants  constitués  de  la  façon  sui- 
vante :  on  remplace  dans  b00j  dans  x  colonnes,  les  élé- 
ments a  par  les  éléments  A0«/y;  dans  n —  a  colonnes, 
les  éléments  a  par  les  éléments  —  A/rt0y.  Tous  les  déter- 
minants à  quatre  éléments 

Xi  a0J     Ai  a0j> 
\i'a0j     Ai'CLoj' 

sont  nuls;  donc  il  suffira  de  prendre  //  —  a  =  o  ou  i  et 
a  =  n  ou  n  —  i .  Bref 


P=  A5Ô..-A5  -'JjQyfloy, 


<ij 


an 


aiJ-\       A/      ttij-t-l 


"in 


Dans  Qy  retranchons  de  la  yiéme  colonne  les  éléments 
des  autres,  multipliés  respectivement  par  jr,,  . . .,  Xj_^ 
Ty+n  •  •  •«»  #»•  Il  ne  restera  de  A/  que  a/jXj  4-  «*o- 


Q/  =  ^y 


«il 


rt/i      •  •  ■      (1iJ    i  <*/o     "/,>■»  r 


"/« 
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Le  premier  déterminant  est  b00  ;  le  second,  faisant 
venir  la  flème  colonne  au  premier  rang  par  j  —  i  déran- 
gements d'indices,  est 


(—  iy-« 


aman      ...     atj-i     «/,/+-!     ...     at„ 


Le  coefficient  de  ( —  i)/"1  est  ( —  i)Jb0j  ;  bref 

Qj  =  bwXj  —  boj,      %  o0yQy  =  6oo(A0-— a00)  — (A  — a°o6w), 

J^aoyQy  =  Aj600  —  A, 
P  =  A«6oo-Aï-»(A06oo-A)  =  AS->A; 


CllfllJ 


A 

Y  =       +   »  expression  homogène  de  degré  zéro 

par  rapport  aux  a. 
Résolvons  les  équations  (o)  par  rapport  aux  x  : 

^7  =  g^  ;         By  =  60y  ■+-  JV  &//?/  î         Bo  =  *oo  -h^K  */oJï- 

Il  viendra 

v-^' g»)_      B     .  B-A" 

B  étant  le  déterminant  des  b  (système  adjoint  des  a). 

Remplaçons  dans  B0  lesj-  par  leur  expression  en  x.  II 
viendra 


^oo  A0  -+- 


~       AT 

^oo  A  o  —  Ôqq  £^  Xj  aQj  H-  A  —  a0o  b{ 


A_ 

A0  Ao 
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Alors 

B-»       A    VA/  A 

XY  =  i,  ce  qui  devait  être. 

LICENCE  ES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


SESSION   D'AVRIL  1897.    -    COMPOSITIONS. 


Lille. 


Analyse. —  i°  Définir  l'intégrale  (V une  fonction 
de  variable  complexe,  prise  le  long  d'un  contour 
donné.  La  fonction  f(z)  étant  supposée  continue  flans 
une  aire  donnée  A,  à  quelles  conditions  doivent  satis- 
faire sa  partie  réelle  et  sa  partie  imaginaire  pour  que 
V intégrale  ait  la  même  valeur ,  quel  que  soit  le  con- 
tour fermé,  contenu  dans  cette  aire,  le  long  duquel  on 
effectue  V intégration. 

aa  Définir  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  et 
former  leur  équation  différentielle  :  la  surface  étant 
supposée  réglée,  on  demande  de  la  déterminer  sachant 
que  tout  plan  parallèle  à  xOj  la  coupe  suivant  une 
ligne  de  courbure.  On  fera  voir  d'abord  que  ces 
lignes  de  courbure  sont  nécessairement  des  cercles; 
on  en  déduira  que  la  surface  est  de  révolution . 

Mécanique.  —  I.  Mouvement  d'un  solide  autour 
d'un  point  fixe. 

On  traitera  seulement  les  questions  suivantes: 
i°  Relations  entre  les  angles  d'Euler  et  les  compo- 
santes de  la  rotation  instantanée; 


(  38o  ) 
a"  Couple  résultant  des  forces  d'inertie; 
3°  Equations  du  mouvement,  intégrales  premières 
de  ces  équations  dans  le  cas  oh  les  forces  extérieures 
admettent  une  résultante  unique  passant  par  le  point 
fixe. 

II.  Un  triangle  isoscèle  rectangle  OAB,  homogène  et 
pesant,  est  mobile  sans  frottement  autour  d'un  axe 
fixe  horizontal  Oz  perpendiculaire  à  son  plan  xOj  et 
passant  par  le  sommet  O  de  l'angle  droit.  Un  fil  élas- 


tique DCA,  dont  une  extrémité  D  est  fixe,  soutient  à 
son  autre  extrémité  le  triangle  ÀOB  auquel  il  est  atta- 
ché en  À.  Ce  fil  passe  en  oulre  dans  un  anneau  très 
petit  C  situé  sur  l'horizontale  Ox,  û  une  distance  OC 
du  point  O  égale  à  OA. 

Déterminer  la  position  d'équilibre  du  triangle  AOB, 
le  mouvement  de  ce  triangle,  la  réaction  de  l'axeOz, 
et  en  particulier  la  durée  des  petites  oscillations. 

On  supposera  que  la  longueur  du  fil,  dans  son  état 
naturel,  est  égale  à  DC,  et  que  OC  est  la  longueur 
dont  ce  fil  s'allonge  à  l'état  d'équilibre  sous  l'action 
d'un  poids  égal  à  celui  du  triangle  AOB. 

(On  rappelle  que  la  tension  d'un  fil  élastique  est 
proportionnelle  à  rallongement  de  ce  fil.) 


(38.  ) 

Astronomie.  —  Déterminer  V azimut  et  la  distance 
zénithale  que  Von  devra  obtenir  pour  le  centre  du 
Soleil,  observé  en  un  lieu  A  de  longitude  ob  i4ni57%  i  (E) 
et  de  latitude  5o°46'34",o  (B),  à  2h5mi2%o,  temps 
moyen  local,  pour  un  jour  donné. 

Le  jour  de  l'observation,  à  midi  moyen  de  Paris, 
la  déclinaison  du  Soleil  est  4-1  j?°5  \'  iZ",  1,  et  elle  di- 
minue de  3 8"  29'  par  heure. 

Le  même  Jour,  à  midi  moyen  de  Paris,  le  temps 
vrai  est  de  1  ih53m55*, -j4  et  Ie  lendemain,  à  midi 
moyen,  il  est  de  1  il,54mo8,oa. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1746 

(1896,  p.  4t<>). 

Le  volume  d'un  tétraèdre  est  égal  aux  deux  tiers  du 
produit  des  sections  faites  par  deux  plans  médians  menés 
par  deux  arêtes  opposées  de  ce  tétraèdre,  multiplié  par  le 
sinus  de  V angle  de  ces  deux  plans  et  divisé  par  la  mé- 
diane du  tétraèdre  suivant  laquelle  ils  se  coupent, 

(Genty.) 

solution 
Par  M.  Dulimbkrt. 

Soient  S  ABC  le  tétraèdre;  SA  a,  aBG  les  deux  sections  mé- 
dianes qui  se  coupent  suivant  la  médiane  aoc;  tu  le  dièdre  des 
plans  a«A,  aiB. 

De  B  je  mène  la  perpendiculaire  BK  sur  la  droite  aoc  et  la 
perpendiculaire  B/i  sur  le  plan  médian  SAa.  BK/i  est  l'angle 
plan  du  dièdre  des  deux,  plans  médians.  Donc  Bh  =  BKsinw. 
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Cela  posé,  le  volume  du  tétraèdre  est  égal  à  deux  fois  celui 
du  tétraèdre  BAS  a,  c'est-à-dire  à 

j.  SAa.BA  =  f  .SAa.BK  sinw. 


Or  la  surface  de  la  section  médiane  aBG  est  égale  à  aa.BK. 
Donc 


Donc  enfin  le  volume  est  égal  à 


a  SAff.zRG    . 

_. sinw. 

i  aa 


iU  Q.  V.  D. 


Autres  solutions  de  MM.  Brand  et  Taratte. 


Question  1750. 

1 18«6,  p.  :>;e.) 

Soit  m  un  point  quelconque  d'une  conique  de  centreO;par 
les  points  O  et  m  on  mène  les  droites  Op  et  mp,  également 
inclinées  sur  les  axes,  respectivement,  que  la  droite  O  m  et 
la  tangente  en  m.  La  perpendiculaire  élevée  à  mp  au 
point  p  passe  par  le  centre  de  courbure  en  m. 

(E.  Duporcq.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Rktali. 

Appelons  m'  le  point  où  mp  va  couper  ultérieurement 
la  conique,  et  \x  le  symétrique  de  m  par  rapport  à  un  axe  de 
la  courbe  :  mp  est  parallèle  à  la  tangente  en  p.,  et  par  suite  p 
est  le   milieu   de   la  corde  mm' \  mai»  Le  centre  de  courbure 
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en  m  est  sur  un  cercle  mené  par  les  points  m  et  m'\  donc,  etc. 
La  construction  indiquée  par  M.  Duporcq  coïncide  donc  avec 
celle  de  Steiner  (  Vorlesungen,  p.  3 12). 

Autres  solutions  de  MM.  E.-N.  Barisien,  Droz-Farny  et  E.  Taratte; 
un  anonyme  nous  a  aussi  envoyé  la  suivante  : 

Les  droites  mt,  mp,  également  inclinées  sur  les  axes,  ont 
pour  diamètres  conjugués  les  droites  également  inclinées  sur 
les  axes  :  Ont,  Op.  Si  /  est  le  point  où  mp  coupe  la  conique, 
le  point  p  est  alors  le  milieu  de  ml. 

On  sait  que  le  cercle  de  courbure  en  m  passe  par  /;  son 
centre  est  sur  la  perpendiculaire  à  ml  élevée  du  milieu  p  de 
cette  corde. 

Question  1753. 

11896,  p.  sa:i.) 

Le  lieu  des  pôles  des  spirales  logarithmiques  osculatrices 
aux  diverses  sections  ayant  même  tangente  en  un  point 
d'une  sur/ace  est  un  cercle.  (  A.  Pellet.) 

solution 
Par  M.  A.  Mannheim. 

Par  la  droite  at,  tangente  en  a  à  la  surface  donnée,  menons 
un  plan.  Appelons  a  le  centre  de  courbure,  poup  le  point  a, 
de  la  section  S  ainsi  obtenue,  et  y  le  centre  de  courbure  cor- 
respondant de  la  développée  de  cette  courbe. 

La  spirale  logarithmique,  tangente  en  a  à  S,  et  dont  le 
centre  de  courbure  de  sa  développée  est  y»  a  un  pôle  p  qu'on 
obtient  en  projetant  a  sur  a  y. 

Lorsque  le  plan  sécant  tourne  autour  de  at  les  points  tels 
que  a  décrivent  un  cercle  C  et  la  droite  a  y  reste  dans  un  plan 
(P)  (!)  :  les  pôles  tels  que  p  appartiennent  alors  au  petit 
cercle  tracé  sur  (P)  de  la  sphère  dont  G  est  un  grand 
cercle. 


(')  Principes  et   développements  de  Géométrie   cinématique, 
p.  333  et  334. 
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Question  1757. 

(  1897,  p.  ioo.) 

Des  paraboles  ont  un  contact  du  second  ordre  avec  une 
courbe  plane  donnée,  en  un  même  point  de  cette  courbe; 
quelle  est  l'enveloppe  de  leurs  axes  ?  Déterminer, pour  Vun 
de  ces  axes,  le  point  où  il  touche  cette  enveloppe  et  con- 
struire le  centre  de  courbure  de  cette  courbe  correspondant 
à  ce  point  de  contact  (J).  (Mannheim.) 

solution 
Par  M.  Audibert. 

Plaçons  l'origine  au  point  fixe  de  contact  du  second  ordre, 
l'axe  des  x  sera  tangente  commune.  La  parabole 

(0  (/>r-»-*,),-+-»w  =  o> 

qui  fait  partie  du  faisceau,  n'a  que  le  paramètre/?  de  variable, 

car,  à  l'origine,  sa  dérivée  seconde est  une  constante.  Le 

9 

coefficient  angulaire  de  l'axe  de  (i)  est =  tanga,   et  au 

sommet  correspondant  on  aura 

dy  _     —  (py-hx) 


dx       p{py-^-x)-^q       Py 


ou 


(2)  py-hx-\ 2£-_=0, 

équation  de  cet  axe. 

En  combinant  (2)  avec  sa  dérivée  relative  k  p,  on  a  les  coor- 
données du  point  de  contact  de  l'axe  avec  son  enveloppe, 

L'élimination  de  p  entre  (2)  et  (3)  donne  l'équation  de  l'en- 


(')   Voir  aussi  l'article  de  M.  d'Ocagne,  page  ibi\  1X97. 
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'\eIoppe 

4y(y  -+-  q)2-*-  4-**v-+-  ^Jr1yi —  ioqx*y  —  q*x-  =  o. 

En  substituant  à  p  sa  valeur >  (2)  s'écrira 

H  tan- a    v    ; 

x  y 

.  —  =  g  sin  a, 

cosa       sioa       ' 

et  de  (3)  on  tire  la  relation 

t  y 

h  -^—  =  q. 

cosa  a        sinus 

Chacune  de  ces  droites  est  facile  à  construire,  et  leur  ren- 
contre déterminera  le  point  de  contact. 
La  normale  en  ce  point 

rencontre  la  normale  infiniment  voisine  au  centre  de  courbure, 
dont  les  coordonnées  sont 


Gpq  (]_ 


yi  =  — /-,V.n>         y*=  /-. '.  ,|)t(^— 5/>«  — i); 


à  l'aide  de  (3)  on  a 

d'où  l'expression  du  rayon  de  courbure 

.        iqp(p*—'l) 

i  —      Jr  r a —  —  ay  cos  \ol. 

Autre  solution  de  M.  H.  Brocard. 


Question  1760. 

(1897,  p.  U8.) 

Etant  donnés  deux  faisceaux,  l'un  d'ordre  m,  l'autre 
d'ordre  n,  le  lieu  géométrique  des  points  où  les  courbes 
des  deux  faisceaux  se  coupent  sous  un  angle  constant  a 
est  une  courbe  d'ordre  9.(m-hn  —  i).  Quand  a  =  o,  cette 
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courbe  se  décompose  en  une  courbe  d'ordre  2(m-f-n) —  3 
et  la  droite  de  V infini.  (E.  Dewulp.) 

SOLUTION 

Par  M.  G.  Leinekugel. 
Considérons!  en  effet,  les  deux  faisceaux  linéaires 

(i)  Cm(x1  y)  =  ym(xy  y)+ltym(x,  y)  =  o, 

(a)  Cn(x,y)^  Qn(x,y)  -4-  f.nn(x,y)  =  o: 

la  condition  pour  que,  en  un  point  (x,y),  les  deux  courbes  se 
coupent  sous  un  angle  oc,  est 

/  fdCm  àCn       dCm  àCn\ 

j       _  dCm  àCn  __  dCm  dCn 
*  \       ~~    dx      ây  dy       ôx 

L'élimination  de  X,  [x  entre  les  équations  précédentes  conduit 
à  l'équation  du  lieu 

tanga[(<pi/n<t//n  —  ^m?m)(6>p-  bn^n) 

■+-  (oymtyni  —  ù'ym  vm)(Wyny  n  —  bny'Yni)\ 

=  (?!c m  4* m  —  V*  m  ?  m)(  uy  n  X. n  ~~*  Xr  n  ^ n  ) 
—  (6^/t  /« —  7'z/iOAi)(o^.//n];m  —  ty'ytn  yw). 

Dans  le  cas  où  a£o.  on  voit  nettement,  en  posant 

om(xiy)  =  Amxm-h...-h  Aa:*  n-  2  B  a?p  -M-  Cy*  -4-  2  D  a?  ■+■  2  E^  +  F=o. 

^/n(ariix)  =  A'/rta?,w-H...-4-  A'ar*-i- -+-  îE'j+F-o, 

6n(j'îix)  =  anxn   -4- . . .  -+-  a  x1  -k-ibxy  -h =  0. 

y„n(x,y)=  a'nxn  -+-...  -h  a'ar*  -+■ -  o. 

que  le  degré  du  premier  membre  de  l'équation  est 
m  -h  m  —  i-h/n-n  —  1  =  %{m  -h  n  —  1); 

dans  le  second  membre,  au  contraire,  le  terme  constant  dispa- 
raît, et  si  les  équations  ont  été  rendues  homogènes  en  x,y,  z. 
le  facteur  z  est  en  facteur  d'où  le  lieu  s'abaisse  au  cas  où  ot  =  o 

à  2(/n  -+-  n)—  3. 
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QUESTIONS. 


1775.  On  donne  un  point  O  et  une  droite  D  fi\es.  Une  figure 
de  grandeur  invariable  formée  d'un  point  eu  et  d'une  droite  A 
se  déplace  de  façon  que  eu  reste  sur  D  et  que  Â,  s'appuyant 
toujours  sur  cette  droite,  passe  toujours  par  O.  On  demande  le 
lieu  d'un  point  arbitraire  du  plan  de  la  figure  mobile.  Exami- 
ner les  différentes  formes  de  ce  lieu,  lorsqu'on  fait  varier  les 
données.  (Mannheim.) 

1776.  Soit/(:r,  ^)  =  aarl-f-  7.bry  -+-  cy*  une  forme  positive 
eto(A)=\]  -jr »  la   somme  étant  étendue  à  tous  les 

systèmes  de  valeurs  entières  des   indéterminées  x  et  y,  tels 

que 

f(x,y)     soit     <  A. 

On  excepte,  bien  entendu,  le  système  particulier  x  ~  y  ==  o, 

ce  que  nous  indiquons  en  affectant  le  signe  ^  d'un   accent. 

Démontrer  que  la  différence 

o(h) -  -     log/i 

yac  —  o* 

tend  vers  une  limite  déterminée  quand  h  augmente  indéfini- 
ment. (J.  Franel.  ) 

1777.  Soit,  plus  généralement, 

/(*„  *„  . . .,  tp)  =2  ««*-*'  ('  Z  !',  a,  '.  '.  '.',  p) 

une  forme  positive  des  p  variables  xiy  . . . ,  xPi  D  =  |  (ars)  |  son 
déterminant  et 


?<**=2' 


la  somme  étant  étendue  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières 
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des  variables  (  à  l'exception  du  système  .r,  =  xt  = . . .  =  xp  =  o1) 
satisfaisant  à  l'inégalité 

f(xlyxtl  .  ..,*>)  </i. 

Démontrer  que  la  différence 


tend  vers  une  limite  déterminée  quand  h  augmente  indéfini- 
ment. (J.  Franel.) 

1778.  Une  conique  rencontre  les  côtés  BG,  CA,  AB  d'un 
triangle  en  D,  D',  E,  E',  F,  F'.  Les  tangentes  en  D,  D'  ren- 
contrent AB,  AG  en  K,  K'.  L  est  le  conjugué  harmonique 
de  B  par  rapport  aux  F,  F'.  M  est  le  conjugué  harmonique 
de  C  par  E,  E'. 

Démontrer  que  D'L,  DM,  KK',  concourent  en  un  même 
point.  (W.-J.  Greenstreet.  ) 

1779.  La  ligne  OMN  rencontre  les  lignes  AB,  AC  en  M  et  N, 
de  telle  sorte  qu'on  a 

OM*.AN.AC  =  ONs.AM.MB. 

Déterminer  O.  (W.-J.  Greenstrekt.  ) 

1780.  On  projette  orthogonalement  un  parallélogramme  dé- 
crivant un  carré.  Trouver  la  diagonale  du  carré  en  fonction 
des  côtés  du  parallélogramme  et  de  l'angle  compris. 

(W.-J.  Greenstreet.) 

1781.  Soient  donnés  trois  nombres  positifs  ,r,  y,  z  tels  que 

x  -4-  y  -*-  z  =  i . 

On  a  les  inégalités 

(i)  yz-hxz+.ry<  \\t 

(a)  #*-*-^*-hs*>Hary*, 

(3)  (x*-{-  r2-+--2)    -(.n+w  +  27)>1V 

(  JORGK-F.   D  AviLLEZ.  ) 
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[D2] 
ÉTUDE  SDR  LIS  SUBSTITUTIONS  DU  SECOND  DEGRÉ; 

Par  M.  II.  LAURENT. 


I.  —  Préliminaires. 

Je  me  propose,  dans  ce  qui  va  suivre,  d'étudier  les  pro- 
priétés des  substi  lu  lions  linéaires  du  second  degré  dont 
le  déterminant  est  un;  au  fond,  cette  étude  est  identique 
à  celle  des  substitutions  de  la  forme 

ax-+-  b 


Cette  étude  a  déjà  été  entreprise  et  menée  à  bonne 
Gn  par  M.  Poincaré;  mais  les  lignes  qui  suivent  n'ont 
rien  de  commun  avec  le  travail  de  M.  Poincaré,  et  je  me 
place  sur  un  tout  autre  terrain  que  l'illustre  géomètre. 

Les  substitutions  que  nous  allons  étudier  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme  symbolique 

a  -+-  p i  -h  y) '-+-  8 ij r  =  axii-t-  biit-+-  c:sl-h  <iïM, 

i  et  y  désignant  des  substitutions  de  la  forme 


i  =  tn-l-Tn,        y=Tn  —  tjjî 

alors  on  aura 

(i)   a  =  a  +  Y,         rf  =  «  — y,        £  =  £  —  $, 

c  =  p+o; 

,   .             a-h  d                 a  —  d                 b  -+-  c 
a              '            a             r            a 

c  —  £ 

o  = 

•2 

(3)                       i*=i,        /»  =  !,         i>"  =—>«*. 

Si  Ton  suppose  le  déterminant  ad  —  bc  de  la  substitu- 
tion égal  à  i,  on  aura 

a*  —  y2—  p«-r-8*=i. 
X/iA.  de  Ma  thé  m  a  t.,  3»  série,  t.  XVI.  (Septembre  1899.)        2.5 


(  39o) 

II.  —  Substitutions  sans  partie  numérique. 

Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  a  =  o  :  la  sub- 
stitution considérée  est  de  la  forme 

v=  p i -+-  77 -h  Zij, 

dans  le  cas  où  a  =  o,  nous  supposerons  encore  que  \n 
déterminant  peut  être  —  i  ou  zéro,  en  sorte  que  Ton 
pourra  avoir 

pi_f.Ti_3î=0; 
soit  v*  une  autre  substitution  analogue  à  *> 

•  =p'f -«- Ty +  «'(/, 

on  aura 

p</=  pp'  +  rr'_-  88' 4-  t(3f'-ï3')-+-y(Pô'- 8p')-  (/"(yP  — ?f), 
de  sorte  que  si  Ton  pose 


PP'+YY'-38'=^. 

on  aura 

(0 

w'-+-  /i>  =  N, 

et  dans  le  cas  où^  =  ^'ona^  =  ±i  ou  zéro  en  sorte 
que  le  carré  de  v  sera  égal  à  ±  i  ou  à  zéro  suivant  les 
cas. 

III.  —  Groupe  dérivé  d'une  seule  substitution. 

Nous    distinguerons  trois  espèces   de    substitutions, 
daus  le  cas  où  a,  j3,  y?  3  sont  réels;  soit 

s  =  a  -+-  p  *  h-  y/  -+-  s  V  • 
i°  Si   *2<[i,  ou  dit  que  la  substitutions  est  ellip- 
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lique  ;  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

*o-iA — ^   P'  +  T./ -+-*(/ 
a  +  vi  —  a z  —         -  __=r^rz7  —  j 

car,  en  vertu  de 

les  radicaux  sont  réels,  et  Ton  peut  poser 

a  =  cosO,        v  =  -* ^ y-. 

Alors  5  prend  la  forme 

5  =  cosO  -+-  i>sin6, 
et  Ton  a 

,!  =  _,; 

on  en  conclut,  si  m  est  entier, 

sm  =  cosmO-i-  p  sinmO. 

2°  Si  a2>  î ,  on  dît  que  la  substitution  est  hyperbo- 
lique, alors  on  écrit 

/-r 3  i  -h  Y  /  -f-  0  «y 

vV-+-  i*2— *2 

et  si  Ton  pose  a  =  chç  ou  —  ch<p  suivant  que  a  est  posi- 
tif ou  négatif,  on  a 

s  =  ch<p  -h  v  sh©         ou         s=  —  ch© —  esho..., 

(dr  s)m=  ch  /no  -4-  t>  sh  mo. 

3°  Si  a2=  1,  on  dit  que  la  substitution  est  parabo- 
lique et  Ton  peut  poser 

S  =  I  -+-  I»,  ç's  =  o, 

$'"  =  i  -f-  vm. 

i°  Si  la  substitution  s  est  elliptique,  le  groupe  dérivé 
(formé  des   puissances    de   5)   est   en  général  d'or,dre 
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infini  ;  il  contient  une  substitution  infinitésimale 

cosmG  -h  v  sinmO, 

car  on  peut  choisir  m  de  telle  sorte  que  cosmQ  soit  aussi 
voisin  que  l'on  veut  de  l'unité  (a  =  i,  (}  =  o,  f  =  o, 
0  =  0  donne  a  =  d=  1).  Cependant  si  0  est  commen- 
surable  avec  ic  le  groupe  contiendra  un  nombre  fini  de 
substitutions  distinctes. 

2°  Si  la  substitution  s  est  hyperbolique,  sm  est  de  la 
forme  ±  (ch/raO  -+-  v  shmO),  elle  n'est  jamais  infinité- 
simale, le  groupe  dérivé  de  s  est  discontinu.  Il  en  est 
évidemment  de  même  si  s  est  parabolique.  La  forme 
cosQ-f-  if  sinQ  convient  à  toutes  les  substitutions  si  9  n'est 
pas  réel. 

IV.  —  Groupe  dérivé  de  substitutions  échangeables. 

Soit 

5  =  a  ■+-  p  *  -h  y/  -4-  8  i/\ 

s'  =  a  -h  P'  i-+-  y'y  h-  5'  iy , 
on  a 

Iss'  =  aa'-+-  pp'  h- yy'  —  88'  -h  t(ap'  -+-  pa'  -+-  8f  —  y8f) 
-V-/(aY'-+-Y*'-+-P8'-8P') 
-f-(/(«8'-h8«'  +  pT'-Tp'); 

et  si  Ton  a  ss'=  sfs,  il  faut  que 

(2)  Ôy»  —  T8'  =  P3'  —  8P'  =  PT'  — TP'  =  o; 

donc  les  deux  substitutions  seront  de  la  forme 

a,  i,  a',  &'  désigna  ut  des  nombres;  car,  en  vertu  de  (2), 

£  =  -,  =  *7«  Ces  deux  substitutions  seront  à  la  fois  el- 
P        Y        °  | 

liptiques,  ou  à  la  fois  hyperboliques,  ou  à  la  fois  para- 
boliques (en  supposant  les  coefficients  réels)  : 

l 
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i°  Si  elles  sont  elliptiques  on  peut  poser 

s  =  cosO-+-  v  sinO,        s'  —  cosO'-h  v  sinO'; 
alors 

ss'  =  cos(8  -+-  0')  -+-  v  sin(6  4-  8'), 

et  plus  généralement 

sms'n=  cos(/n6-f-/i8')-+-  v  sin(/n8-»-n8')  : 

telle  est  l'expression  de  la  substitution  la  plus  générale 
du  groupe;  elle  pourra  être  infinitésimale  pour  des  va- 
leurs convenables  de  m  et  n  et  le  groupe  sera  continu,  à 
moins  que  0  et  V  soient  commensurables  avec  ic  :  le  groupe 
dérivé  de  s  et  J  sera  alors  d'ordre  fini.  On  verrait  de 
même  que  le  groupe  dérivé  d'un  nombre  quelconque  de 
substitutions  elliptiques  échangeables  est  continu  ou 
d'ordre  fini. 

a0  Si  les  substitutions  s  et  s1  sont  hyperboliques  et 
toutes  deux  de  la  forme 

±  (ch9  -+-  v  sh8),        ±  (ch8'  -4-  v  sh  8'), 

elles  donneront  lieu  à  un  groupe  d'ordre  infini,  discon- 
tinu si  0  et  9'  sont  commensurables,  mais  continu  s'il 
n'en  est  pas  ainsi. 

V.  —  Groupe  dérivé  de  deux  substitutions 

SANS    PARTIE    NUMÉRIQUE. 

Considérons  deux  substitutions  sans   partie  numé- 
rique 

y  =  pi  -h  Ty  +  J,/,        p'  =  p','-  T7  +  8'(/, 
on  a 

*;p'  =  pp'-+-  rt-  88'  -h  *(8Tr  -  ^8') 

+y(p8'-sp')  +  iy(pY'--ïp'); 

ce  produit  est  tout  à  fait  quelconque,  en  sorte  que  toute 
substitution  est  le  produit  de  deux  autres  sans  partie 
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numérique  (et  de  déterminant  ±  i).  En  effet,  si  Ton 
pose 

8Y'-T8'=p*, 

a"  satisfaisant  à  la  relation 

a»i  _+_  p-i  +  tm  _  8»i  =  (pj  _  ^  _  gi) (p't  +  Y'i  __  8'*), 

on  aura  la  première  équation  comme  conséquence  des 
trois  autres.  On  tire  de  celles-ci 

PÊ'  +.  r[»  _  88'  =  o, 
p'?#-+-YY-8'8'r  =  ol 

et  il  est  clair  qu'il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  va- 
leurs admissibles  pour  £},  jî',  y,  y^  2,  o'. 

Le  produit  fV  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
eos8  +  w  sin  8  ou  ch8  -h  cv  sh8  :  or  le  groupe  dérivé  de 
v  et  \J  a  pour  substitutions  les  expressions  de  la  forme 

±vv'vv'...     ou     dt  v'vv'ç. .. 

qu'on  ramènera  à 

cosmO-h  w  sinmO 
ou  à 

t>(cosmO  -h  w  sin  /nO) 

ou  ...  j  il  sera  donc  facile  de  se  décider  sur  la  nature 
du  groupe  en  question. 

11  est  bon  d'observer  : 

i°Que  deux  substitutions  s  et  /  étant  données,  il 
existera  toujours  trois  substitutions  sans  partie  numé- 
rique, r,  v\  s/9  telles  que 

s  =  vv'      ou     v'ç, 
s'  —  v'v"     ou     v"v'; 
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enfin,  a°  que  Ton  a 


VV 


Maintenant  proposons-nous  de  mettre  le  produit 

(I)  5»s'P*Yj'3... 

sous  la  forme 

a  -+-  bv  -+-  cv'  -Jrdvv'y 

5  et  /  désignant  des  substitutions  de  la  forme  a  -4-  bu  et 
a' -h  ii/.  Nous  supposerons  f2=  i,t>'2=i,  vv' =  (i/y)"1. 
Le  produit  (i)  est  l'expression  générale  d'une  substitu- 
tion du  groupe  dérivé  de  5  et  s';  5a  est  de  la  forme 
cha8-»-  fsbaQ,  si  Ton  suppose  s  =  cb6  -f-  vsb  6,  en 
sorte  que  l'on  peut  supposer 

$*  =  ai  -+-  ôit',        s'f*=  «j  -+■  &2t>\        ..., 
et  Ton  est  ramené  à  l'évaluation  du  produit 

ce  produit  est  de  la  forme 

(et  n/=coscp -hwsincp  ou  cb<p -Hvshy,  ...,  alors 
\lv  =  cos<p —  wsinç). 

Le  but  que  nous  poursuivons  est  surtout  d'évaluer  la 
partie  numérique  du  produit  (i),  ce  qui  doit  permettre 
de  découvrir  la  nature  du  groupe  dérivé  de  s  et  s';  or 
cette  partie  numérique  est  la  même  que  dans  l'inverâe 
du  produit  (i)  et  cet  inverse  n'en  diffère  que  par  le 
signe  de  la  partie  symboliqne.  Nous  pouvons  donc  né- 
gliger les  termes  qui  contiennent  un  nombre  impair  de 
facteurs  v  ou  b  et  qui,  en  ajoutant  le  produit  (i)  avec 
son  conjugué ,  disparaîtraient. 

La  partie  numérique  du  produit  (i)  sera  alors  conte- 
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nue  dans 

ou 

Zaaap.  •  •  ^a'&p'-  •  .cosAç. 

Le  terme  placé  sous  le  signe  21  contient  un  nombre 
pair  de  facteurs  &,  les  indices  a',  (3;,  ...  sont  croissants; 
lésa  contiennent  les  indices  autres  que  a',  [3',  ..  .,  le 
nombre  h  s'obtient  comme  il  suit  :  on  parcourt  la  suite 
des  indices  a',  j3',  .  .  .,  et  chaque  fois  que  l'on  rencontre 
deux  indices  consécutifs  de  même  parité  on  les  sup- 
prime; la  moitié  du  nombre  des  indices  restants  est  le 
nombre  h. 


Groupes  de  substitutions  à  un  paramètre. 

Considérons  les  substitutions 

s  =  a  -h  p*  -+-  y/  -+-  àij, 
s' =«'-+.  pi+fj  +  ï'ij. 

Supposons  a,  (3,  y,  8  fonctions  d'un  paramètre  t  et  a',  jî', 
y',  8'  égales  aux  mêmes  fonctions  d'un  autre  para- 
mètre t!.  Dans  le  produit 

a",  {3",  y"}  S/;  seront,  en  général,  des  fonctions  de  t  et  t'. 
On  peut  se  demander  la  condition  pour  que  a?,  p",  y% 
S"- ne  dépendent  réellement  que  d'un  seul  paramètre  ttt. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que 

et  Tune  des  équations  précédentes  rentrera  dans  les 
autres   puisque  a"2  —  p"2_Y"2-f-  8"2  =  i.  Or  «la  for- 
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mule  (i)  du  §  4  donne  a",  £',  /,  8"  et  (a)  devient 


S,<J3 

àf        ?  àf       T  d/' 

d8' 
-T5? 

or,  si  l'on  observe  que  le  déterminant  de  j7  -t-  est  égal 
au  produit  des  déterminants  de  s7  et  de  -->  c'est-à-dire 
qu'il  est  égal  au  déterminant  de  -r  >  on  voit  que  la  suite 

des  rapports  précédents  est  égale  au  rapport  d'une  fonc- 
tion de  t  seul  à  une  fonction  de  t!  seul  \  il  y  a  plus,  ce 

f(f\  VF' ( *  \ 

rapport  est  de  la  forme  -fyJ\  ou,  si  Ton  veut,  «777,-:  >  en 

sorte  que,  en  prenant  pour  variables  F(f  )  et  F(*'),  on 
peut  supposer  les  rapports  précédents  égaux  à  l'unité, 

et  alors  -.    =  -r-r,  ••  •  et  a",  j*T,  y",  8V  sont  forcément 

fonctions  de  *  -f-  /',  les  substitutions  s  et  s'  sont  alors 
échangeables  :  elles  sont  donc  de  la  forme 

cos  l  +  t>  sin  t,     .... 


Groupes  à  deux  paramètres. 

Si  l'on  suppose  que  a  et  a7  soient  de  la  forme 
/(*i>  *a)  et  f(t\,  t'2)  respectivement,  etc.,  a",  jï",  y",  S" 
dépendront,  en  général,  de  quatre  paramètres;  pour 
qu'ils  ne  dépendent  que  de  deux  paramètres  seulement, 
il  faudra  que 

<>(«-,?'./,  3») 
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et  que  les  mineurs  du  déterminant  qui  figure  dans  le 
premier  membre  soient  nuls.  En  écrivant  ces  conditions 
on  arrive,  mais  assez  péniblement  à  former  les  groupes 
à  deux  paramètres.  11  est  plus  simple  de  suivre  une 
autre  voie  et,  sans  se  préoccuper  de  trouver  les  groupes 
les  plus  généraux  à  deux  paramètres,  on  peut  essayer 
de  trouver  d'abord  des  groupes  à  deux  paramètres, 
ce  qui  est  assez  simple. 
Les  substitutions 

x'  =  ax, 

y  =  a'x-h  -y, 

dans  lesquelles  a  et  a'  sont  arbitraires,  forment  évi- 
demment un  groupe;  car  si  l'on  pose 

x  =  a^x'  j 

on  a 
x'  =  aa,\  x, 
y  =  a.ax  h (  a  x  h Y)  =  \a\a-\ )  xh y 

et  le  déterminant  des  substitutions  considérées  est  un. 
En  sorte  que  si  s(a,  a!)  est  une  substitution  du  groupe, 
on  a 

s(a,  a')  s(ai,  a\)  =s  ( aau  aa\  h )• 

Un  groupe  à  deux  paramètres  contient  une  infinité  de 
substitutions  infinitésimales  dont  les  puissances  sont 
autant  de  groupes  à  un  paramètre  ;  donc  un  groupe  à 
deux  paramètres  doit  contenir  des  groupes  à  un  para- 
mètre. Soit  s  une  substitution 

s  =  cosG  -t-(pï -+-  yy-hoy  )sinO 
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d'un  groupe  à  deux  paramètres  dont  l'un  sera  6;  [3,  y,  8 
sont  des  fonctions  de  0  et  d'un  autre  paramètre  que 
nous  appellerons  t.  Tout  groupe  à  un  paramètre  se 
composant  de  substitutions  échangeables  est  composé  de 
substitutions  qui  sont  des  fonctions  d'une  substitution 
de  la  forme 

cos0  +  p6in0         (t>  =  *'j3  -f-y :y-h  i/o), 

où  v  est  constant,  et  ce  groupe  contient  le  groupe  à  un 
paramètre  cosO  -+-  v  sin  8,  où  0  est  variable  et  m  constant. 
Donc  le  groupe  des  substitutions  s  doit  contenir  le 
groupe  à  un  paramètre  obtenu  en  faisant  \>  constant,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  y  et  S  sont  fonctions  de  (3 
(o  est  forcément  fonction  de  pet  y,  car  p2-f-y2  —  S2=i). 
Ainsi,  un  groupe  à  deux  paramètres  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

cos  8  -4-0 «-h  y/  —  S ij)  sin 0, 

où  p,  y,  8  sont  fonctions  d'un  paramètre  t  et  où 

J3*-4-ys  —  81  =  i. 

Si  Ton  change  0  en  V,  t  en  *',  s  devient  s*  et  Ton  a 

sj'=cos0cos6'+sin0sin0'(^'-i-Yï'~"  ^') 

H-  i  [3 sinO  cosG'-h  P'sin 0'  cosO  -+-  sin 0  sinO'(oy  —  y8')] 
H-  j  [YsinO  cosô'-f-  y'sîiiÔ'  cosO  -4-  sinO  sin6'(p3'  —  op')] 
-h  £>[osinOcosO'-i-o'sinO'cosô-f-sinOsinO'(?Y'— ïP')J- 

Si  Ton  pose  aussi 

s  =  cosô'-h  p'sinO"  =  cosO'-h  ( {Ti  -+-  -ff  -t-  o**/)sin8*, 

il  faudra  déterminer  les  coefficients  de  s  et  ^  de  telle 
sorte  que  jî",  y7',  o"  soient  fonction  d'un  seul  paramètre 
ou  que  leurs  dérivées  soient  proportionnelles,  ou  même 
(jue  les  dérivées  de  leurs  rapports  soient  proportion- 
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iielles.  Quand  on  écrit  cette  condition,  on  trouve 

P    P'    3f— f«' 

T    r'    p3'— Sp'     F(6, 8')  =  o, 

6  g'  pY'— rfj' 

F(9, 8')  désignant  un  certain  déterminant  qui  ne  con- 
tient que  8  et  0',  qui  n'est  pas  identiquement  nul.  Il  reste 
alors  à  égaler  le  premier  facteur  à  zéro  ;  il  est  égal  à 

i  —  (PP'-t-Tf'—  So')*  =  o. 

Si  Ton  différence  cette  formule,  on  a 

p  dt  ^  T  dt  dt         ' 

et  si  l'on  différentie  ^2 -f-  ya  —  S*=  î 

d'où  l'on  tire,  en  supposant  les  quantités  (Jy7 — y(î',  ... 
différentes  de  zéro, 

^:(TJ'_8T')=|ï:(3p'-p8')=g:(TP'-pY'); 
on  trouve  de  même 


g:(T8'--8Y')  =  ..., 

et,  par  suite, 

donc 

dt  :  dt'  ~~  dt  ''  dt'  ~"  dt  ''  dt'' 

donc 

dp  cY        <*(*'  df 

dt  dt'        dt'  àt~0'          "•' 

?  dt 

d?'                               a.àf         ,d$ 
Y£,...         et         P'J-Y'gf 

sont  respectivement  indépendants  de  t'  et  de  t  ;  donc 

Py'-ïP',    t8'-8y'.     P8'-«P' 
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sont  de  la  forme  F(t)  +  V(«').  Mais  si  p  J'  —  y  -J!  est 

indépendant  de  l,  il  faut  qu'il  en  soit  ainsi  pour  des 
valeurs  particulières  de  t' \  il  existe  alors  une  relation 
linéaire  entre  jîety,  etc.;  on  a  donc  ainsi  trois  relations 
linéaires  à  coefficients  constants  entre  /3,  y,  3;  ces  trois 
relations  ne  sont,  il  est  vrai,  pas  distinctes,  mais  on  a 
?2-hy2—  S*=  i,  si  bien  que  £,  y,  8,  |3',  y',  S'  se  ré- 
duisent à  des  constantes.  Or  ce  résultai  ne  fournit  évi- 
demment pas  de  solution.  Il  faut  donc  supposer  seule- 
ment un  des  déterminants  $  y'  —  y  £',  y  S'  —  3  y',  8  [3'  —  jâ  8' 

nul.  Soit 

p8'-_8p'=o, 
ou 

â~  a7' 
■  i.  •  P 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  g-  est  constant. 
Notre  groupe  aura  donc  ses  substitutions  de  la  forme 

cosO  -4-sinO(Pt4-yy -+-^P/y), 

et  comme  £2  +  y2—  8*  =  i ,  y2  =  i  —  £*  (i  —  A2),  À  dé- 
signant une  constante,  dans  la  substitution  ssf  le  coeffi- 
cient de  ij  doit  être  égal  à  k  fois  celui  de  i  ;  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  k  =  t  et  alors  y  =  ±  i  et  Ton  peut 
supposer  y  =  i ,  en  changeant,  s'il  le  faut,  le  signe  de  8. 
Une    discussion    semblable    permettrait    de   supposer 

-  =  S;  maison  aurait  alors  des  coefficients  imaginaires 

dans  la  substitution,  ce  qui  n'a  d'ailleurs  rien  d'inad- 
missible. 

Conclusion. 

Supposons  que  l'on  donne  deux  substitutions  s  et  sr; 
il  sera  toujours  facile  de  trouver  une  substitution  t 
telle  que  tsf~K  ait  le  coefficient  de  t  égal  à  celui  de  ij  et 
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qu'il  en  soit  de  même  de  Ls't'*,  comme  nous  allons  le 
voir;  mais  au  groupe  dérivé  de  s  et/  correspond  un 
groupe  tst~s .  tst~l9  tss1 1~\  . . .,  car  si  j,  $',  $",  .  . .  for- 
ment un  groupe  tsl~*}  ts'  t  \  ts"t~*,  ...  en  forment  un 

aussi,  car 

tst-^x  ts't-l=  tss't-1. 

Il  y  a  plus,  si  le  groupe  des  s  ne  contient  pas  de  substi- 
tution infinitésimale,  le  groupe  des  tst~l  n'en  contiendra 
pas  non  plus  et  vice  versa. 

Or,  en  appelant  S  et  S'  les  transformées  des  s  et  s\ 
elles  appartiennent  maintenant  à  un  groupe  continu; 
elles  sont  de  la  forme 

cosO  -h  sinO([U'  + Y7  -h  pi/), 

et  l'on  peut  supposer  (3  égal  à  une  fonction  quelconque 
de  t ,  prenant  des  valeurs  données  pour  t  =  t0  et  t  =  /, . 
Un  produit  de  la  forme  sas?sf  .  . .  sera  de  la  forme 

cos[(a4-Y-+-...)0-h(p-t-o-H...)0']-f-  ..., 

et  il  contiendra  ou  ne  contiendra  pas  de  substitution 
infinitésimale,  suivant  que 

m  0-4-  /ra'G' 

pourra  ou  non  devenir  infiniment  petit,  sans  s'annuler 
rigoureusement,  pour  des  valeurs  entières  de  m  et  m'. 
J'arrive  maintenant  à  la  démonstration  de  la  propo- 
sition que  nous  avons  admise.  D'abord,  on  peut  supposer 
le  déterminant  de  t  égal  à  un,  vu  que  danstst"*  on  peut 
diviser  t  et  t~{  par  un  même  facteur  numérique  sans 
altérer  le  résultat.  Soit 

*  =  «+p/+  yy  -+-07, 

t  =  x  4-  P't  -+-  y7  -t-  3'  ij\ 
on  a 

ts  =  si  —  a(8Yr— T8')c  — a(P§' —  3?')y  —  2 (p'y  -  T^y; 
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donc,  comme  t~l  =  a' —  $'i  —  ^ j  —  o'iy 

x(a'--P'«  —  y'/-  *'(/)• 

En  écrivant  que  les  coefficients  de  (3  et  S  sont  égaux  ou 
que  celui  de  y  est  nul,  on  a  une  équation  du  second 
degré  à  deux  inconnues  et  en  plus  l'équation 

?'«-*-?'*- 8'*=  i; 

le  problème  que  nous  voulons  résoudre  admettra  donc 
en  général  des  solutions. 

Il  est  bon  d'ailleurs  d'observer  que  la  substitution 
tst~x  et  s  ont  même  partie  numérique. 

Note  sur  les  quateriuons. 

Considérons  la  substitution  de  déterminant  un 

axu+  6t|j-f-  cxj|-h  d-zti  =  s. 
Si  l'on  pose 

»  =  (*iî-*-':ii)/"T.         /  =  ("il— *n)^— '» 

on  aura 

*»  =  —  i,       /*  =  —  i,        «/=—  /*  =  *, 

et  la  substitution  se  mettra  sous  la  forme 

a  -+-  p  t  -h  yy  -+-  o  k  =  5. 


On 


aura 


d  +  a  a  —  a 

a  =  >  y  = 


a  v7— î 
0        6  -t-  c  ^       6  —  c 

2  / I  2 


si  a,  Jî,  y,  3  sont  réels  (a,  i,  c,  d  ne  le  seront  pas)  et  la 
substitution  s  sera  représentée  par  unquaterniou  unité. 
La  théorie  des  quaternions  met  en  évidence  un  certain 
nombre  de  groupes  d'ordre  fini  et  remarquables. 
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Si  Ton  se  rappelle  qu'un  quaternion 

a  -+-  p i  ■+-  Yy  -4-  SA-  =  cosO  -4-  psinO, 

où  a.2  -}-  (32  -f  y2  4-  S2  =  i ,  peut  être  représenté  par  un 
arc  de  grand  cercle  tracé,  sur  une  sphère  de  rayon  un, 
perpendiculairement  au  vecteur  v  et  que  le  produit  de 
deux  quaternions  unités  est  représenté  parla  résultante 
des  arcs  qui  représentent  les  facteurs,  on  voit  que  des 
substitutions  de  la  nature  de  celles  que  nous  considé- 
rons ne  pourront  former  que  des  groupes  finis  ou  con- 
tinus. On  obtient  les  groupes  finis  remarquables  dont 
nous  venons  de  parler  en  considérant  les  polyèdres  ré- 
guliers inscrits  dans  la  sphère  unité.  Les  arcs  de  grand 
cercle  qui  joignent  les  sommets  d'un  même  polyèdre 
régulier  représentent  des  quaternions  ou  des  substitu- 
tions formant  un  groupe  fini. 
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SDR  LE  TRACÉ  DE  L'ANSE  DE  PANIER; 

Par  M.  A.  MANNHEIM. 


Dans  la  séance  du  18  février  1895,  Resal  a  fait  à  l'A- 
cadémie des  Sciences  une  Communication  ayant  pour 
titre  :  Sur  la  forme  de  l'intrados  (')  des  voûtes  en 
anse  de  panier. 

L'anse  de  panier  est  une  ligne,  construite  au  moyen 
d'arcs  de  cercles  tangents,  dont  la  forme  rappelle  celle 
de  l'ellipse,  et  que  l'on  prend  à  la  place  de  cette  courbe 

(')  L'intrados  d'une  voûte  est  la  surface  visible  de  cette  voûte. 
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pour  la    section  droite  de  la  surface   cylindrique  qui 
forme  l'intrados  d'une  voûte. 

Resal  rappelle  que  Huygens  paraît  être  le  premier  qui 
se  soit  occupé  du  tracé  de  l'anse.  On  peut  ensuite  citer  : 
Bossut,  Bérard,  Perronnet,  Gauthey,  K.  Maingant, 
Montluisant,  Miclial,  Revellat  ('),  etc. 

Je  vais  parler  seulement  de  l'anse  formée  par  la 
réunion  de  trois  arcs  de  cercles. 

Comme  on  le  voit  sur  la  figure,  l'anse  se  compose 
d'un  premier  arc,  dont  le  centre  est,  c  et  qui  est  limité 


•  •».__." 


~<:-4.^>y 


au  point  m,  puis  d'un  arc  mbm',  dont  le  centre  e  est 
à  la  rencontre  de  me  et  de  la  perpendiculaire  élevée 
à  aaf  de  son  milieu  o;  enfin  d'un  arc  a! ni!  symétrique 
de  am  par  rapport  à  oe,  qui  aboutit  au  point  a! . 

Prenons  le  cercle  inscrit  au  triangle  oce.  Le  centre  o> 
de  ce  cercle  est  à  égales  distances  des  points  b  et  m, 
puisque  eb  et  e/n  sont  des  segments  égau*;  de  même, 

(f)  Jin  1873,  dans  les  Comptes  rendus,  M.  Revellat  a  donné  la  loi 
de  formation  des  rayons  des  arcs  au  nombre  de  n,  employés  par 
Perronnet  pour  le  tracé  de  l'anse  que  cet  habile  ingénieur  adopta  pour 
les  arches  du  pont  de  Ncuilly. 
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il  est  à  égales  distances  de  m  et  de  «,  puisque  cm  et  ca 
sont  égaux.  II  résulte  de  là  <jue  b,  ///,  a  appartiennent 
à  une  circonférence  de  cercle  de  centre  eu.  Ce  centre 
est  alors  sur  la  perpendiculaire  à  ab,  élevée  du  milieu 
de  ce  segment,  cl  comme  il  est  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  eoc,  il  est  bien  déterminé,  et  par  suite  il  en  est  de 
même  de  l'arc  amb.  Ainsi  : 

1.  Les  points  de  contact,  tels  que  m,  des  arcs  que 
l'on  peut  employée  pour  former  l'anse,  appartiennent 
à  l'arc  de  cercle  amb  (  *  ). 

Le  cercle  de  centre  co,  inscrit  dans  l'angle  coe,  est 
lui-même  bien  déterminé,  par  suite  : 

2.  La  droite  des  centres  ce  des  arcs  de  cercles  que 
l'on  peut  employer  pour  former  une  anse  est  tangente 
à  un  cercle  (2). 

Parmi  les  tangentes  à  ce  cercle,  il  y  en  a  une  qui  est 
parallèle  à  ob.  Il  lui  correspond  deux  arcs  dont  l'un  a 
un  rayon  infini  et  l'autre  un  rayon  égal  à  ob.  11  résulte 
de  là  que  : 

3.  La  longueur  du  diamètre  du  cercle  de  centre  w, 
qui  est  inscrit  dans  l'angle  coe,  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  segments  ou,  ob. 

Ce  cercle  est  donc  facile  à  construire. 


(  '  )  Ceci  n'est  qu'une  partie  d'un  théorème,  dont  j'ai  donné  l'énoncé 
complet  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France 
(séance  du  23  avril  1897),  théorème  relatif  à  la  courbe  lieu  des  points 
où  se  touchent  les  cercles  de  deux  séries  :  les  uns,  tangents  entre  eux 
en  a  et  les  autres  tangents  entre  eux  en  6,  comme  les  cercles  qui 
forment  Panse. 

(:)  M.  E.  Rouché  avait  signalé  à  Resal  cette  propriété,  dont  il 
parle  dans  son  cours  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers. 
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Ces  propriétés  mon  lient  que  lorsque  Tare  de  cercle 
décentre  to,  el  qui  passe  par  a  et  b,  est  tracé,  on  peut 
choisir  le  point  de  raccordement  m.  Ou  mène  eusuite  de 
ce  point  une  tangente  mee  au  cercle  de  centre  tu  et  in- 
scrit dans  l'angle  eoc,  de  façon  que  ce  cercle  soit  inscrit 
daus  le  triangle  coe;  cette  tangente  étant  déterminée, 
les  centres  c,  e  le  sont  aussi,  et  les  arcs  de  l'anse  ont 
pour  rayons  cm,  em. 

Le  tracé  d'une  anse  est  ainsi  très  simple. 

Sur  aa!  connue  diamètre  décrivons  une  circonférence 
de  cercle  el  prêtions  le  point  de  rencontre  n  de  cette 
courbe  avec  la  droite  am.  Menons  le  rayon  on.  Les  tri- 
angles me  a,  noa  sont  isoscèles  :  la  droite  me  est  alors 
parallèle  h  no.  Les  triangles  go/i,  ban  étant  isocèles,  la 
droite  bm  est  parallèle  à  gn.  On  voil  donc  que  : 

On  obtient  le  point  de  raccordement  m  sur  une 
droite  arbitraire  am  en  prenant  le  point  de  rencontre 
de  cette  droite  avec  la  parallèle  bm  à  gn.  De  ce  point  m 
on  mène  ensuite  la  droite  mee  parallèlement  à  no  cl  ton 
obtient  sur  oa  et  ob  les  centres  c,  e  des  arcs  de  rayons 
cm.  em,  qui  forment  l'anse  (*).- 

Je  vais  montrer  qu'il  est  facile  de  retrouver  les  pro- 
priétés précédentes  eu  faisant  usage  de  ce  tracé. 

Lorsque  an  tourne  autour  de  a,  le  point  m  reste  sur 
un  cercle  qui  patse  par  a  et  A,  puisque  l'angle  bma  est 
égal  à  l'angle  gna  qui  est  constant.  Ou  a  ainsi  le 
théorème  1 . 

Lorsque  la  droite  an  coïncide  avec  ag,y  le  point  /// 


(')  Huygens  avait  indiqué  ce  tracé  dans  l<»  cas  où  le  point  n  est 
l'extrémité  du  coté  an  de  l'hexagone  régulier  inscrit  dans  la  circon- 
férence décrite  sur  aa'  comme  diamètre. 
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vien l  eu  g\  donc  le  centre  o>  du  carde  amb  est  sur  la 


bissectrice  de  V angle  g'oa. 

Lorsque  an  coïncide  avec  ag  le  point  ni  vient  eu  i, 
à  une  dislauce  bi  de  b  égale  à  bg  :  donc  la  distance  du 

centre  w  a  og'  est  egate  a ou 

Les  cordes  Im,  ah,  étant  également  inclinées  sur  o//i, 
sont  égales  :  donc,  pour  un  point  arbitraire  m  du  cercle 
amb  la  distance  de  w  à  ml  est  constante  ;  ceci  n'est 
autre  clioseque  le  théorème  2. 

D'après  ce  qui  précède  cette  distance  constante  est 

égale  à  :  ceci  est  le  théorème  3. 

Ou  voit  que  de  cette  manière,  ou  en  employant  le 
premier  mode  de  démonstration,  on  arrive  très  simple- 
ment aux  propriétés  géométriques  relatives  à  l'anse  de 
panier  et  qui  en  rendent  le  tracé  commode. 


[06 ad] 

DBS  CONDITIONS  NÉCESSAIRES  ET  SUFFISANTES  POUR 
QU'UNE  SURFACE  D'ORDRE  QUELCONQUE  SOIT  DE  RÉ- 
VOLUTION; 

Par  M.  S.  MANGEOT, 

Docteur  es  Sciences. 


»'  Je  suppose  que  Ton  veuille  avoir  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'une  surface  S,  autre  qu'un 
système  de  plans  parallèles  ou  de  sphères  concentriques, 
représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équa- 
tion entière  de  degré  m  et  à  coefficients  réels 

oiifn(x,y,  v)  désigne  le  groupe  des  termes  de  degré  «, 


(  4o9  ) 

soit  une  surface  de  révolution,  et,  quand  ces  conditions 
sont  remplies,  tonnai  ire  la  position  de  Taxe  de  révolu- 
tion de  la  surface. 

J'ai  déjà  donné  une  solution  de  ce  problème  (').  Je 
vais  eu  donner  ici  une  autre  solution,  qui  m'a  été  four- 
nie par  la  comparaison  du  polynôme  /(x,  j,  z)  avec 
la  fonction  entière  (de  même  degré)  du  premier  membre 
de  l'équation  d'un  plan  et  du  premier  membre  de 
l'équation  d'une  sphère. 

Je  puis  admettre  que  le  premier  groupe  fm{^^y^  z) 
du  polynôme f(x,yi  z)  n'est  pas  une  puissance  d'une 
forme  linéaire  P,  puîsqu'alors  si  le  premier,  fh>>  des 
groupes  suivants  qui  n'est  pas,  à  un  facteur  constant 
près,  une  puissance  de  P,  était  une  puissance  d'une 
autre  forme  linéaire,  la  surface  S  ne  pourrait  pas  être  de 
révolution,  et,  dans  le  cas  contraire,  cette  surface  serait 
de  révolution  en  même  temps  et  autour  de  la  même 
droite  (droite  normale  au  plan  P  =  o)  que  la  surface 
représentée  par  l'équation 

Je  réserve,  pour  le  traiter  plus  loin,  le  cas  où 
finlx,  y,z)  serait,  à  un  facteur  constant  près,  une  puis- 
sance de  x2-hy2  4-s2. 

Soient  cp(j,  -)-f- *'f  i  (jKi -)>  ty(z,  x)  +y  <{/,  (*,  x), 
y(.r,^)  -h  zy{  («*,JK  )  les  sommes  formées  par  les  deux 
premiers  termes  du  polynôme  homogène  Jm^oc.y^  z) 
ordonné  suivaut  les  puissances  croissantes  de  x,  puis 
de  j  ,  puis  de  z.  Si  deux  des  trois  formes  <p (y,  5), 
i(s,  x),  y^(x,  y)  sont  identiques  (2),  la  surface  S  n'est 


{*)  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  mai  1897. 
(2)  J'entends,  partout,  le  root  identique  dans  le  sens  de  identique 
à  zéro. 


(  <io  ) 
pas  de  révolution;  et  si  une  seule  est  identique,  par 
exemple  la  première,  la  surface  ne  peut  être  de  révolu- 
tion qu'autour  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x.  Je  sup- 
pose qu'aucune  de  ces  trois  formes  ne  soit  identique. 
i°  Lorsque  deux  des  trois  formes  <p,  (y,  s),  ^(z^x), 
y  1  (or,  y)  sont  identiques,  la  surface  n'est  pas  de  révo- 
lution quand  m  est  impair,  et,  quand  m  est  pair,  il  faut, 
pour  qu'elle  soit  de  révolution,  que  la  troisième  forme 
soit  identique  aussi,  et  que  l'une  des  trois  fonctions 
f(y,  z),  ty(z,  x),  /(x,  y),  et  une  seule,  la  première 
par  exemple,  soit,  h  un  facteur  constant  près,  une 
puissance  de  la  somme  des  carrés  des  deux  variables 
qu'elle  reuferme  :  alors  on  peut  affirmer  que,  si  la  sur- 
face est  de  révolution,  son  axe  est  parallèle  à  l'axe  desx. 
20  Quand  deux  des  trois  formes  'fi(^,  z),  tyt(a,x): 
y  1  (x,  y)  ne  sont  pas  identiques,  soient  <p,  (y,  z)  l'une 
de  celles  qui  ne  le  sont  pas;  'f[p)(i,  t)  la  première  des 
fonctions  de  t 

?ï0,(iiO  =  ?i(i.O.        «p'iO.O,        ?ÏO,0,        ?7(M),      ••• 

qui  ne  s'annule  pas  pour  la  valeur  t  =  1,  et  oW(i,  l) 
la  première  des  fonctions 

?fo'(,,/)  =  ?(,j),       <?'0,/),       ¥"0,0,       fO.O»     ••• 

qui  ne  s'annule  pas  pour  cette  même  valeur  t  =  i.  Si 
Ton  a  p^  ç,  la  surface  n'est  pas  de  révolution.  Si  p  =  9, 
on  peut  affirmer  que  la  surface  ne  peut  être  de  révolu- 
tion qu'autour  d'une  parallèle  à  la  droite  réelle  du  plan 
imaginaire 

y  —  iz  =  (  m  —  •xp)  -i~ r-  x. 

droite  qui  n'est  pas  confondue  avec  l'un  des  axes  de 
coordonnées. 

Ainsi    les    six   fonctions  çp (y,  z)}   *!/(*,  .t?),    y(x,%v)« 


(4>.  ) 

'fi(j',  z),  i|(w,  x),  /i  (»',>'),  traitées  comme  je  viens 
de  le  dire,  conduiront,  soil  à  conclure  que  la  surface  S 
ne  peut  pas  être  de  révolution,  soit  à  la  connaissance 

d'une   direction  -=■-  =  -    telle   que   la  surface  S  ne 

*  r  i 

peut  être  de  révolution  qu'autour  d'une  parallèle  à  celte 
direction. 

Dans  ce  dernier  cas,  et  supposant,  afin  de  fixer  les 
idées,  a  différent  de  zéro  (soit  a  =  i),  pour  que  la  sur- 
face S  soit  de  révolution  il  faudra  et  il  suffira  : 

i°  Qu'aucune  des  deux  formes  y^{x,  y),  ^(«,  x)  ne 
soil  identique  et  que  les  exposants  k  et  K  des  plus 
hautes  puissances  de  ax+  fiy  et  de  aj+yî  (formes 
linéaires  connues)  qui  entrent  respectivement  en  fac- 
teur dans  ces  deux  formes  soient  égaux  et  de  la  même 
parité  que  m,  en  étant  inférieurs  à  m  ; 

2°  Que,  si  k  n'est  pas  nul,  en  appelant  ini  le  plus 
grand  nombre  pair  contenu  dans  m  et  posant 

_  (%*+-$*)*»'-»  pa(jr%  y)  —  (jr*  +  y*)>n'-n?n($%—i) 

,M+i[x,  y)  -  h^'^'M^r?/)*  ' 

les  fonctions  définies,  quand  k  est  pair,  par  les  symboles- 

p-  =  -M  +  frr-  '  ?"  ?a *• 

a.r-h  y* 
et,  quand  A  est  impair,  par  les  symboles 

î   po   — /«-i(ar,7*°>»     Pi»      P«>       •••*     Pî 


2 


S 


=  //«-!  (:r,o,*),     w,,     eoi,      ...r     to*. 


|  w0  =  /, 
soient  des  polynômes  entiers  (  *  )  ; 


* 


(')  Chacun  des  symboles  p,,  p2,  ...,wn  w2î  .►.  a  deux  signification*, 
différentes  suivant  que  k  est  pair  ou  impair. 


(    4'2    ) 

3°  Que,  si  l'on  représente  parU(x,  y),  V(x,  z)  les 
deux  polynômes  entiers  (a.r -h  $j')pk     ->  (zx-hyz)iùk    , 

ï  i 

quand  k  est  pair  ou  nul,   et  ceux-ci  (ax-H  JïjK)?A+n 

i 
(ocr-f-  Y^)^^.!,  quand  k  est  impair,  et  par  'faix,  y), 

2 

^0(j:»  *)  l^s  deux  polynômes  entiers 


/(.r,  y) 


ty(3.X) 


les  coefficients  des  termes  de  la  fonction  entière 

x  —  x'    y-— y'    Z-—3' 
A         fy  A 

P  Y 


où  Ton  fait 

x'  =  o, 


(a»-f-72)V(Y,  — g) 


soient  tous  nuls  (  '  ). 

L'axe  de  révolution  de  la  surface  S  sera  la  droite  dé- 
finie par  les  équations 


<»)• 


Quand  la  surface  S  est  d'ordre  pair,  on  peut,  en  con- 


(')  Les  nombres  ky  k',  &,(  P>  —  *)»  +o(T»  —  a)>  dont  les  deux  der- 
niers sont  différents  de  zéro,  peuvent  être  obtenus  sans  effectuer  de 
divisions,  par  l'emploi  des  dérivées  relatives  à  x  de  chacune  des 
formes  *  (a?,  y),  +(*,  x). 

(2)  Pour  que  le  cône  fm ( x, yy  z)  =  o  soit  une  surface  de  révolu- 
tion, il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

a,  fà,  y  étant  déterminés  comme   il  a  été  dit  :  son  axe  est  la  droite 

x  _  y  _  z 

â  ""  "3     '  r  ' 
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séquence  de  ce  qui  précède,  formuler  cette  proposi- 
tion : 

Lorsque,  ce  qui  est  le  cas  général,  la  constante 
0(1,  i)?i(!)f")  n'est  pas  nulle,  et  que,  en  représentant 
les  deux  quantités  réelles 


m  I"  ?(i,  i)         s>(i,— i)  1  m  V  <p(i,  i)  __  s(i,  —  i)   1 

par  A  et  B,  les  deux  constantes  /(A,  —  i),  ♦}( —  i,  B) 
sont  elles-mêmes  différentes  de  zéro,  si  Ton  pose 

=  (A'-u  i )/,„-, f  A,— i,o) 


D  = 


/ii /(A,  -  i) 

(B'-+-i)/,„    ifB,o,-i) 


les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  sur- 
face S  soit  de  révolution,  m  étant  pair,  sont  que  les  coef- 
ficients de  tous  les  termes  du  polynôme  entier 

x    y  —  C    z—  D 

/*       fy  A 

A  B 

soient  nuls,  et  les  équations  de  Taxe  de  révolution  sont 
/~G  =  Ar,        5  —  I)=Ba?. 

Cas   oh  le    groupe   fm(x,J,  z)    est  de  la  forme 

m 

a(x2+y2  +  52)1.  —  Soient,  en  conservant  les  notations 
précédentes,  y  (y,  z)  +-  *'?,(j,  z),  ty(z,'x)+-yty{(z,x), 
'/Xx,>y)~t~z'/.*(x'ij)  'es  soromes  formées  par  les  deux 
premiers  termes  du  second  groupe  homogène, 

/m_t(  xyy,z), 

ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  puis 
de  y y  puis  de  z.  Je  suppose  d'abord  que  Ton  n'ait  pas  à  la 


(  <>4  ) 


fois 


f  m 

X,  [x,  v  étant  des  constantes  qui  peuvent  être  nulles. 
J'admets,  par  exemple,  que  <?<(/,  z)  n'est  pas  de  la 

forme  *k(y*-\-  z2)*  .  En  définissant  la  dérivée  d'ordre  o 
d'une  fonction  comme  étant  cette  fonction  elle-même, 
soit  p  l'ordre  de  la  première  des  dérivées  de  la  fonction 
non  identique  »,  (i,  /)  qui  ne  s'annule  pas  pour  *  =  /. 
Si  le  polynôme  cp(i,  t)  est  identique,  ou  si  la  première 
de  ses  dérivées  qui  ne  s'annule  pas  pour  t  =  i  (y  com- 
pris celle  d'ordre  o)  est  d'ordre  différent  de  p>  la  sur- 
face S  n'est  pas  de  révolution.  Dans  l'hypothèse  contraire, 
la  surface  ne  peut  être  de  révolution  qu'autour  d'une 

parallèle  à  la  droite  réelle  -  =  £  =  ^(a  =  i)  du  plan 
imaginaire 

droite  qui  ne  coïncide  pas  avec  un  axe  de  coordonnées. 
Pour  qu'elle  soit  d'ailleurs  de  révolution,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  polynôme  F(x,y,  z)  soit  identiquement 
nul  quand  on  y  fait 

w—  ~        ,'_     /m -i(?.  — «■«)  '__     ./Vif?,  o,  — a'i 

jr  .-  o,       y ~~™~~,  '        *  ~~  ET/ 

m*i  a  (  a*  —  3*  )  *  ma  a  (  a5  -f-  71  )  2 

et  les  équations  de  Taxe  sont  -  =  *  ~"     =  :~"~,  avrc 

Gt  p  Y 

ces  valeurs  de  j';  et  z'. 

Je  me  place  maintenant  dans  l'hypothèse  où  les  trois 


(   fi*  ) 
identités  (i)  auraient  lieu  (').  Ici  la  surface  S  ne  peut 
être  de  révolution  qu'autour  d'une  droite  passant  par  le 

point  ( » —  9 )  :  c'est  là  un  premier  résul- 

1  \       ma  ma         ma/  l 

lai.  Je  considère  alors  les  trois  formes 

-M-i 

<J,f5ljp)~(v3-rX.r)(*i-4-*«)«        , 

--1 

vs**? >  —  (  >*  ■+■  w  >  (•**'  -^-r1)  '    • 

Si  aucune  d'elles  n'est  identique,  ou  que  deux  d'entre 
elles  soient  identiques,  et  deux  seulement,  la  surface 
n'est  pas  de  révolution.  Quand  une  seule  est  identique, 
par  exemple  la  première,  la  surface  ne  peut  être  de 
révolution  qu'autour  d'une  parallèle  à  Taxe  des  x,  la 
droite  rriay  -H  jjl  =  o,  maz  +v~o;  et  la  condition 
pour  qu'elle  soit  de  révolution  est 

(  ma  y  -h  \x  )  fz  ~  (  ma  z  -+-  v  )f'y. 

Lorsque  les  trois  formes  sont  identiques,  je  puis,  pour 
1  objet  que  j'ai  en  vue,  substituer  au  polynôme  donné 
f(x,y,  z),  le  polynôme  suivant 

m 

l\  ma J         V        maf         \  ma]  J 

En  effet,  dans  les  conditions  actuelles,  pour  que  la  sur- 
face S  soit  de  révolution,  il  faut  et  il  sufût  que 
fi*)(xiy>  z)  a'1  son  à^g1^  /w4  inférieur  km  —  i,  et  que 
la  surface  Si  correspondant  à  l'équation  f{\){x^yy  z)  =  o 
soit  elle-même  de  révolution  autour  d'une  droite  passant 

par  le  point  ( -> —  > —  );  et  les  axes  de 

1  r  \       ma  ma  ma/ 

(')  Sr  deux  de  ces  identités  sont  vérifiées,  la  troisième  doit  l'être 
aussi  pour  que  la  surface  soit  de  révolution. 


(4i6) 
révolution  des  deux  surfaces  S,  S,  seront  confondus.  Je 
suis  alors  conduit,  en  supposant  m,<  m  —  i,  à  appli- 
quer les  méthodes  précédentes  à  la  surface  S<. 

Je  prends,  à  cet  effet,  dans  le  polynôme /jfj,  les  deux 
premiers  groupes  homogènes  fm^  fmi_{,  ceux  formés 
par  les  termes  de  degrés  m%  et  mh  —  i .  J'admets  d'abord 
que  ces  groupes  ne  satisfassent  pas  aux  conditions  par- 
ticulières que  je  suppose  actuellement  remplies  par  les 
deux  premiers  groupes  fnn  jm-\  de  /,  c'est-à-dire  que 
l!on   ne   soit    pas   placé  dans   le   cas  où,  fmi   ayant  la 

forme  at(x2  -h  y2 -h  s2)*  ,  les  coefficients  de  j?,  de/, 
de  s,  dans  le  polynôme  fmx-\y  auraient  les  formes 

,u,(s*-h.r*)*       , 

vit*1 -h/1)1 

tandis  que  les  parties  indépendantes  de  x,  de  y,  de  2, 
dans  ce  polynôme /m|_i,  seraient  elles-mêmes 

(.v-iy  +  viz'liy*-*-^)*      , 
--*  - 1 

m, 

(Xi^-t-pi/M**-*-^»)"5""1. 

Je  fais  alors  sur  f(i)  les  mêmes  opérations  et  discussion 
que  celles  que  je  faisais  tout  à  l'heure  sur/,  en  me  dis- 
pensant, dans  tous  les  cas,  des  calculs  analogues  à  ceux 
où  j'introduisais  les  nombres  appelés  a,  (î,  y  (,).  Elles 


(  '  )  C'est-à-dire  que  :  si /m,  n'est  pas  de  la  forme  at  (x3  •+-  y2  ■+■  z1  )  *  * 
je  discute  et  traite  /m,  comme  je  le  faisais  pour  fm  au  cinquième 
alinéa  de  cette  Note;  et  si  /m,  est  de  cette  forme,  je  discute  et  traite 


(4.7) 
m'amèneront,  soit  à  reconnaître  que  la  surface  Si  n'est 
pas  de  révolution,  et  alors  il  en  sera  de  même  de  S;  soit 

à  trouver  une  direction  —  =  ~  =  —  telle  que  Si   ne 

*i        Pi        Ti 

peut  être  de  révolution  qu'autour  d'une  parallèle  à  celte 
direction.  Alors  la  surface  S  ne  pourra  être  de  révolu- 
tion qu'autour  de  la  droite 

majr-+-\        ma  y  -+-  \x        maz-+-xt 


».  h  ~         Yi 

et  le  problème  se  trouvera  résolu,  les  conditions  pour 
qne  cette  surface  soit  de  révolution  étant  que  le  poly- 
nôme F(x,y,  z)  soit  identiquement  nul  quand  on  y 
remplace  les  lettres  a,  jî,  y  par  af1  j3,,  y,    et  oJ,y\  zr 

par y '—-> >  et,    si    l'on    veut   aussi, 

1  ma  ma  ma  7 

Je  suppose  maintenant  que  Ton  soit  placé  dans  le  cas 
particulier  que  je  viens  de  réserver  au  sujet  deyjt).  Si 
les  trois  différences 

a  =  _* *i    9       ft  =  _^ 1^__ ,       y  =  — V| 


*l  = 


ma        mxa\  ma        m\ax  ma        m\ax 


ne  sont  pas  nulles  ensemble,  la  surface  S  ne  peut  être 
de  révolution  qu'autour  d'une  parallèle  à  la  direction 

—  =  ~  =  —  y  nui  est  la  droite 

»i         Pi         Ti       * 

nxax  -+-  À        ma  y  ■+-  \±        maz  -h  v 


*i  ?i  Yi 

et  la  question  sera  encore  terminée.  Si  ces  trois  diffé- 
rences sont  nulles,  je  puis   remplacer,  à  son  tour,  le 


fmt-i  comme  je  le  faisais  pour  fm-\  dans  les  passages  suivants  de 
cette  Note  :  dixième  alinéa  jusqu'aux  mots  axe  de  coordonnées  et 
onzième  alinéa  jusqu'aux  mots  l'axe  des  x. 


(4.8) 
polynôme /*(l)(.r,  y,  z)  par  le  suivant 

L\       /na/      \       ma!  mc//  J 

Car,  pour  que  S  soit  de  révolution,  il  est  nécessaire  ei 
suffisant  que  /^(x,^,  z)  ait  son  degré  m2  inférieur 
à  m,  —  1  et  que  la  surface  qui  a  l'équation 

/mi**?**)—* 

soit  de  révolution  autour  d'une  droite  pas&aut  par  le 

point  ( > > )»  droite  qui  coïncidera 

*  \        ma  ma  ma  J  * 

avec  Taxe  de  révolution  de  S.  Si  m2  est  plus  petit  que 
#/ii  —  i,  je  ferai  sur  le  polynôme  f{i)  les  opérations  que 
j'indiquais  précédemment  au  sujet  dey(f). 

Si  les  circonstances  dans  lesquelles  j'ai  remplacé  /jf, 
par^/jaj  venaient  encore  à  se  produire  pour  le  polynôme 
y(2j,  je  remplacerais  n  son  \.Q\\vf{2)  par  un  polynôme/^) 
déduit  de  f{2)  comme  j\2)  était  déduit de/*(1),  et  ainsi  de 
suite.  En  continuant  de  la  sorte,  je  finirai  par  obtenir 
un  polynôme  yjr)(j:,^,  «),  qui,  traité  de  la  façon  que 
j'indiquais  tout  a  l'heure  pourri  j,  conduira,  soit  à  cette 
conclusion  que  la  surface  S  n'est  pas  de  révolution,  soit 

à  la  connaissance  d'une  direction  —  =  •-=—  telle  que 

«/•  $r  Y/- 

la  surface  S  ne  peut  être  de  révolution  qu'autour  d'une 
droite  ayant  cette  direction,  et,  par  conséquent,  qu'au  tour 
de  la  droite 


max  -+-  a  __  ma  y  H 


les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'elle  soit 
de  révolution  seront  d'ailleurs  que  les  coefficients  des 


(  4ig  ) 


termes  du  polynôme 


I  max  -+-  X     ma  y  -+-  u     ma  z  -+-  v  j 

!      àj\,,  of[r,  <yv,     • 

Or  Or  Oz 

!  «,  ?,  Yr 

soient  tous  nuls. 

Remarque  7.  —  Sachant  que  la  surface  S  ne  peut 
être  de  révolution  qu'autour  d'une  droite  parallèle 
à  une  direction  connue,  on  peut  résoudre  le  problème 
proposé  en  rapportant  la  surface  à  trois  axes  de  coor- 
données dont  l'un  coïncide  avec  cette  direction,  et  appli- 
quant la  proposition  suivante  : 

Pour  que,  en  coordonnées  rectangulaires,  une  équa- 
tion entière  SZ,,^rt(X,  Y)  =  o  représente  une  surface 
de  révolution  autour  d'une  parallèle  à  Taxe  des  Z,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  que  MXA+  NYA  H- . . .  étant 
la  somme  des  tenues  de  degré  le  plus  élevé,  //,  dans  1  un 
des  polynômes  $«(X,  Y)  pris  à  volonté,  et 

M,X"-»-hN,YA-«-+-... 

la  somme  des  termes  de  degré  h  —  i   de  ce  polynôme, 

chacune  des  expressions  <&„  (X  -h  j~,  Y  +  j- ^  )  soit 

une  fonction  de  X2-\-  Y2}  et  Taxe  de  révolution  de  la 
surface  est  la  droite 

h  MX  -4-  M|  =  o,         h  NY  -h  N,  =  o. 

Remarque  11 .  —  Sachant  que  la  surface  S  ne  peut  être 
de  révolution  qu'autour  d'une  droite  passant  par  un 
point  connu  (x0,jo^o))  ou  peut  résoudre  la  question 
posée  en  opérant  comme  il  suit  : 

On  prend,  à  volonté,  l'un  des  groupes  homogènes 
dont  la  somme  est/(jr +  #0,y  -f-^o,  s  -h  z0),  qui  ne 


(4*o) 

soit  pas,  à  un  facteur  constant  près,  une  puissance  par- 
faite de  a:2 -h  Ja  4- *2«  L'équation  obtenue  en  annulant 
ce  groupe  définit  un  cône  qui,  si  la  surface  S  est  de 
révolution,  doit  être  de  révolution  autour  d'une  paral- 
lèle à  son  axe.  En  traitant  ce  groupe  comme  je  traitais 
fm[*i  fi  z)  au  cinquième  alinéa  de  cette  Note,  on  sera 
conduit,  soit  à  conclure  que  le  cône  n'est  pas  de  révolu- 
tion, et  alors  il  en  sera  de  même  de  S;  soit  à  trouver  une 

droite  -  =  ^  =  -  telle  que  le  cône  ne  peut  être  de  révo- 
lution qu'autour  de  cette  droite  (ou  d'une  parallèle 
à  cette  droite),  et  alors  la  surface  S  ne  pourra  être  de 
révolution  qu'autour  de  la  droite 

g  —  a?o  _  y  —  vq  _  z  —  zn 

a       -     'fi        -       Y      ; 

les  conditions  pour  qu'elle  soit  de  révolution  étant 
d'ailleurs  que  F(x,ty,  z)  soit  identiquement  nul  pour 
xf=x0>y=yoi  z'=zQ. 

[Dans  les  deux  cas,  fm{oc^y^  z)  peut  être  une  puis- 
sance d'une  forme  linéaire.] 


[Dld] 


SUR  LES  SYMBOLES  \  A  PLUSIEURS  VARIABLES 
INDÉPENDANTES; 

Par  M.  Léon  AUTONNE. 


T.  —   Préliminaires. 
Soit  X  une  fonction   de  x  qui,    pour  x=o    par 
exemple,  prend  la  forme  -•  Pour  |  x\  assez  petit,  on  a 

X~P,(x)  :  P0(.r)  avec  P,  (o)  =  P«(o)  =  o.  On  con- 
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vient  que  la  valeur  X0  de  X  pour  x  =  o  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  X  quand  x  tend  vers  zéro.  Si  P|  et 
P0  pour  |  x  |  assez  petit  se  développent  en  séries  de 
Taylor,  des  règles  bien  connues  donnent  X0.  Si  X  dé- 
pend de  r  variables  distinctes  x,  y,  s,  . .  •  avec 

XaN»r,i""l'''(0'0'-)=r,"(°'->=:0' 

oii  peut  encore  convenir  que  X0  est  la  limite  de  X 
quand  |  .r  |,  |>|,  |  z  ',  ...  tendent  vers  zéro.  Seulement 
X0  n'est  plus  unique  et  change  avec  la  loi  de  décrois- 
sance simultanée  des  modules.  Si  Pi  et  P0  sont  régu- 
lières, oh  peut  (Weierslrass)  obtenir  pour  X0  tout 
nombre  pris  arbitrairement  à  l'avance. 

Mais  considérons  N  fonctions  X/=  P/  :  P0,  1  =  1,2, 
.. .,  N,  N^r,  avec  P/(o,  . .  .)  =  P0  (o,  .  .  .)  =  o.  Les 
X/0  ne  sont  plus  simultanément  arbitraires.  Si  Ton 
s'en  donne  quelques-unes,  les  autres  s'en  déduisent.  Je 
pose  alors  le  problème  suivant  : 

Connaître  tous  les  systèmes  de  valeurs-limites  vers 
lesquelles  tendent  simultanément  les  rapports  des  P, 
quand  les  r  variables  tendent  vers  zéro  de  toutes  les 
façons. 

Une  terminologie  géométrique  est  commode.  Dans 
un  espace  Es  à  N  dimensions,  prenons  les  iN  4-  1  coor- 
données homogènes  £  d'un  point  £,  j  =  o,  1 ,  2,  .  . . ,  N  ; 
cousidérons  les  x,  y*  z,  ...  comme  les  coordonnées 
d'un  point  \  dans  un  Er.  Ç  et  £  sont  liées  par  les  rela- 
tions 

p£/  =  Pj(xfy,  z),        p  =  facteur  de  proportionnalité, 
Py(o,  o,  ...)  =  o. 

Quand  s  teud  vers  le  point  w  [x  =y  =  z  =  ...  =0] 
suivant  un  certain  itinéraire  V*P,  £  tend  vers  une  posi- 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XVI.  (Septembre  1897.)      27 
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lion  limite  £,  do  coordonnées  £y,  fournie  par  W.  Le 
problème  est  alors  de  construire  la  Jigure  ûr  de  EXî 
//>«  rfé?5  points  £,  fournis  par  tous  les  itinéraires  pos- 
sibles. 

Grâce  aux  magistrales  recherches  de  Weierslrass  sur 
les  séries  entières  à  plusieurs  variables,  on  peut  par- 
venir au  but  (f).  La  solution  complète  exige  trop  d'ex- 
plications préliminaires  pour  être  exposée  ici  ;  mais, 
dans  le  cas  particulier  ci-après,  cjui  se  laisse  traiter 
d'une  façon  directe  et  liés  facile,  ou  retrouve  la  méthode 
et  les  principales  circonstances  du  procédé  général. 

11.  —  Construction  d'une  fic.urk  11. 

Soient,  pour  ft  =  /•  =  »,  j  =  o,  i,  2, 

.'  ?U  =fAf)  =  cjy*+*\jy  H-  By, 

I  Ay  =  ay#*-+-ar*M(. . .),         a,  p  =  entiers, 

'  By=  bjjrP-h  j?P+1(.  . .)»         Ay,  By=  holomorplies  en  x\ 

I  les  neuf  constantes  aj,  bj,  Cj  sont  quelconques  sans  aucune 

!  relation  particulière  entre  elles. 

Quand  y  varie  seul,  \  décrit  dans  le  plan  E2  une 
conique  F,  dont  l'équation  s'obtient  en  éliminant  p  etj'. 

(')  Le  lecteur  désireux  d'approfondir  la  matière  peut  se  reporter 
ù  mes  autres  publications. 

Comptes  rendus  :  Sur  les  variétés  unie ur sales  à  deux  dimen- 
sions (11  novembre  1890). 

Sur  les  variétés  unicursales  à  trois  dimensions  (9  et  3o  dé- 
cembre i8y5). 

Sur  les  pôles  des  fondions  uni/ormes  à  plusieurs  variables 
indépendantes  (18  janvier  1897). 

Jiendiconti  du  Cercle  mathématique  de  Palerme,  189G. 

Sur  les  pôles  des  fonctions  uniformes  à  deux  variables  indé- 
pendantes. 

Acta  mat berna tica  :  Sur  les  pôles  des  fonctions  uniformes  à 
plusieurs  variables  indépendantes  (à  paraître). 


(  W  ) 
l'osons,  /y,  ntj,  rij  étant  neuf  quantités  quelconques, 

/»      ^^      '» 


m0     //tt     />ii 
ji0      /i|      «j 


--r  {lmn)% 


le  meilleur  procédé  d'élimination  (Clebsch,  Leçons  sur 
la  Géométrie y  traduction  A.  Benoist,  t.  III,  p.  292)  est 
d'annuler  le  discriminant  !*(£<)*  in  £2)  du  poljuonie 
quadratique  en  y 

^(r)=(5/jj)=r,(ÇAc)-+-r(CBr)  +  (tBA;, 

d'où  l'équation  de  Y 

P  =  (ÊBc)*-4(ÇAc)(£BA)  =  o. 
Sous  le  bénéfice  de  P  =  o,  l'équation  U(jr)  =  o  a  une 
racine  double  y,  —  =  o,  d'où 


(») 


r)y 


=   [(JBA)!1 
LUAc)J  ' 


J        a(JAc>    '    i£Bc) 

Pour  chaque  valeur  de  x  et  de  y,  ;  est  donné  par 
l'intersection  de  la  conique  T  avec  une  des  droites  (1). 
Quand  x  est  infiniment  petit,  \  tend  vers  un  certain 
point  de  la  courbe  Y  limite  de  X .  La  figure  Û2  est  située 
tout  entière  sur  la  courbe  Y, 

Démontrons  la  réciproque  :  un  point  quelconque  jjl, 
de  coordonnées  ja/,  de  Y  est  sur  Q2. 

Supposons  a  déterminé  par  l'intersection  de  Y  avec 
la  droite  q,  r/0Ç,  —  qx  Ç0=  o,  qK  \  q0=  [A,  :  u0  =  quel- 
conque. Soit  X  un  point  où  q  coupe  Y  ;  l'équation  P(X)  =  o 
exprime  qu'il  existe  au  moins  une  racine  rt  commune 
aux  deux  équations 

A0  A |  Aj 


(4a4) 

#  ou  aux  trois  équations 
savoir 

(X,-Cy  —  XyC/)j*-i-  (X/Ay  —  XyA/)^  H-  X,By  —  Xy B,  =  O. 

Pour  x  infiniment  petit,  le  point  X  étant  distinct  dn 
point  c,  les  deux  racines  de  [ij]  sont  infiniment  petites 
et  r,  est  sûrement  infiniment  petit,  x  et  rÉ  s'annulent  à 
la  fois. 

Cela  posé,  construisons  un  itinéraire  *JP  qui  four- 
nisse a.  Prenons  y  =  r,  (X,  .r).  a:  variant,  X  varie,  mais 
sans  pouvoir  quitter  ni  la  conique  T  ni  la  droite  q.  A  la 

limite,  X,  qui  coïncide  avec  £,  vient  sur  f  sans  avoir  pu 
quitter  </;  doue  X  ou  Ç  vient  en  u..  c.  Q.  F.  d. 

Bref,  û2  est  la  conique  T . 

On  a 

(£Bc)  =  3r?(£àc) -+-*P+i(...), 

(Ê  Ac)  =  :r«(£ac)  -h  **+»(. . .), 

(5  AB)  =  x*+?(lab)  -+- **+?+!(.. .). 

Pour  obtenir  T,  il  suffit  de  chercher  la  limite  de  la 
conique,  après  départ  du  facteur  .rP, 

(2)  jrP({ôc)«— 4:r»«(ÇaeKÇa&)==o. 

Pour  jk,  il  vient 

— [-w  *"•••']• 

-fer 


(3)  -.r'"|  \'J£ZiY+T(...)    . 
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formules  qui  permettent,  un  point  Ç  étant  pris  sur  F,  de 
construire  un  itinéraire  fournissant  ç. 

Remarque.  —  On  a  expressément  exclu  de  la  dé- 
monstration précédente  le  cas  où  le  point  jjl  coïncide 
avec  le  point  c,  de  coordonnées  Cj.  Mais  il  est  très  facile 
de  construire  un  W  qui  fournisse  c.  Posons  x  =  yaj 
avec  2<i-f-<rael2<*[3;  alors  dans  y)  tous  les  termes 
sont  négligeables  devant  le  ternie  cjy  -.11  suffit  donc  de 
choisir  l'exposant  positif?  assez  grand  pour  que  l'itiné- 
raire i#>,  x  =  >/<T,  fournisse  c. 

On  construira  par  un  raisonnement  analogue  des  UP 
fournissant  les  points  a  et  b. 

III.  —  Discussion 
Jï  =  'a%.  —  V  est  la  conique 

(Ç6c)«-h4(?ac)(5«6)  =  o, 

y  est  fourni  par  une  quelconque  des  relations  (3),  (4) 
ou  (5). 

^<aa.  —  T  est  la  droite  double 


y  est  fourni  par  b  relation  (5). 
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£>aa.  — 


y  est  fourni  par  (3)  ; 


y  est  fourni  par  (4). 


[R4a3] 


SUR  L'EQUILIBRE  DE  LA  VIS; 

Par  M.   C.  BOURLET. 


Pour  établir,  élémentairemenl,  les  conditions  d'équi- 
libre de  la  vis,  sans  tenir  compte  du  frottement,  on  fait, 
d'ordinaire,  certaines  hypothèses  restrictives  :  on  admet, 
par  exemple,  que  le  contact  n'a  lieu  tout  le  long  du  G- 
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Ici  que  suivant  une  hélice  moyenne  et  Ton  ne  traite 
que  les  cas  de  la  vis  à  filet  carré  ou  à  filet  triangulaire. 
Toutes  ces  restrictions  ne  me  paraissent  pas  nécessaires 
cl  voici  une  démonstration,  aussi  simple  que  celles  qui 
ont  cours,  et  qui  s'en  affranchit. 
Soit  AMB  (Jîg.  i)  la  section  du  (il et  par  un  plan  nié- 

Fig.   i. 


ridien  du  cylindre  qui  sert  de  noyau  à  la  vis,  section 
que  je  suppose  de  forme  quelconque.  Le  filet  de  la 
vis  est  engendré  par  le  profil  AMB  qui  se  déplace  de 
façon  que  le  point  A  décrive  une  hélice  tracée  sur  le 
noyau,  tandis  que  la  droite  AB  reste  parallèle  à  Taxe  du 
cylindre  et  que  le  plan  AMB  reste  normal  au  cylindre. 
Tout  point  M  de  ce  profil  décrit  une  hélice  tracée  sur 
un  cylindre  dont  le  rayon  est  différent  de  celui  du  noyau, 
mais  toutes  les  hélices  ainsi  engendrées  offre  ni  la  parti- 
cularité d'avoir  le  même  pas  qui  est  le  pas  de  la  vis.  Je 
désigne  par  h  ce  pas  commun,  par  a  l'angle  que  fait  la 
tangente  en  un  point  quelconque  de  l'hélice,  décrite  par 
le  point  M,  avec  le  plan  d'une  section  droite  du  cy- 
lindre et  par  /•  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  cette 
hélice  est  tracée.  On  a  toujours  la  relation 


/tan  g  a 
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le   produit  rlanga  est  donc  le  même   pour  lotîtes  les 
hélices  tracées  sur  la  surface  du  filet. 

Ceci  posé,  soit  M  un  point  quelconque  de  cette  sur- 
face. Je  figure  le  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hé- 
lice qui  passe  en  M  (Jig-  2).  Soit  Mx  la  tangente  en  M 

Fi  g.  1. 


au  parallèle  du  cylindre  qui  passe  eu  M,  iUs  la  généra- 
trice, yiy  la  normale  au  cylindre,  RIT  la  tangente  à 
riiélice  de  M.  L'angle  TiMx  est  égal  à  a.  Le  plan  tan- 
gent au  point  M  à  la  surface  du  filet  coupe  le  plau  Mxz 
suivant  MT;  soit  MK  son  intersection  avec  le  plau  hlyz 
et  désignons  par  [3  l'angle  de  MK  avec  la  normale  MO. 
L'équation  du  plan  tangent  TMK,  par  rapport  au 
trièdre  Mxyz,  est,  manifestement, 

z  —  x  tanga  -h y  tangp  =  o. 

Soit  N  la  réaction  normale  du  filet  sur  l'écrou  au 
point  M,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  cette  réaction  sui- 
vant Mi,  Mj-,  Mz-y  la  réaction  N  étant  normale  au 
plan  KMT,  on  a 

X        _      Y      _  Z 
—  tan^a  ~~  tangJJ  ~   1 


d'où 

(i) 


X  =  —  Z  langa. 
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Le  moment  de  cette  réaction  par  rapport  à  Taxe  du  cy- 
lindre sera  doue 

(a)  rX  =—  rZ  tangs  = Z. 

271 

Supposons  maintenant  que  la  vis  soit  soumise  à  une  ré- 
sistance P  dirigée  suivant  l'axe  du  cylindre  et  à  une 
puissance  F  parallèle  au  plan  d'une  section  droite  et 
agissant  sur  un  bras  de  levier  de  longueur  a.  Ecrivons 
les  deux  équations  d'équilibre  de  la  vis  : 

i°  Que  la  somme  des  projections  de  toutes  les  forces 
sur  Taxe  du  cylindre  est  nulle, 


(3) 


-2«s 


•i°  Que  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces 
par  rapport  à  cet  axe  est  nulle, 

Comme —  est  constant,  ceci  s'écrit  : 

27T 

Dans  les  deux  équations  (3)  et  (4)  la  somme  \*  est 
étendue  à  toutes  les  réactions  N  eu  tous  les  points  du 
lilet  et  \*Za  la  môme  valeur  des  deux  côtés.  De  ces  deux 
équations  ou  conclut,  par  suite,  l'équation  d'équïlibre 

«F=A.P, 

27t 

qui,  ainsi,  se  trouve  établie  dans  toute  sa  généralité. 
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[02e] 

DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  DUKE  PROPRIÉTÉ 
DE  LA  CYCLOIDE  ; 

Paii  M.  André  VICAIRE. 


La  courbe  telle  que  la  distance  de  chacun  de  ses 
points  au  centre  de  courbure  correspondant  de  la  dé- 
veloppée soit  constante  est  une  cycloïde. 

Cette  propriété  se  trouve  démontrée  par  l'Anal  y  se* 
dans  les  Exercices  de  Calcul  différentiel  et  intégral 
de  Tisserand  (p.  g>5a).  On  peut  y  arriver  géométrique- 
ment de  la  façon  suivante  : 

Soient  c  le  eentre  de  courbure  de  la  courbe  («), 
«o  celui  de  la  développée  (<*>).   Considérons  le  déplace- 


ment de  la  droite  de  grandeur  invariable  aiô.  Le  centre 
instantané  est  le  point  d'intersection  des  normales  à 
(a)  en  a,  à  (w)  en  <o.  Il  est  donc  à  l'infini  et  ato  se  dé- 
place parallèlement  à  elle-même. 

D'autre     part,    on     sait,    d'après    un    théorème  de 
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M.  Mann  lie  i  m,  que  la  normale  en  m,  milieu  de  ac,  au 
lieu  décrit  par  ce  point,  s'obtient  en  joignant  m  h  [jl  mi- 
lieu de  g)c.  Le  lieu  de  m  a  donc  sa  tangente  parallèle  à 
une  direction  fixe*,  c'est  une  droite  mt  perpendiculaire 
àaco. 

Construisons  un  cercle;  langent  en  m  à  mt  et  passant 
par  a.  Abaissons  de  son  centre  O  la  perpendiculaire  0* 
sur  am.  Les  triangles  Oim,  acto  sont  semblables;  et 
comme  im  est  le  quart  de  «c,  Oni  rayon  du  cercle  est 
donc  Je  quart  de  la  longueur  constante  ato. 

Supposons  que  ce  cercle  de  rayon  constant  se  déplace 
en  restant  tangent  à  mt,  de  façon  que  a,  point  fixe  de 
sa  circonférence,  décrive  la  courbe  (a),  ce  qui  est  pos- 
sible d'après  ce  qu'on  vient  de  dire.  Le  centre  instan- 
tané se  trouve  sur  la  normale  au  cercle,  en  ;?/,  point  où 
ce  cercle  touche  son  enveloppe,  et  sur  la  normale  am  à 
la  trajectoire  de  a.  C'est  donc  m. 

Le  cercle  étant  le  lieu  des  centres  de  rotation,  dans  la 
figure  mobile,  roule  sans  glisser,  sur  la  droite  mt,  lieu 
des  centres  de  rotation  dans  le  plan  fixe. 

a  décrit  donc  une  cycloïde. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 
CONCOURS  DE  1897. 


Mathématiq ues  élémentaires. 

i°  Les  droites  A  qui  sont  coupées  harmoniquement  par  deux, 
cercles  donnés  G  et  C  enveloppent  une  conique;  montrer  que 
cette  conique  reste  la  même  lorsqu'on  remplace  les  deux 
cercles  G  et  C'  par  deux  autres  respectivement  concentriques 
aux  précédents  et  tels  que  la  somme  des  carrés  des  rayons  des 
deux  nouveaux  cercles  soit  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
rayons  des  deux  premier?. 
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a°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  S  qui  sont  coupés 
harmoniquemenl  par  deux  cercles  donnés  G  et  G'  et  qui  sont 
orthogonaux  à  un  troisième  cercle  donné  I\  Ce  lieu  est  une 
conique  S  dont  on  déterminera  les  directions  asymptotiques 
et  dont  on  discutera  le  genre  en  admettant  que  le  centre  de  V 
se  déplace  d'une  façon  quelconque  dans  le  plan,  tandis  que 
les  cercles  G  et  C'  restent  fixes. 

On  montrera  que  la  direction  des  axes  de  2  ne  dépend  que 
des  positions  des  centres  des  trois  cercles  donnés  et  nullement 
de  leurs  rayons. 

3°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  conique  £  dans  les  deux 
hypothèses  suivantes  :  i°on  fait  varier  le  rayon  du  cercle  F  en 
laissant  fixes  le  centre  de  ce  cercle  et  les  deux  cercles  C  et  G'; 
'2°  on  laisse  fixe  le  cercle  I\  ainsi  que  les  centres  de  G  et  de  G', 
et  l'on  fait  varier  les  rayons  de  ces  deux  derniers  cercles  de 
telle  sorte  que  la  somme  de  leurs  carrés  reste  constante. 

4°  Démontrer  que  les  cercles  S  orthogonaux  au  cercle  T  et 
coupés  harmoniquement  par  deux  cercles  G  et  G'  sont  aussi 
coupés  harmoniquement  par  une  infinité  de  couples  de  cercles 
que  Ton  cherchera  à  caractériser  géométriquement. 

Nota.  —  On  dit  qu'un  cercle  S  est  coupé  harmoniquement 
par  deux  cercles  G  et  G',  lorsque  le  rapport  anharmonique  des 
deux  points  de  rencontre  de  S  avec  C  et  des  deux  points  de 
rencontre  de  S  avec  G'  est,  sur  le  cercle  S,  égal  à  — i. 

Mathématiques  spéciales. 

On  considère  un  paraboloïde  équilalère  ayant  pour  équation, 
par  rapport  à  des  axes  rectangulaires, 

z  =  ry, 
on  prend  sur  l'axe  Ox  un  segment 

OM  =  X 
et  sur  Taxe  Oy  un  segment 

OM'  =  |i, 
ces  deux  segments  étant  liés  par  une  relation  de  la  forme 

a  X;x  -+-  b  X  -h  c  |x  ■+•  cl  =  o, 
où  a.  b,  c,  d  désignent  des  constante*  réelles. 
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i°  Trouver  la  courbe  I\  lieu  du  point  de  rencontre  de  la 
génératrice  rectiligne  MG  du  paraboloïdc  passant  par  le  point 
M  de  Ox  avec  Je  pian  mené  par  0~  perpendiculairement  à  la 
droite  MM'. 

a°  Combien  existe-t-il  de  surfaces  du  deuxième  ordre  qui 
passent  par  cette  courbe  Y;  étudier  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection de  T  avec  les  génératrices  rectilignes  du  paraboloïde 
donné;  discuter  la  réalité  de  ces  points. 

3°  Ktablir  la  relation  nécessaire  et  suffisante  qui  doit  lier  les 
ab^cis«es  xt,  xt,  Xt,  x^  de  quatre  points  de  la  courbe  T,  pour 
que  ces  quatre  points  soient  dans  un  même  plan.  Former 
l'équation  aux  abscisses  des  points  où  le  plan  oscillateur  coupe 
la  courbe  en  quatre  points  confondus;  résoudre  et  discuter 
cette  équation. 

Indiquer  le  nombre  de  plans  oscillateurs  qu'on  peut  mener 
d'un  point  de  l'espace  à  la  courbe  F. 

4°  Comment  faut-il  déterminer  les  coefficients  a,  6,  c,  d  pour 
que  les  tangentes  à  la  courbe  V  fassent  partie  d'un  complexe 
linéaire? 

5°  On  désigne  par  Tj  la  courbe  du  quatrième  ordre  qui  cor- 
respond à  cette  détermination  particulière  des  constantes  a, 
b,  c,  d.  Déterminer  les  points  de  contact  des  plans  oscillateurs 
menés  d'un  point  donné  P  de  l'espace  à  cette  courbe  rt  ;  dé- 
montrer que  ces  points  sont  dans  un  plan  passant  par  I\ 

Nota.  —  On  dit  qu'une  droite  mobile 

x  —  x0  _  y  —  m  _  z  —  z0 

appartient  à  un  complexe  linéaire,  quand   les  coefficients  x0) 
y0i  *oi  »,  P»  Y  vérifient  une  équation  de  la  forme 

-+-  M(a-0  —  vj0)+  \(?/0-a/0)  =  o, 
A.  B,  C,  L,  M,  N  désignant  des  constantes. 

Composition  sur  /'Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  donne  l'équation  aux  dérivées  partielles 

p*+</*-+(px-hqy-z)*=  F  ^ ^ j  , 
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où  py  q  désignent  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  z 
considéré  comme  fonction  de  x,  y. 

i°  Former  les  équations  des  caractéristiques  et  prouver  que 
ces  équations  admettent  deux  intégrales  qui  ne  dépendent  pas 
de  la  forme  de  la  fonction  F. 

2°  Déduire  du  résultat  obtenu  que  les  courbes  caractéris- 
tiques sont  planes  et  que  les  développablcs  caractéristique? 
sont  des  cônes.  Dire  quelle  relation  existe  entre  le  plan  d'une 
courbe  caractéristique  et  le  sommet  du  cône  caractéristique 
circonscrit  suivant  cette  courbe. 

3"  Indiquer  comment  l'on  pourra  utiliser  ces  résultats  pour 
intégrer  complètement  l'équation  proposée. 

4°  Or  mènera  l'intégration  jusqu'au  bout  dans  le  cas  parti- 
culier où  la  fonction  F  a  la  forme 

x1  -+-  v*  -4-  i 

A  — — £— -  ■+■  B, 

A,  B  désignant  deux  constantes. 

Montrer  que,  dans  ce  cas,  une  intégrale  complète  est  fournie 
par  une  surface  du  second  degré  dépendant  de  deux  para- 
mètres. 

Mécanique  rationnelle. 

Un  corps  solide  pesant,  mobile  autour  d'un  point  fixe  0, 
repose  par  deux  de  ses  points  R  et  R'  sur  un  plan  horizontal 
lixe  II  situé  au-dessous  de  0.  Soit  OOj  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  le  plan  IT  :  on  suppose  que  l'angle  ORIV  est 
droit  et  que  l'on  a.  lorsque  le  corps  repose  sur  le  plan  II, 

001  =  01R  =  RK'=«. 

Le  point  R  glisse  avec  frottement  sur  le  plan  II,  le  point  IV 
glisse  sans  frottement. 

Trouver  le  mouvement*  du  corps  en  supposant  qu'on  lui 
imprime  une  vitesse  initiale  u>0  (positive  ou  négative)  de  rota- 
tion autour  de  la  verticale  ascendante  0,0. 

On  prendra  comme  axes  liés  au  corps  la  droite  0.5  dirigée 
suivant  OR,  la  droite  Ox  parallèle  à  RR'  et  dirigée  dans  le 
sens  RR',  la  droite  Oy  perpendiculaire  au  plan  jO^  et  dirigée 
vers  le  haut.  On  supposera  que  les  droites  0.r,  Oy,  Qz  sont 
les  axes  principaux  d'inertie  du  corps  relatifs  au   point  0,  et 
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l'on  appellera   A,   H,  G  les  moments  d'inertie  correspondants. 
On  désignera  par  J,  rn  Ç  les  coordonnées  du  cenlre  de  gravité  G 
du  corps  par  rapport  aux  axes  O-c,  Oy,  Os. 


On  se  bornera  à  écrire  les  équations  du  mouvement  dans  le 
cas  général  où  les  coordonnées  J,  rn  £sont  quelconques. 

On  discutera  le  problème  dans  les  deux  cas  particuliers  sui- 
vants : 

i°  Le  centre  de  gravité  G  est  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  Oz; 

a°  Le  centre  de  gravité  G  est  sur  la  partie  positive  de 
Taxe  Ox. 

S'il  arrive  que  l'un  des  points  H  et  EV  quitte  le  plan  II,  ou 
que  ces  deux  points  le  quittent  à  la  fois,  on  se  bornera  à  si- 
gnaler ce  fait  sans  étudier  le  mouvement  ultérieur. 


BOURSES  DE  LICEME  ES  SCIENCES  MATHEMATIQUES. 
CONCOURS  DE  1897. 


Mathématiques. 

i°  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  Ox, 
Oy,  on  donne  une  droite  (D)  dont  l'équation  est 

y  =  a  x  -+-  b  : 
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déterminer  la  parabole  qui  a  son  sommet  en  Of  son  axe  dirigé 
suivant  Ox  et  qui  est  normale  à  la  droite  (D);  calculer  en 
fonction  de  a  et  b  les  coordonnées  du  point  P  où  cette  para- 
bole est  normale  à  la  droite  D  et  du  second  point  Q  où  elle 
rencontre  cette  môme  droite. 

2"  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  points  P  et  Q  en  sup- 
posant que  la  droite  (D)  tourne  autour  d'un  point  fixe  de 
'  coordonnées  x0,  y0. 

On  figurera  les  diverses  formes  que  peut  affecter  ce  dernier 
lieu. 


01  ESTIONS. 


1782.  Ktant  donnée  l'équation 

ax* —  5bx*-h  iocr3 —  io<£rs-h  5ex  —  /  =  o, 
si  Ton  pose 

l  3X  =  3c»  —  4bd-hac, 
G  jji  =  i  cd  —  3  be  -t-  af, 

M    Wj=  cv  — 

ie\L  -+-/X, 

i 


to  =  a  v  —  a  b  \x  -h  eX, 
a>,  =  bv  —  ic\x  -h  */X, 

la  condition 

O),         (O;         t03 


+  lfi 


10, 

r4 


Wî 


=  o, 


exprime  que  l'équation  a  une  racine  double. 


(P.  Sondât.  ) 


ERRATA. 


La  question  1781,  août  1897,  a  |llc"  insérée  par  erreur.  En  faisant 
x  =  y  =  z  =  j,  on  voit  qu'aucune  des  inégalités  indiquées  dans 
cette  question  n'est  satisfaite. 
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EXTENSION  BES  POLYGONES  DE  PONCELET; 
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Professeur  au  Collège  Rollin. 
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4 .  Résultante  de  deux  correspondances  bij ormes  ; 
cas  de  décomposition.  —  Soient  deux  variables  x  aly 
liées  par  une  relation  doublement  quadratique 

elles  ont  une  correspondance  biforme.  Il  existe  quatre 
valeurs  critiques  de  x,  c'est-à-dire  quatre  valeurs  de  x 
donnant  pour^  deux  valeurs  égales;  il  existe  de  même 
quatre  valeurs  critiques  de  y.  Les  valeurs  critiques  de 
x  et  celles  de  y  ne  sont  pas  indépendantes  ;  car,  si  on  les 
représente  par  des  points-racines  a,  A,  c,  d  et  a,  p,  y, 
o,  les  rapports  anliarmoniques  (a,  £,  c,  d)  et  (a,  [3,  y,  0) 
sont  égaux.  En  effet,  si  Ton  prend  des  coordonnées  car- 
tésiennes, l'équation  F(x,  y)  =  o  représente  une  quar- 
lique  binodale,  et  le  fait  en  question  résulte  alors  d'un 
calcul  connu  (Salmon,  Courbes  planes,  n°  270  5  on 
peut  encore  consulter  :  Halphen,  Fonctions  ellip- 
tiques, IIe  Partie,  p.  338)  ;  les  deux  systèmes  de  valeurs 
critiques  sont  équi-anharrnoniques.  La  relation  F  =  o, 
qui  dépend  de  huit  paramètres,  est  déterminée  par  ses 
éléments  critiques  et  par  une  dernière  donnée. 

2.  Cela  posé,  nous  démontrerons  ce  théorème  : 

Deux     correspondances     bif ormes     F(x,  y)  =  oy 
Ann.  de  Mat  hé  ma  t.,  3*  série,  t.  XVI.,  (Octobre  1897.)  28 
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F'(y7  z)  =  o  donnent  entre  x  et  z  une  correspon- 
dance qui  se  décompose  en  deux  correspondances  bi- 
formes  F"(.r,  z)  =  o,  Fw(x,  z)  =  o,  lorsque  les  quatre 
valeurs  critiques  de  y  sont  les  mêmes  dans  les  deux 
correspondances  données.  Les  valeurs  de  x  qui  sont 
v  critiques  pour  y  dans  F  =  o  sont  aussi  les  valeurs  de  x 
critiques  pour  z  dans  F"  =  o  et  dans  Fm  =  o  ;  les  va- 
leurs de  z  qui  sont  critiques  pour  y  dans  F'  =  o  sont 
aussi  les  valeurs  de  z  critiques  pour  x  dans  F"  =  o  et 
dans¥"'=o. 

Soient  les  deux  correspondances  Informes 

Ajî+îBj  +  C  =  o,        A'**-4-*B'*-h  C'=o, 

A,  B,  C,  A\  B',  C  étant  des  polynômes  du  second  de- 
gré en  y\  d'après  l'hypothèse  on  peut  supposer 

B«  —  AC  =  B'«  —  A'C'  =  A, 
et  Ton  a 

(Aj  +  B)î-A  =  o,        (A'5  +  B')î-A  =  o; 

on  en  déduit,  pour  une  même  valeur  dej', 

A*-*-B±(A'5-+-B')  =  o, 

et  Ton  achève  facilement.  On  remarquera  que,  si  Ton 
prend,  par  exemple,  le  système  F  =  o,  F'  =  o,  F*  =  o, 
à  des  valeurs  de  x  et  dey  qui  vérifient  F=  o  corres- 
pond une  seule  valeur  de  z.  (En  coordonnées  carté- 
siennes dans  l'espace,  F  =  o  et  Ff  =  o  représentent  les 
projections  d'une  courbe  gauche  qui  a  quatre  points 
doubles  à  distance  finie  et  qui  se  décompose  en  deux 
courbes  gauches.  ) 

3.  On  a  ce  corollaire  : 

Trois  quantités  x,y^  z  étant  liées  par  les  relations 
doublement  quadratiques  F(x,y)  =  o  ,  f(vy  z)  =  o, 
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o(s,x)  =  o,  pour  que  ces  trois  relations  admettent 
une  infinité  de  solutions,  il  faut  d'abord  que  les  va- 
leurs de  chaque  variable  qui  sont  critiques  pour  Vune 
des  deux  autres  -variables  le  soient  pour  la  troisième, 
ce  qui  fait  1 1  conditions  et  non  12;  il  faut  de  plus 
une  autre  condition.  Si  Von  se  donne  x,  on  a  à  choi- 
sir entre  deux  valeurs  pour  y ,  et  ce  choix  détermine 
z  avec  une  valeur  unique. 

La  démonstration  est  facile  :  la  réduction  de  12 
conditions  apparentes  à  11  conditions  effectives  tient 
à  l'égalité  de  rapports  anliarmoiiiques  dont  il  a  été 
parlé*,  quand  on  a  pris  F  =  o,/=o,  avec  mêmes  y 
critiques,  la  relation  ç>  —  o  est  déterminée  :  c'est  Tune 
des  deux  relations  résultantes  des  deux  premières. 

4.  Nous  ajouterons  ceei  ; 

Les  N  quantités  pM  p2,  . .  .,  pN  étant  lices  par  les  N 
relations  doublement  quadratiques 

?i,i(pifpi)=o,      Çm(Pi,  p«)  =  o,       ...,       ?n\i(Pn,Pi)  =  o, 

si  les  valeurs  de  p/  qui  sont  critiques  pour  p/_,  le  sont 
aussi  pour  pi+i,  l'indice  i  prenant  les  valeui's  2, 
3,  ...,N,  1  (avec  les  conventions  p^+i  =  ?i>  Po  =  pis)» 
il  faut  encore  une  condition  pour  que  ces  relations 
admettent  une  infinité  de  solutions;  le  nombre  total 
des  conditions  supposées  est  4-N.  Deux  quelconques 
des  JX  quantités  p/  et  pj,  sont  liées  par  une  relation 
doublement  quadratique;  la  quantité  p/  a  quatre  va- 
leurs critiques  pour  py,  les  mêmes  quel  que  soit  j.  Si 
l'on  se  donne  pf,  on  a  à  choisir  entre  deux  valeurs 
pour  p3,  et  ce  choix  détermine  complètement  les  autres 
0.  Quand  on  a  pris  les  N  —  1  premières  relations 
cp  =  o,  sous  les  conditions  indiquées,  la  dernière  rela- 
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tion  <p  =  o  est  déterminée:  c'est  l'une  des  relations 
résultantes  des  n  —  1  premières.  Pour  N  >  3  les  con- 
ditions ne  sont  pas  données  comme  des  conditions  né- 
cessaires pour  qu'il  y  ait  une  in/initê  de  solutions.  On 
remarquera  encore  que,  pour  N  >  3,  trois  quelconques 
des  quantités  p  ont  deux  à  deux  une  correspondance 
biforme. 

5.  Voici  une  interprétation  géométrique  de  la  corres- 
pondance biforme.  Les  points  À  d'une  conique  S,  et 
ses  tangentes  a,  sont  données  en  fonction  d'un  para- 
mètre p  par  les  formules 

x   —  y   —.    *  M   _    ^    _    cv 

les  polynômes  X,  .  . .  étant  du  second  degré.  Si  Ton 
prend  deux  coniques  S,  et  S2,  et  si  l'on  assujettit  un 
point  de  Tune  et  un  point  de  l'autre  à  cette  condition 
que  le  point  A2  de  la  seconde  soit  sur  la  droite  trans- 
formée du  point  Â|  de  la  première  dans  une  corrélation 
générale,  auquel  cas  le  point  At  est  sur  la  droite  pri- 
mitive du  point  A2,  on  aura 

xi(\xl-t-Byl  +  Czl) 

-hyi(k'xi-{-  B'yx-h  C'*|)  +  zt(  A'^h-  B>,  -+-  Cst)  =  o, 
*i  (  Aar,  -+-  Myt  4-  A*  zt  ) 

-+-ri(B^î"+-  B>t+  B"*i)  +  *i(C*,+  C>t+-  C"*,)  =  o; 

les  paramètres  pi  et  p2  seront  liés  par  une  relation  dou- 
blement quadratique,  dépendant  de  8  paramètres,  et 
par  suite  générale.  On  pourrait  considérer  les  tangentes 
a  au  lieu  des  points  A. 

6.  Cas  particulier.  —  Lorsque  la  relation  double- 
ment quadratique  F(x,  y)  =  o  est  symétrique  par  rap- 
port à  x  ety  (3  conditions),  les  valeurs  critiques  de  x 
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et  celles  de  y  sont  égales  (3  conditions,  et  non  4);  la 
réciproque  est  vraie,  comme  on  peut  le  voir  au  moyen 
du  théorème  énoncé  dans  l'Ouvrage  d'Halphen,  p.  338. 
Le  théorème  du  n°2  s'énonce  alors  comme  il  suit  : 

Deux  correspondances  bif ormes  symétriques 

F(*,^)  =  o,         F'(y,z)  =  o, 

donnent  entre  x  et  z  une  correspondance  qui  se  dé- 
compose en  deux  correspondances  biformes 

¥'{xy  s)  =  o,        F"(*,*)  =  o, 

lorsqu'elles  ont  les  mêmes  valeurs  critiques.  Chacune 
des  correspondances  obtenues  admet  ces  mêmes  va- 
leurs  critiques,  d'où  il  suit  que  ces  nouvelles  corres- 
pondances sont  également  symétriques. 

§n. 

7.  Nous  considérerons  un  cas  plus  particulier,  qui 
est  l'objet  principal  de  ce  Mémoire.  L'équation 

A  cosar  -+-  B  sina?  —  C=  o 

a  deux  solutions  quand  on  cherche  simplement  les 
lignes  trigonométriques  de  l'angle  x  :  elles  sont  confon- 
dues si  l'on  a  À2  -f-  B2  —  C2  =  o;  en  posant  tang  -  =  p, 

on  aurait  (A-fC)p2 — 2Ba-f-(A — C)  =  o.  Cela 
posé,  considérons  la  relation 

Acosacosa'-+-  B  sina  sina' — C  =  o  ou         <|((a,  a')  =  o, 

À2,  B2,  C2  étant  inégaux  deux  à  deux  \  nous  dirons 
que  les  quatre  solutions 

(a,  a').       ( — a. — a).       (-  — a,  -n  —  a'),       (t:  -+-  a,  7t  -+-  a') 
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forment  une  solution  composée.  Avec 

a  a'         , 

tang-  =  o,  tan-  —  =  p', 

on  aurait  en  Ire  p  et  p'  une  correspondance  bifornic  sy- 
métrique et  Ton  verrait  que,  dans  l'hypothèse 

(A*—B«)(A*— C«)(B*  — C*)  =  o, 

elle  se  décompose  en  deux  correspondances  uniformes, 

ce  que  nous  voulons  éviter. 

Les  angles  critiques  sont  les  valeurs  de  a  (ou  af)  qui 

donnent  pour  a' (ou  a)  deux  valeurs  égales  :  ils  sont 

donnés  par  la  relation 

a*       *         o«  •   •         n  co**o  sin*©  i 

A«co«»?  +  B«.Bni?-C«  =  a1     ^-^  =  ^-^  =  g——, 

de  sorte  que  les  quatre  angles  critiques  sont  ©,  —  ©, 
•n  —  cp,  7t  -h  <p,  donnant  lieu  à  quatre  angles  associés  8, 
—  0,    tz  —  0,   7î -4- 6  ;    la    relation    entre  a  et   a1    peut 

s'écrire 

cosG  ,       sinO     . 

cosa  cosa  H — -. —  sma  sina  — i  =  o. 

coso  sino 

8.  On  a  ce  théorème  : 

Trois  angles  a,af,  a!'  étant  liés  par  les  deux  rela- 
tions Y {a>  a')  =  °i  ty(a'i  a")=  °5  Pour  <lue  la  relation 
entre  a  et  a,f  se  décompose  en  deux  relations  de  la 
forme  <V  (i,  a")  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  pre- 
mières relations  aient  les  mêmes  angles  critiques;  cha- 
cune des  deux  relations  obtenues  a  aussi  ces  angles 
critiques. 

Voici  une  démonstration  directe  qui  fait  connaître 
les  deux  relations  nouvelles.  D'abord  l'élimination  de 
a  donne 

(A*  cos*a"-+-  B*sin«a*  -  C2)  (  A"*  cos*a  ~  Bff*  sin!a  —  G\>« 
—  (  A  A"  co*  a  cosa"  -r-  ...)*  =  o  : 
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cette  relalion  devant  être  symétrique  en  a  et  af\   les 

deux  premiers  facteurs  doivent  s'annuler  ensemble  et 

la  condition  est  nécessaire.  Pour  montrer  qu'elle  est 

suffisante,  on  écrit  les  relations  A"  =  o,  ^  =  o,  avec  ©  et 

8",  o  et  8,  et  l'une  des  relations  cherchées  <!/=  o,  avec 

o  et  8'.  Pour  déterminer  8',  on  fait  a'  =  o,  d'où  *"  =  8, 

a  =  O7',  et  la  relation  <!/ =  o  donne 

cos6  cosO'cosO*        sinO  sinO'sinO" 

1 p |  —  0< 

cosy  sino 

avec  deux  valeurs  pour  8';  on  constate  alors  que  l'élimi- 
na lion  de  a'  entre  les  deux  relations  données,  et  l'élimi- 
nation de  8'  entre  la  relation  &'=  o  et  la  relation  ci- 
dessus,  donnent  le  même  résultat.  On  se  rend  bien 
compte  de  la  démonstration  en  considérant  les  relations 
des  six  angles  a,  a\  ar\  8,  8',  8". 

9.  On  a  ce  corollaire  : 

Trois  angles  n,  a',  a"  étant  liés  par  les  relations 
Y  {a.  a')=ot         <l(a\  a")  =  o.         «{/(a*,  a)  =  o, 

pour  que  ces  trois  relations  admettent  une  infinité  de 

solutions,   il  faut  d'abord   qu'elles  aient   les  mêmes 

angles  critiques;  cette  condition  remplie,  il  faut  encorde 

une  condition.  Si  les  trois  relations  sont  prises  sous 

la  forme 

A*  eus  a  cos  a'  4-  B*  sin  a  si  n  a'  —  C*  =  o, 

on  a  les  trois  conditions  obtenues  en  égalant  à  zéro  les 
déterminants  du  troisième  ordre  formés  en  prenant 
trois  lignes  du  Tableau  rectangulaire 


h 

i 

î 

A.* 

B> 

C* 

A' 

B» 

C/« 

V 

B"* 

<]"* 

a  va"    bbb    cr/c: 
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10.  Nous  ajouterons  ceci  : 

Lorsque  N  angles  a^  a2f  . . . ,  #  N  sont  liés  par  les  N 
relations 

qui  ont  les  mêmes  angles  critiques,  il  faut  une  condi- 
tion pour  que  ces  relations  admettent  une  infinité  de 
solutions.  Deux  quelconques  des  N  angles  sont  liés  par 
une  relation  analogue,  avec  les  mêmes  angles  cri- 
tiques. 

11 .  Soient,  deux  coniques  S,,  S3  que  nous  rapporte- 
rons au  triangle  conjugué  commun,  et  Si  2  une  conique 
conjuguée  au  même  triangle;  si  l'on  a  sur  S<  et  S2  les 
points  À{  et  A 2  conjugués  par  rapport  à  St2,  les  tan- 
gentes a,  et  a2  sont  conjuguées  par  rapport  à  une  co- 
nique 2|2,  et  les  deux  coniques  de  conjugaison  sont  po- 
laires réciproques  par  rapport  aux  mêmes  coniques  que 
les  deux  coniques  données;  les  points  critiques  A{  sont 
ceux  dont  la  polaire  par  rapport  à  S,2  touche  S2,  les 
tangentes  critiques  aK  sont  celles  dont  le  pôle  par  rap- 
port à  Sf  2  est  sur  Sa.  Les  points  des  coniques  Sn  S2 
étant  donnés  par  les  formules 

xx  =  ax  cosot,,        ^1  =  Aisinal,        *,  =  c,, 
xf  =  atcosai}        ^t  =  ^isina,,        zt  =  c,, 

et  la  conique  St2  ayant  pour  équation 

Aa^H-B/*  —  Cz*=o, 

la  relation  de  conjugaison  entre  A,  et  A2  est 

Aata2  cosai  cosas-+-  ftbibt  sinat  sina, —  CciCj  =  o. 

12.  On  a  ce  théorème  : 

Etant  données  trois  coniques  Si,  S2,  S3  conjuguées 
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à  un  même  triangle  OO'O",  et  deux  coniques  de  co/i- 
jugaison  Si  2,  St3  également  conjuguées  à  ce  triangle, 
la  correspondance  entre  A,  et  A*  se  décompose  en 
deux  correspondances  biformes  si  les  éléments  A2  cri- 
tiques pour  A,  le  sont  aussi  pour  A3,  et  chacune  des 
correspondances  entre  At  et  A3  est  donnée  par  une 
conique  de  conjugaison  Sl3  conjuguée  au  même 
triangle  00' O" '. 

13.  On  a  ce  corollaire  : 

Etant  données  trois  coniques  Si,  Si}  S3  conjuguées 
à  un  même  triangle  O  O'  0%  et  trois  coniques  de  con- 
jugaison S|2»  S23,  S3I,  conjuguées  à  ce  même  triangle, 
pour  qu'un  triangle  mobile  At  A2  A 3  puisse  avoir  ses 
sommets  situés  respectivement  sur  les  trois  premières 
coniques,  deux  sommets  quelconques  étant  conjugués 
par  rapport  à  la  conique  intermédiaire,  il  est  néces- 
saire qu'un  point  de  S2,  critique  pour  St,  le  soit  aussi 
pour  S3,  et  qu'un  point  de  S3,  critique  pour  S2,  le  soit 
aussi  pour  St ,  auquel  cas  un  point  de  S|  critique  pour 
S3  l'est  pour  S2  \  ces  conditions  remplies,  il  faut  encore 
une  condition.  Les  tangentes  ai9  a2,  par  exemple, 
sont  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  fixe  2,2 
conjuguée  au  triangle  OO'O*.  Si  l'on  se  donne  Vêle- 
ment (A|,  fi4),  on  a  à  choisir  entre  deux  positions  pos- 
sibles pour  (A2,  rt2),  et  ce  choix  détermine  complète- 
ment (A3,  fl3).  Les  deux  coniques  S12,  S23  étant  choi- 
sies de  façon  que  A2  critique  pour  At  le  soit  pour  A3, 
la  conique  S3i  est  déterminée  avec  deux  solutions. 

14.  Nous  ajouterons  ceci  : 

Etant  donnée  une  chaîne  de  N  conû/ues  Sî9  S2, . . ., 
S*  conjuguées  à  un  même  triangle 00' O",  et  N  coniques 
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de  conjugaison  Sl2,  S2:t,  . . .,  SK,  conjuguées  à  ce  même 
triangle,  si  les  points  de  la  conique  S/  qui  sont  cri- 
tiques pour  S/_4  le  sont  aussi  pour  S/+i,  l'indice  i  pre- 
nant les N  —  i  valeurs  a,  3,  .. .,  N  (auquel  cas  un  point 
de  Si  critique  pour  SN  Vest  aussi  pour  S2  ),  il  faut  une 
condition  pour  quil  existe  un  contour  polygonal  mo- 
bile A,  Aa.  . .  AN,  dont  les  sommets  soient  situés  res- 
pectivement sur  les  coniques  S2,  et  dont  les  sommets 
consécutifs  A/,  A/+i  soient  conjugués  par  rapporta  la 
conique  intermédiaire  S/  /+! .  Le  nombre  total  des  con- 
ditions est  N.  Deux  sommets  quelconques  A/,  Ay  JO/if 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  fixe  S/y  conju- 
guée par  rapport  au  triangle  OO'O";  en  même  temps, 
les  tangentes  a/,  aj  sont  conjuguées  par  rapport  à  une 
conique  fixe  E/j.  Si  Von  se  donne  Vêlement  (  A4,  a»  ), 
on  a  à  choisir  entre  deux  positions  possibles  pour 
(A 2,  a2),  et  ce  choix  détermine  complètement  le  con- 
tour. Les  N  —  i  premières  coniques  de  conjugaison  dé- 
terminent la  dernière. 

§  III. 

15.  Correspondance  unie  sur  deux  coniques.  —  Plus 
particulièrement,  la  conique  de  conjugaison  ponctuelle 
Sl2  peut  passer  par  les  quatre  points  communs  aux  deux 
coniques,  SM  S2,  auquel  cas  la  conique  de  conjugaison 
tangc]itielleE,2  touche  les  quatre  tangentes  communes  à 
ces  deux  coniques-,  alors  les  quatre  points  communs 
sont  des  points  unis  de  la  correspondance T  c'est-à-dire 
qu'un  point  commun  se  correspond  à  lui-même,  et  de 
même  les  quatre  tangentes  communes  sont  des  tan- 
gentes unies.  Réciproquement,  si  la  correspondance 
entre  les  éléments  (  Al5  «  ,)(Aâ,  a2)  admet  comme  points 
unis  les  quatre  points  communs  aux  deux  coniques  S,. 
S2,  et  comme  tangentes  unies  les  tangentes  communes  A 
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ces  deux  coniques  (sept  conditions,  et  non  huit),  cette 
correspondance  consiste  en  ce  que  les  points  A,  et  A2 
sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique  S» 2  passant 
par  les  quatre  points  communs  a  S,  et  S2,  ou  en  ce  que 
les  tangentes  as  et  «2, Nous  donnerons  à  cette  cor- 
respondance le  nom  de  correspondance  unie. 

16.  Nous  dirons  qu'il  y  a  correspondance  tangentielle 
entre  un  point  A,  d'une  conique  S4  et  une  tangente  a> 
à  la  conique  Sâ  lorsque  le  point  A{  doit  se  trouver  sur  la 
tangente  a2,  ou  encore  lorsque  la  tangente  a2  doit  pas- 
ser au  point  Ai  :  cette  correspondance  tangentielle  est 
une  correspondance  biforme;  les  éléments  critiques  de 
S2  sont  donnés  par  les  tangentes  communes  aux  deux 
coniques,  ceux  de  St  sont  donnés  par  les  points  com- 
muns. La  correspondance  tangentielle  est  une  corres- 
pondance unie.  La  conique  de  conjugaison  SM  est  la 
conique  S2,  la  conique  El2  est  S*. 

La  correspondance  unie  se  ramène  à  la  correspon- 
dance tangentielle  ; 

i°  Considérons  trois  coniques  S\ ,  S2,S'3  inscrites  à  un 
même  quadrilatère;  une  tangente  A  à  la  conique  inter- 
médiaire rencontre  S',  en  deux  points  db  A'  et  S'3  en 
±  C  :  il  y  a  correspondance  biforme  entre  b  et  A', 
entre  b  et  C,  et  la  correspondance  entre  A' et  C  se  dé- 
compose en  deux  correspondances  biformes  dont  l'une 
associe  les  points  de  même  signe,  l'autre  associant  les 
points  de  signes  contraires.  Nous  supposerons  qu'on  a 
choisi  l'une  des  deux  correspondances,  de  sorte  que  A 
et  b  déterminent  complètement  C;  le  passage  du 
couple  -h  A',  -H  C  au  couple  —  A',  —  C  se  fait  par 
une  tangente  commune,  d'où  la  nécessité  de  ces  tan- 
gentes communes  pour  Ja  décomposition  de  la  corres- 
pondance (  V,  C)  en  deux   correspondances  biformes. 
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Cette  correspondance  entre  les  , éléments    (A',  a!)  et 
(C,  d)  est  une  correspondance  unie. 

2°  Pour  trois  coniques  S',,  SJ,  S3  circonscrites  à  un 
même  quadrangle  (système  de  quatre  points),  on  a  des 
faits  corrélatifs  en  partant  d'un  point  B/;  de  la  conique 
intermédiaire. 

3°  Réciproquement,  si  les  éléments  (A',  a1)  et  (  C',  c1  ) 
de  deux  coniques  S\ ,  S'3  ont  une  correspondance  unie, 
c'est-à-dire  une  correspondance  biforme  dans  laquelle 
les  points  communs  sont  unis,  et  les  tangentes  com- 
munes sont  unies  (sept  conditions),  i 'enveloppe  de  la 
droite  A!G  ou  b  est  une  conique  S2  touchant  les  quatre 
tangentes  communes  aux  deux  premières,  et  le  lieu 
du  point  (a\  c')  ou  B"  est  une  conique  S*  passant  par 
les  quatre  points  communs  aux  deux  premières  ;  les 
deux  coniques  S2  et  S^  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  aux  mêmes  coniques  que  les  deux  coniques 
données.  Nous  rappellerons  que  les  points  A'  et  C  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  S'|3  passant  aux 
points  communs  à  S'4  et  S'3,  et  que  Ton  a  un  fait  corrélatif, 
les  deux  coniques  de  conjugaison  S'{8  et  5TI3  étant  po- 
laires réciproques  par  rapport  aux  mêmes  coniques  que 
S\  etS'3;  la  conique  enveloppe  S2  touche  les  tangentes  à 
S'13  aux  points  communs  à  S',  etS'3,  la  conique  lieu  S* 
passe  aux  points  de  contact  avec  £',  3  des  tangentes  com- 
munes à  S',  et  S'3. 

17.  Voici  une  démonstration  directe  des  faits  i°et  20. 
Nous  indiquerons  d'abord  une  identité  :  étant  données 
la  forme  quadratique  f{x,y1  z)  et  la  forme  adjointe 
F(h,  v,  \v)>  on  a 

F[(ry  -  ry  ),  (zx1  -  xz'),  (xy'-yx')] 
/(*,  a?)    /(*,  *') 
f(jc',x)    f(x',xr) 
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f(x9x')  étant  aMxx'+. .  .+ai2(xj'  -*-j'x,)+.  ..;  si 
le  point  M  est  sur  la  conique  /=o,  on  a  pour  F  un 
carré  parfait 

Considérons  alors  les  trois  coniques  S'nS2,S'3  inscrites 
à  un  même  quadrilatère;  leurs  équations  tangentielles 
sont 

F,(if9p,  ft>)so,        Fi  — X*F3  =o,        Fa(a,  p,  w)  =  o; 

en  écrivant  qu'un  point  A'  de  S\,  et  un  point  C  de  S, 
sont  sur  une  tangente  b  à  S2,  on  a 

F,[(^,  sj—  -5,^3),  - .  •]  -  **  F,[(^^3—  stjr9),  . . .]  =  o, 

ou 

OU 

/i(*i.  ari)±A-/a(o?i,ar8)  =  o. 

18.  Contours  mobiles.  —  Reprenons  le  théorème  du 
n°  14,  avec  une  chaîne  de  a»  coniques  S',,  S2,  S',,  S*..., 
S2a, conjuguées  à  un  même  triangle  OO'O",  et  supposons 
que  chaque  conique  d'indice  pair  est  conique  de  conju- 
gaison ponctuelle  entre  elle-même  et  chacune  des  deux 
coniques  voisines,  auquel  cas  chaque  conique  d'indice 
impair  est  conique  de  conjugaison  tangentielle  entre 
elle-même  et  chacune  des  deux  coniques  voisines.  On  a 
ce  théorème. 

Soit  une  chaîne  de  in  coniques  S\ , S2,  S , ,  S* , . . ., S2W, 
conjuguées  à  un  même  triangle  OO'O'7,  chaque  co- 
nique d 'indice  pair  S  touche  les  quatre  tangentes  com- 
munes aux  deux  coniques  "voisines  S',  chaque  conique 
d'indice  impair  S' passant  aux  quatre  points  communs 
aux  deux  coniques  voisines  S  (ce  qui  fait  seulement 
a/i —  i  conditions)  :  il  faut  une  condition  pour  quil 
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existe  un  contour  polygonal  mobile  de  n  côtés  dont  les 
sonunets  A'p  A'3,  A'5,...  soient  sur  la  conique  S',  et  dont 
les  côtés  a 2,  «*,  «o,  •  ••  soient  tangents  aux  co- 
niques S.  Si  l'on  se  donne  A', ,  on  a  deux  positions 
possibles  pour  a2,  et  le  choix  de  a2  détermine  entière- 
ment le  contour. 

Le  triangle  conjugué  étant  donné,  le  système  de  co- 
niques dépend  de  %n  paramètres.  En  considérant  la  co- 
nique S2/J  comme  une  enveloppe,  on  reconnaît  que  la 
dernière  condition  du  théorème  lie  généralement 
2/1  —  i  quelconques  des  coniques  données. 

La  chaîne  de  in  coniques  du  théorème  précédent  est 
la  plus  générale  pour  laquelle  il  existe  un  contour  po- 
lygonal mobile...,  si  Ton  exige  que,  un  sommet  étant 
choisi,  avec  l'un  des  côtés  qui  partent  de  ce  sommet,  le 
contour  soit  déterminé  complètement. 

19.  Les  points  A\  et  A':l  ayant  une  correspondance 
unie,  le  lieu  du  point  (a'n  a'z)  ou  A*  est  une  conique  S* 
passant  par  les  quatre  points  communs  à  S'4  et  S',  ;  il 
suit  de  là  que  le  contour  variable  A\a2A^aÂ...  donne 
un  contour  variable  analogue  a'4  A^a'3AJ...  dont  les 
côtés  roulent  sur  la  conique  S',  dont  les  sommets  décri- 
vent des  coniques  S";  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Eu 
considérant  l'enveloppe  de  la  droite  A2A4,  on  prolon- 
gerait cette  suite  de  contours  en  sens  inverse. 

20.  Un  certain  nombre  des  coniques  précédentes 
peuvent  être  confondues.  On  doit  remarquer  d'abord 
que  toute  correspondance  biforme  entre  deux  éléments 
d'une  même  conique  a  quatre  éléments  unis.  Si  celle 
correspondance  est  symétrique,  les  points  A,  et  A2  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  S\?  qui  passe  aux 
points  unis,  les  tangentes  at  et  a2,  ...;   la  correspon- 
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dance  symétrique  sur  une  conique  est  un  cas  limite  de 
la  correspondance  unie  sur  deux  coniques  St  et  S2  ;  les 
éléments  unis  donnent  quatre  points  qui  jouent  le  rôle 
des  points  communs  aux  deux  coniques,  et  quatre  tan- 
gentes.... 

Reprenons  les  faits  du  n°  16  : 

i°  Etant  données  deux  coniques  Sf  et  S2,  une  tan- 
gente b  à  S*  rencontre  S'  en  deux  points  A'  et  C  :  il  y  a 
correspondance  bi forme  entre  A'  et  C  ;  cette  correspon- 
dance est  symétrique,  et  les  points  critiques  sont  les 
points  communs  aux  deux  coniques. 

a0  Avec  deux  coniques  S'  et  Sg,  en  partant  d'un 
point  B"  de  cette  dernière,  on  a  des  faits  corrélatifs. 

3°  Réciproquement,  si  les  éléments  (A',  a!)  et 
(C,  c')  d'une  conique  S'  ont  une  correspondance  bi- 
forme  symétrique,  l'enveloppe  delà  droite  A'C  est  une 
conique  Sa  passant  par  les  points  critiques,  le  lieu  du 
point  (a',  c1)  est  une  conique  S^  qui  touche  les  tan- 
gentes critiques. 

La  conique  S2  touche  d'ailleurs  les  tangentes  unies, 
laconique  S£  passe  aux  points  unis.  La  conique  S'i3, 
par  rapport  à  laquelle  A'  et  G  sont  conjugués,  passe 
parles  points  unis;  la  conique  S'l8  touche  les  tangentes 
unies. 

Relativement  au  théorème  du  n°  18,  on  pourrait  voir 
ici  pourquoi  on  a  introduit  le  mot  généralement  dans 
la  remarque  concernant  la  dernière  condition. 

On  aurait  en  particulier  le  cas,  considéré  par  Pon- 
celet,  où  toutes  les  coniques  S'  sont  confondues. 

§  iv. 

21.  Contours  triangulaires  mobiles;  deux  cas.  — 
Lorsqu'un  triangle  mobile  a  ses  sommets  sur  trois  coni- 
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ques  S',,  S',,  S'3,  et  ses  côlés  tangents  à  trois  coniques 
Si,S2,S3,  d'une  part,  ce  triangle  peut  devenir  évanouis- 
sant, les  côtés  «,  £,  c  étant  trois  droites  concourantes,  ou 
les  sommets  A',  B',  C  étant  trois  points  en  ligne  droite; 
d'autre  part,  il  peut  devenir  bi-évanouissant,  deux  som- 
mets étant  confondus,  ainsi  que  les  côtés  opposés.  Les  six 
premières  conditions  relatives  aux  coniques  étant  suppo- 
sées remplies,  et  elles  se  réduisent  à  cinq,  une  tangente 
commune  à  S,  et  S*  doit  toucher  S3,  ou  passer  par  un 
point  commun  à  S',  et  S^;  un  point  commun  à  S',  et  S', 
doit  appartenir  à  S'3,  ou  se  trouver  sur  une  tangente  com- 
mune à  Si  et  S2.  Il  semble  donc  que  l'indétermination  du 
triangle  ait  lieu  dans  trois  cas;  mais  nous  allons  mon- 
trer que  ces  trois  cas  se  réduisent  à  deux,  attendu  que, 
si  les  coniques  S  ont  quatre  tangentes  communes,  les 
coniques  S'  sont  polaires  réciproques  des  coniques  S 
par  rapport  à  un  système  de  quatre  coniques  2,  de  sorte 
que  les  coniques  S;  ont  alors  quatre  points  communs. 
Les  équations  des  six  coniques  étant 

a?1       v*         .  x*  x* 

5ï  +  p5-1=0'        ■■■.        •••> 

si  l'on  écrit  que  le  point  x  =  a  cosl,y  =  b  sin  /,  z  =  1 

est  sur  la  tangente  uf=  a'cosV,  v'=  jî'sinX',  w1  =  —  1, 

on  a 

aa'cos/cosX'-f-  6j3'  sin  /sinX'  —  1  =  o, 

et  l'on  suppose 

(a*«'«  —  6*  p'«)  (a'a't  —  1)  (ô«  p'«  —  1)  ^  o,       • 

c'est-à-dire  S't  et  S2  non  bitangentes  }  les  cinq  conditions, 
pour  que  les  six  relations  analogues  aient   les  mêmes 
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angles  critiques,  sont  (*) 


a"*  x* 

a*  *"* 
a"*  a* 


AifP 


3T     O, 


et  elles  expriment  que  S\  passe  parles  points  communs 
à  S2  et  S3>  ....  Si  l'on  écrit  que  les  trois  coniques  S  sont 
inscrites  à  un  même  quadrilatère,  on  a  la  sixième  con- 
dition 


i   a* a* 

a'*  a'* 


Remarquons  maintenant  que,  si  Ton  se  donne  a2,  jî2, 
a'2,  ...  véri  Gant  cette  condition,  et  a2  à  volonté,  Tune 
des  relations  ci-dessus  (rangées  i,  a,  7)  détermine  A2, 
deux  autres  relations  déterminent  a"2  et  £"2,  deux  autres 
déterminent  a'2  et  b'2,  et  Ton  a  une  seule  solution;  or 
cette  solution  unique  est  facile  à  apercevoir  :  elle  est 
formée  par  les  relations 


i 


a"* 

i 

7û' 

& 
?* 

,1,* 

u»>*    i 

a*  a'» 

a'*  a'* 

... 

a**  a* 

... 

(')  Ce  qui  signifie  qu'on  les  obtient  en  égalant  à  zéro  1rs  cinq 
déterminants  formés  au  moyen  de  trois  lignes  du  Tableau  rectangu- 
laire qui  constitue  le  premier  membre  de  l'égalité. 
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qui  donnent  successivement  d>2,  i)!>2,  &2,  —  On  peut 
donc  remplacer  les  six  relations  entre  les  douze  quan- 
tités a2,  è2,  ...  par  les  huit  relations  précédentes  entre 
les  quatorze  quantités  a2,  b2,  .  ..,  X2,  i&2  :  les  six  pre- 
mières expriment  que  les  coniques  S'  sont  polaires  ré- 
ciproques des  coniques  S  par  rapport  aux  coniques 

(S)  ± *\>x*  ±  i&.y*  —  s*  =  o; 

la  dernière  exprime  que  les  coniques  S  sont  inscrites  à 
un  même  quadrilatère,  et  celle  qui  reste  est  une  rela- 
tion entre  a^2  et  ilb2,  les  coniques  S  étant  supposées  con- 
nues (cette  dernière  relation  peut  aussi  bien  être  ratta- 
chée aux  coniques  S'). 

On  peut  donc  prévoir  ce  théorème,  qui  sera  démontré 
rigoureusement  : 

Etant  donnés  deux  systèmes  de  trois  coniques 
S,  S2  S3,  S',  SJjS!,,  tels  que  dans  la  chaîne  fermée 

S'. 

s,      s, 
s, 

chaque  conique  S  touche  les  tangentes  communes  aux 
deux  coniques  voisines,  et  chaque  conique  S'  passe  par 
les  points  communs  aux  deux  coniques  voisines  (5  con- 
ditions),  un  triangle  qui  doit  avoir  ses  côtés  a,  &,  c 
tangents  aux  coniques  S,  et  ses  sommets  A',  B\  G'  sur 
les  coniques  S',  est  indéterminé  dans  deux  cas  : 

i  °  Lorsque  les  coniques  S  sont  inscrites  à  un  même 
quadrilatère }  auquel  cas  les  coniques  S'  sont  circon- 
scrites à  un  même  quadrangle,  les  coniques  S'  étant  po- 
laires réciproques  des  coniques  S  par  rapport  à  un  sys- 
tème de  quatre  coniques  S  ; 

2°  Lorsque  les  quatre  [tangentes  communes  à  Si  et 
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S2  passent  respectivement  aux  quatre  points  d'inter- 
section de  S\  et  S!,,  auquel  cas  les  quatre  tangentes 
communes  à  S2<?/S3,  .... 

Chacun  des  deux  systèmes  de  coniques  dépend  de  12 
paramètres;  pour  le  premier  système,  on  peut  se 
donner  les  coniques  S  inscrites  à  un  même  quadrila- 
tère, et  la  conique  S  avec  un  paramètre;  pour  le  second 
système,  ou  peut  se  donner  les  coniques  S  conjuguées  à 
un  même  triangle,  et  les  coniques  S'  sont  alors  déter- 
minées, avec  quatre  solutions.  Dans  chacun  des  deux 
systèmes,  la  première  condition  lie  cinq  quelconques 
des  six  coniques. 

22.  Dans  le  premier  système  les  tangentes  a\  b',  cf 
en  A',  B',  C  sont  concourantes,  les  points  de  contact  A, 
B,  G  des  tangentes  a,  bt  c  sont  en  ligne  droite;  le  lieu 
des  points  de  concours  des  tangentes  ar,  bf,  c'  est  une 
conique  S"  passant  par  les  points  communs  aux  coni- 
ques S'  et  dont  l'équation  est 

. —  z*  =  o, 


4**  a*  a'*  a'* 


l'enveloppe  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  con- 
tact A,  B,  C  est  une  conique  polaire  réciproque  de  la 
précédente  par  rapport  aux  coniques  S.  A  priori,  si 
Ton  se  donne  les  coniques  S'n  S^,  S3  et  S",  avec  quatre 
points  communs,  et  si  d'un  point  de  S"  on  mène  aux 
coniques  S'  les  tangentes  =h  a\  dz  &',  zh.  c\  dont  les 
points  de  contact  sont  ±  A',  zh  B',  =h  C,  l'enveloppe 
des  droites  B'C  est  une  conique  SM  .... 

23.  Voici  la  démonstration  rigoureuse  du  théorème 
énoncé  plus   haut.   Les  coniques  S',,  S2,  S!,   ont  pour 


. . .  ^=  «, 

..)  =  o, 

•  •  )  =  o, 

..)  =  o, 
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équations 

a*x*-h  b*y*—  c-zx  =  o,        a'*** -h. .  .  =  o,        a"1^*-!-. 

les  coniques  S4,  S2,  S3  oui  pour  équations 

(S,)  (^c'^ï+c'îa^î-a'î^tvî)-^  (b"*c'*u*-h. 
(S,)  (ô"«  c*«  a*-t- ...  )  --  A'*  (6*  c'  u*  -+- . 

(S8)  (&*  c«  w«-h ...  )  —  A'2  (!/*  c'«  w*  +-. 

avec  deux  conditions  que  nous  retrouverons  plus  loin, 
et  qui  expriment  que  S'(  passe  par  les  points  communs 

Si  l'on  écrit  que  la  droite  joignant  les  deux  points  B' 
et  (7  donnés  par  les  relations  a'x'=  cos/',  brj'=  sin/\ 
cf z1  =  i  et  a"xf/=  eos/",  .  .  .,  est  tangente  à  la  conique 
S<,  on  a  (n°  17)  la  relation 

/ah-~)  cos/'cosr-h  (k-^-jj*)  sin/'sin/'-  (c+  ~\  =o, 

avec  A=-,»'"»6  =  ±i;  les  angles  critiques  sont 
donnés  par  une  équation  qui  se  réduit  à 

/A*       A\        ,         /B*       A\    .  ,  /C*       A-  \ 

sans  e.  En  faisant  de  même  pour  S2  et  pour  S3,  ou  voit 
que  les  trois  conditions  d'indétermination  du  problème 
que  l'on  étudie  sont 


A* 

~k 

+ 

A 
A» 

A'* 
A' 

-+• 

A' 

A'* 

A"* 

A" 

-+- 

a* 

A"* 

(**ï)  (**¥)(*•*£)  ■ 


=  o; 
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les  deux  premières  conditions  expriment  (jue  les  points 
de  S',  qui  sont  critiques  pour  S'2  le  sont  pour  S,,  .  .  •, 
c'est-à-dire  que  la  conique  S',  passe  par  les  points  com- 
muns à  S2  et  S3,  . . .;  reste  la  dernière  condition.  Or, 
en  développant  les  éléments  de  la  dernière  rangée,  avec 
les  relations  AA'A"  =  i,  . .  . ,  et  en  les  combinant  avec 
ceux  des  rangées  précédentes,  on  trouve  que  l'on  peut 
remplacer  cette  rangée  par  une  autre  dont  les  éléments 
sont 

,„,,,,,        *  /«A»        e'A*        s'A'îN 

CuV^-O^-^-y-    -H-j.-),  ...» 

On  a  donc  une  première  solution  es' s" kk' h"  =  i;  elle 
dorme  la  condition  nécessaire  k'k''kJ'2  =  i,  qui  ex- 
prime que  les  trois  coniques  S  sont  inscrites  à  un  même 
quadrilatère;  d'ailleurs  les  quatre  relations 

(A*-t-   k*\    COS*?-h...r^O,        ...,        *»*'**"«=  I, 

au  lieu  de  déterminer  <p,  donnent  la  condition 

(a»//»f'»)=  o, 

qui  exprime  que  les  coniques  S'  ont  quatre  points  com- 
muns. 

On  a  une  seconde  solution  en  remplaçant  dans  la  ma- 
trice ci-dessus  les  éléments  de  la  dernière  rangée  par  les 

,. ,             e  A»        e\V*        £*A"  * 
éléments  —7 — j — .:, 1 — p — »  •  •  ■  ;    je    me   suis  assure 

que  cette  seconde  solution  est  bien  celle  du  théorème 
énoncé. 

Les  points  B'  et  C  sont  conjugués  par  rapport  à  Tune 
des  coniques  S'2  -f-  sA\S',  =  o  :  avec  la  première  solution, 
ces  coniques  passent  par  les  points  communs  aux  trois 
coniques  S'.  On  a  un  fait  corrélatif. 

2i.  Avec  la  première  solution,  le  système  de  coniques 
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étant  indépendant  des  signes  e,  on  a  pour  les  mêmes 
coniques  quatre  espèces  de  triangles  mobiles.  Avec  la 
deuxième  solution,  les  coniques  sont  liées  aux  e,  une 
tangente  commune  à  S,  et  S2  pouvant  passer  par  l'un 
ou  l'autre  des  quatre  points  communs  aux  deux  coniques 
S',  et  S'2  ;  pour  des  coniques  données,  on  a  deux  espèces 
de  triangles. 

25.  Cas  où  le  triangle  est  conjugué  par  rapport  à 
une  conique  Jïxe,  —  Le  système  de  coniques  peut  satis- 
faire à  la  ibis  aux  conditions  i°  et  aux  conditions  a°  du 
théorème*,  il  admet  alors  un  système  de  triangles  qui 
fait  partie  à  la  fois  des  deux  solutions,  trois  autres  sys- 
tèmes de  triangles  qui  font  partie  de  la  première  solu- 
tion, et  un  dernier  système  de  triangles  qui  fait 
partie  de  la  deuxième  solution  :  ce  sont  ces  derniers 
triangles  que  nous  allons  considérer,  et  ils  sont  conju- 
gués par  rapport  à  une  conique  fixe.  Les  six  coniques 
étant  dans  le  premier  cas  du  théorème,  supposons  que 
Tune  des  quatre  coniques  S  (par  rapport  auxquelles  les 
coniques  S'  sont  polaires  réciproques  des  coniques  S) 
touche  les  quatre  tangentes  communes  aux  coniques  S, 
auquel  cas  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  avec  S 
sont  les  points  communs  aux  coniques  S'  :  on  est  en 
même  temps  dans  le  second  cas  du  théorème,  et  la  figure 
dépend  de  11  paramètres;  la  conique  2  ayant  pour 
équation  Xx*  -4-  ^\>y2  —  1=0,  en  disposant  des  signes 

de   a7  a' y  a'\  by  b\   V\    on  peut   avoir   -=...=  -— t 
-=...=  —,  et  alors,  au  110  21,  on  peut  prendre  /=)*, 

/'— X',  F=\tt  1    en    ellet,    les  six    relations    entre   les 
angles  se  réduiront  à  trois  relations,  telles  que 

-  —  cos  X  co*  X'  ■+- . . .  —  1  =  0, 
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el  si  l'on  écrit  que  ces  trois  relations  admettent  une  ind- 
uite de  solutions,  la  première  condition  exprime  que  la 
conique  £  touche  les  tangentes  communes  aux  coniques 
S;  or  les  hypothèses  /=X,  /'=)/,  lff=\,f  montrent 
que  le  triangle  mobile  est  conjugué  par  rapport  à  la  co- 
nique 2,  qui  est  à  la  fois  S23,  .  .  . ,  22S,  .... 

26.  Les    équations    des    coniques    S'23,     ...     étant 

s;  =  —  e  as;,  s;  =  -  s'à's; ,  s;  =  —  e"Ày/s2,  réquation 

de  la  conique  S  peut  prendre  ces  trois  formes  :  on  a 
donc  en  multipliant  se'effÀA'A*  =  —  i,  ce  qui  est  d'ac- 
cord avec  ce  fait  qu'on  est  dans  le  premier  cas  du  théo- 
rème ;  on  voit  en  même  temps  que  le  système  de  triangles 
ne  fait  pas  partie  de  la  première  solution  :  c'est  l'un 
des  deux  systèmes  de  la  seconde  solution.  Soit  À' B'C 
un  triangle  de  l'espèce  de  ceux  que  l'on  considère  ici, 
avec  e  =  -h,  e/  =  -K  e*  =  -K  par  exemple;  la  polaire 
de  A'  par  rapport  à  S  coupe  S'2  en  deux  points  B'  et  M', 
S'j  en  deux  points  C  et  8',  le  triangle  A'tà/G'  est  dans 
les  mêmes  conditions  que  le  triangle  A'B'C,  elles  deux 
triangles  A'B'C'  et  Ailb'C  répondent  aux  hypothèses 
e  =  — ,  e'  =  -f-,  e"  =  -h,  et  font  partie  des  triangles  de 
la  première  solution  ;  l^s  trois  sommets  A',  B',C  donnent 
ainsi  trois  espèces  de  triangles.  Une  dernière  série  de 
triangles  se  rattache  à  la  fois  aux  deux  cas  du  théorème. 
Les  tangentes  en  A',  B',  C  forment  uu  triangle 
A^B^C  inscrit  à  une  conique  fixe  S";  les  points  de  con- 
tact des  côtés  /z,  6,  c  avec  les  coniques  S  forment  uu 
triangle  circonscrit  a  une  conique  fixe.  Le  triangle 
KnWQI'  est  dans  les  conditions  du  théorème  dePoncelet. 

27.  Ci/5  où  des  coniques  sont  confondues.  —  Si 
les  coniques  S\  et  S'2  se  confondent  en  une  même  co- 
nique S',  sans  que  S'3  se  confonde  avec  elles,  les  co- 
niques Si  et  Sa  doivent  se  confondre  en  une  même  co- 
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nique  S;  considérons  ce  cas.  Nous  appellerons  tangentes 
remarquables  de  la  conique  S  les  tangentes  à  celte  co- 
nique aux  points  d'intersection  avec  S'3,  lesquels  points 
seront  des  points  C'$  les  points  remarquables  de  la  co- 
nique S'  seront  les  points  de  contact  avec  Sr  des  tan- 
gentes communes  à  celte  conique  et  à  S3,  lesquelles 
tangentes  seront  des  droites  c.  On  a  deux  coniques  S  et 
S/-,  les  sommets  A'  et  IV  d'un  triangle  décrivent  la  co- 
nique S',  les  côtés  a  et  b  roulent  sur  la  conique  S  :  le 
côté  c  roulant  sur  une  conique  S3  qui  passe  par  les 
points  communs  à  S  et  S',  ou  cherche  le  lieu  du  som- 
met G\  ce  point  est  l'intersection  de  deux  tangentes  a 
et  b  à  la  conique  S,  lesquelles  ont  une  correspondance 
bi forme  symétrique.  L'un  des  points  C  décrit  une  co- 
nique qui  est  dans  le  second  cas  du  théorème,  un  autre 
également,  et  ces  deux  coniques  ont  été  données,  je 
crois,  par  Salmou  (Sections  coniques,  2e  édition  fran- 
çaise, p.  599);  les  tangentes  communes  à  S  et  S8  pas- 
sent aux  points  communs  à  S'  et  S'3,  les  tangentes  re- 
marquables de  S  passent  aux  points  remarquables  de  S', 
et  l'on  a  des  triangles  bi-évanouissauts.  Les  deux  autres 
points  G  décrivent  une  même  conique  S'3  qui  est  dans 
le  premier  cas  du  théorème;  la  conique  S3  passe  aux 
points  remarquables  de  la  conique  S',  la  conique  S3 
touche  les  tangentes  remarquables  de  la  conique  S,  et 
Ton  a  des  triangles  évanouissants,  formés  par  trois  droites 
concourantes  ou  par  trois  points  en  ligne  droite. 

28.  Dans  le  système  de  Poneelet,  les  trois  coniques 
S'  sont  confondues,  les  coniques  S  étant  distinctes;  on 
est  dans  le  second  cas  du  théorème  :  les  tangentes  com- 
munes à  S,  et  S2  passent  aux  points  remarquables  de 
la  conique  S',  =  S'2  eu  donnant  des  triangles  bi-éva- 
11011  issants.  ....  On  a  un  système  corrélatif. 
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29.  Les  trois  i-oni<|iios  S'  peuvent  être  confondues, 
les  deux  coniques  S,  et  S2  Tétant  aussi  :  on  cherche 
l'enveloppe  du  côté  c.  On  peut  rattacher  ce  cas  à  celui 
du  n°  27,  ou  au  système  de  Poncelel. 

30.  Les  coniques  S'  peuvent  être  confondues,  les  co- 
niques S  Tétant  également  :  les  tangentes  remarquables 
de  S  passent  aux  points  remarquables  de  S';  l'exemple 
de  deux  cercles  vérifiant  la  relation  d'EuIer 

montre  nettement  ce  que  doit  être  un  triangle  bi-éva- 
nouissant  dans  le  cas  de  deux  coniques  confondues  :  le 
côté  double  a  =  h  touche  Si  =  S2  en  un  point  C  situé 
sur  S',,  le  sommet  double  A'  =  IV  est  sur  S',  =  S'2  en  un 
point  dont  la  tangente  c  touche  S3. 

§  v. 

31 .  Cas  oà  les  coniques  Sp  sont  confondues  avec  les 
coniques  S'  ,.  —  Etant  données  n  coniques  S'n  S'.,,  ..., 
S),,  conjuguées  à  un  même  triangle  OO'O",  si  Ton 
cherche  à  quelles  conditions  un  contour  polygonal  mo- 
bile peut  avoir  ses  n  sommets  sur  ces  coniques,  le  côté 
A' B' étant  tangent  en  A'  à  S'|7  ...,  on  trouve  d'abord 
qu'une  tangente  commune  à  S'.2  et  S!,  doit  avoir  son 
point  de  contact  avec  S'2  situé  sur  S',,  ...,  et  il  reste 
une  condition.  Dans  le  cas  n  =  '5  la  condition  d'indé- 
termination est  vérifiée  d'elle-même,  dans  Je  cas  n  =  4 
l'indétermination  ne  peut  pas  se  produire. 

En  effet,  la  conique  Sp  =  S'ft+i  ayant  pour  équations 
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si  Ton  pose  -—  =  A^,  . . .,  on  a  les  relations 

Ai  cos /|  cos /,  +  ...  =  o, 
At  cos  /j  cos  lz  -h . . .  =  o, 


avec  celte  particularité  :    A,  Aj . . .  =  i ,    B,  B2 . .  . 
C,C2...=  i. 

Outre  les  conditions 


=  ■> 


1 

1 

1 

Aî 

Bf 

Cî 

ai 

. 

. 

on  a  une  dernière  condition  d'indétermination.  Pour 
n  =  3,  on  l'obtient  eu  ajoutant  à  la  matrice  ci-dessus  la 
rangée  AIA2A3...,  ou  i,  i,  i,  identique  à  la  pre- 
mière rangée.  Pour  n  =  4>  si  ''<>11  met  les  relations 
sous  la  forme 


COSÔi 


COS  /j  COS  lt  -+-  .  .  .  —  I  =  o, 


on  trouve  que  la  condition  d'indétermination  est 

(sin'o —  sin'OiH^in*©  —  sins6,)...        /cosÔjCosOjCOsOjCosQi 


sin*  ç  cos*<p 


cos*<p 


■•■-)'- 


or.  à  cause  de  A ,  A*  A3  Aj  =  i ,  . . .,  le  dernier  terme  est 
nul,  et  la  relation  est  impossible  dans  les  conditions  où 
l'on  s'est  placé  au  n"  6  :  il  faudrait  accepter  des  corres- 
pondances tangentielles  uniformes,  et  la  question  serait 
très  différente  de  celle  étudiée  ici. 


NOTE. 

Mon  ami  R.  Bricard,  dans  une  étude  sur  l'octaèdre 
articulé  qui  paraîtra  prochainement  dans  le  Journal  de 
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l'Ecole  Polytechnique,  a  rencontré  de  son  côté  le  théo- 
rème du  n°  2.  Sa  démonstration,  qu'il  m'a  communi- 
quée, montre  que  les  conditions  énoncées  sont  néces- 
saires, chacune  des  relations  F  =  o,  F'=  o  étant  sup- 
posée indécomposable. 

[M*2f] 
NOTE  SUR  LA  SYMÉTRIE  DANS  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 

Par  M.  DUMONT. 


Indépendamment  de  la  symétrie  par  rapport  à  un 
pian  étudié  précédemment  ici  (voir  Nouvelles  Annales, 
septembre  1896,  p.  4°3)  Par  M»  Mangeot,  et  do  la 
symétrie  par  rapport  à  un  centre,  on  peut  considérer  la 
symétrie  par  rapport  à  un  axe. 

Nous  donnerons  ici  au  mot  axe  de  symétrie  un  sens 
plus  général  que  celui  qu'on  lui  attribue  ordinairement, 
savoir  le  sens  adopté  par  Bravais  et  par  la  Cristallo- 
graphie. 

Une  droite  sera  dite  axe  de  symétrie  binaire,  ter- 
naire, quaternaire,  quinaire,  senaire  d'une  surface, 
suivant  que  la  surface  pourra  coïncider  avec  elle- même 
après  une  rotation  de  1800,  de  1 200,  de  900,  de  7a0, 
de  6o°.  Ln  axe  de  symétrie  quaternaire  ou  senaire 
est   évidemment   en  même  temps  axe  binaire. 

1.   Si  RFACBS    DU    TROISIÈME    ORDRE. 

L'équation  générale  peut  s'écrire 

(A*»-4-3B*»-f-3C*-f-D) 

H- (or./*3 -h  3bx*y  ■+-  3c  xy--h  dy*) 
-hïz(mx--)-  ?.p  xy  -h  qy*  ) 

■—'$( rx*-{-'±sxy-^  ty*  ) 

-.-  6  -(  il  x        vy)  H-  3  (  /*./'  -f-  Ar  y  )  —  o. 


(  m  ) 

Supposons  que  la  surface  ait  un  axe  de  symétrie  cl 
qu'on  ait  pris  cet  axe  pour  Oz. 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  par  une  rotation 
autour  de  Os  correspondant  à  l'indice  de  symétrie  de 
cet  axe,  il  faut  que  chacun  des  sept  groupes  de  termes 
mis  en  évidence  dans  l'équation  (1)  se  reproduise  lui- 
même,  car  il  ne  peut  en  reproduire  aucun  autre. 

Il  en  résulte  que  la  symétrie  quinaire  ne  peut  se  pré- 
senter, car  les  groupes 

ax*-)r5bx*y-i-5cxy*-hdy*9    hx-\-ky,    ux-hvy,  fx-^gy* 

égalés  à  zéro,  représentant,  le  premier  trois  droites,  les 
trois  autres  une  droite,  ne  peuvent  présenter  cette  symé- 
trie. Ces  groupes  doivent  donc  disparaître.  Quant  aux 
troisième  et  cinquième  groupes  qui,  égalés  à  des  con- 
stantes, représentent  des  coniques,  ils  ne  peuvent  subsis- 
ter que  si  les  deux  coniques  sont  des  cercles.  L'équation 
de  la  surface  (coordonnées  rectangulaires)  se  réduit  alors 
à  la  forme 

Az*-h3Bz*+SCz-+-D  +  3mz<<x*-)-y*)-i-$r(x*-+-y*)  =  G. 

La  surface  est  de  révolution  et,  pour  une  telle  surface, 
on  peut  dire  que  l'indice  de  symétrie  est  indéterminé. 
Considérons  les  autres  symétries. 

i°  Oz  axe  binaire.  —  Une  rotation  de  1800  laisse 
intacts  les  premier,  troisième  et  cinquième  groupes, 
tandis  qu'elle  change  le  signe  des  quatre  autres;  donc 
tous  les  groupes  ne  peuvent  subsister  et  l'équation  doit 
se  réduire  à  Tune  des  deux  formes 


(Pi)  '  -h$z(mx*-h  ipxy -h  (jy*) 


\  +:i(rlr2-f  2 s  xy  -h  ty* )  =  o, 

/  a  .r»  -4-  3  b  x*y  -h  3  c  xy* 
Os)  -hdy3+-  'Szi(hx-hAy) 

[  -i   ('»  z (  u  :r  -r  rr  )-r-  3  (/.r  -h  zry  )  — 


(  «tt  ) 

La  forme  (J3|)  peut,  dans  certains  cas,  représenter  une 
surface  à  plan  de  symétrie  passant  par  Oz,  savoir  lorsque 
par  une  rotation  des  axes  autour  de  Os,  on  peut  faire 
disparaître  à  la  fois  lus  deux  ternies  du  premier  degré 
en  i*  ou  j.  Mais  on  \oit  qu'en  même  temps  l'équation 
est  privée  des  termes  du  premier  degré  en  y  ou  j,  de 
sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  un  plan  de  symétrie  sans  qu'il 
y  en  ait  un  second  passant  aussi  par  Oz,  ce  que  l'on  pré- 
voit aisément. 

Les  deux  plans  dont  il  s'agit  sont  des  plans  de  symé- 
trie proprement  dite  si  les  axes  sont  rectangulaires,  des 
plans  de  symétrie  oblique  analogues  aux  plans  diamé- 
traux des  quadriques  si  les  axes  sont  obliques. 

La  forme  (jîa)  ne  p<JUt  au  contraire  représenter  une 
surface  à  plan  de  symétrie  passant  par  O:  sans  se  décom- 
poser. 

Mais  elle  peut  représenter  des  surfaces  ayant  z  =  o 
pour  plan  de  symétrie,  tandis  que  de  telles  surfaces  ne 
peuvent  être  représentées  par  (43,  ),  car  si  Ton  avait  à  la 
fois  A  =  C  =  o,  m  =  p  =  q  —  o  la  surface  ne  serait 
plus  du  troisième  degré. 

La  forme  (£2)  représente  une  surface  à  plan  de  symé- 
trie z  =  o,  si  u  =  v  =  o,  et  Ton  voit  qu'alors  la  surface 
a  l'origine  pour  centre  de  symétrie. 

20  Oz  axe  ternaire.  —  Pour  qu'une  rotation  de  iao° 
reproduise  l'équation  (1),  il  faut  que  les  quatrième, 
sixième  et  septième  groupes  de  termes  disparaissent; 
que,  de  plus,  les  groupes  mx2-h  %p  xy -+- qy2  et 
px*-{-  2sxy+ty27  égalés  à  des  constantes,  représentent 
des  cercles  et  eniin  que  le  deuxième  groupe  égalé  à  zéro 
représente  trois  droites  formant  entre  elles  des  angles 
de  tio°.  Comme  on  peut  supposer  les  axes  Ox  et  Oy 
orientés  de  manière  que  l'une  de  ces  droites  ait  la  direc- 


(466) 
lion  de  Taxe  des  .r,  l' équation  se  réduit  à  la  forme 
A*»H-  3 B-s*H-  3Cs  -h  D  -h  dy(y*  —  3x«) 


(/)       1  +3m3(^+/i)  +  3r(j*+/«)  =  o    (»). 

Ainsi,  l'on  voit  que  dans  le  cas  de  la  symétrie  ternaire 
on  a  nécessairement  trois  plans  de  symétrie  passant 
par  Oz  (qui  sont  actuellement  le  plan  zOy  et  deux  autres 
inclinés  de  6o°  ont  zOy). 

Si  A  =  C  =  m  =  o,  on  a  en  outre  le  plan  de  symétrie 
z  =  o. 

Si  c'est  le  paramètre  A  qui  est  nul,  on  a  les  surfaces 
de  révolution  et  il  aisé  de  voir  qu'on  les  a  toutes. 

Ainsi,  il  suffit  d'ajouter  une  seule  condition  pour 
passer  des  surfaces  à  symétrie  ternaire  aux  surfaces  de 
révolution. 

On  peut  remarquer  immédiatement,  ici,  que  le  groupe 
}  (y2 — 3x2),  égalé  à  une  constante,  représentant  une 
cubique  plane  qui  a  la  symétrie  ternaire  et  non  la  sy- 
métrie senaire,  les  surfaces  du  troisième  ordre  n'ont 
jamais  la  symétrie  senaire,  à  moins  d'être  de  révolution. 

Si  Taxe  de  symétrie  ternaire  est  la  droite  d'iutersec- 
tion  des  plans  bissecteurs  du  trièdre  Oxyz,  l'équation 
de  la  surface  a  la  forme  (2) 

A(œ*-t-y*-hz*)  -h  3B(j7+/^+  z*x) 

-h  3  E  (3*4-^1  +^)  +  6F  (xy+y*  h-  ~-r) 

-+-3G(x+y-hz)  +  H  =  o. 

3°  O  z  axe  quaternaire.  —  On  trouve  par  des  rema- 


(  '  )  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  est,  au  fond,  la  même  que 
celle  qui  est  donnée  {Nouvelles  Annales,  1896;  p.  4*6)  car  on  peut 
toujours  de  l'équation  (t)  faire  disparaître  le  terme  3sB'. 

(-)  On  vérifie  aisément  que  les  trois  plans  bissecteurs  sont  plans 
de  symétrie. 
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nicmcnts  analogues  l'équation  des  surfaces  de  révolu- 
tion. Ainsi,  l'axe  de  symétrie  ne  peut  être  quaternaire 
sans  être  de  révolution,  c'est-à-dire  d'indice  indéter- 
miné. 

II.  —  Surfaces  nu  quatrième  ordre. 

L'équation  générale  peut  s'écrire 

+  (a^4-  bbr*y  -+-  ftCx*y*-\-  4  dry* -h  ey*) 
-4-  z  (4/2*3-+-  \igr*y  -h  iihry*-h  \ky*) 
.  -h  z*{6lx*-h  vimxy  -t-6ny*  )•+-  z2(\px  -+-  4qy) 

.      -4-  (4rx*-hi*$x*y  -+-  ii  txy*-i-  4  uyl) 
!     -h  z {\i¥ x* -{- i^G xy  -+-  \%\\y*) 
F      -4-  z*(i2Lar-+-  i2M^-)-f-(f2Nar*-}-24  Pxy-h  iiQy*) 
\  -f-65(Rjr-hS/)H-4Ta:H-4\>  =  o. 

Chacun  des  onze  groupes  dont  se  compose  le  premier 
membre  de  cette  équation  doit  se  reproduire  par  une 
rotation  autour  de  l'axe  de  symétrie-,  s'il  y  en  a  un,  la 
rotation  ayant  la  valeur  indiquée  par  l'indice  de  Taxe. 

Il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  la 
symétrie  quinaire  ne  peut  se  présenter  ici,  à  moins  que 
la  surface  ne  soit  de  révolution. 

Considérons  donc  les  autres  symétries,  Oz  étant 
encore  l'axe. 

i°  Symétrie  binaire.  —  Pour  qu'une  rotation  de  i8o° 
fasse  coïncider  la  surface  avec  elle-même,  l'équation 
doit  se  réduire  à 

/  A;5*-MB;;*-hGCs*H-4D*-4-E 
\       -h  6zi(lxt-h  imxy  -+-  ny*) 
(Pi)    <       *+"  (#-ffv-t-  $bx3y  -h  bexty*  -+-  \dLxy*-*-  ey'*) 
-+•  \iz  (Fa?1 -h  îGj/+  Hy*) 

-h  1 2  (  M  x*  -4-  i  Pxy  -+-  Q71  =  o 


ou  a 


(fr) 


4z(fx*+îgX*y  +  3hxy*-+-Ày*) 

-h  4  (  rx*  -+-  3  sx1  y  -+-  3 1  xy*  -+-  vy*  ) 
-h  kz*(px-\-qy)-)-  ii:l(Lj+M/) 

-4-  65(  Hx  -+-  S  y)  -+-  4(  T  x  -+-  \>)  =  o. 


(  4<i8  ) 
Comme  dans  le  cas  des  surfaces  du  troisième  ordre, 
la  forme  (|ï2)  ne  peut  représenter  des  surfaces  à  plan  de 
symétrie,  passant  par  O:,  sans  se  décomposer.  Mais 
elle  peut  en  représenter  qui  aient  z  =  o  pour  plan  de 
symétrie,  savoir  si  Ton  a 

/=#  =  /i  =  *=/>  =  ^  =  R  =  S  =  o. 

L'origine  est  alors  centre  de  symétrie. 

Mais,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  le  troisième 
ordre,  la  forme  (J3|)  peut  aussi  représenter,  sans  qu'il  y 
ait  dégénérescence,  des  surfaces  ayant  z  =  o  pour  plan 
de  symétrie.  Il  suftit  que  B  =  D  =  F  =  G  =  A  =  o. 

La  surface  (fi,)  aura  un  plan  de  symétrie  passant 
par  Os,  si  Ton  a  (ou  si  l'on  peut  avoir  par  une  rotation 
convenable)  m  —-  b  =  d  =  G  =  P  =  o. 

On  a  encore  un  plan  de  symétrie  perpendiculaire  au 
premier  (particularité  indépendante  du  degré  de  la  sur- 
face et  qui  se  présente  pour  toute  figure  ayant  un  axe 
de  symétrie  binaire  et  un  plan  de  symétrie  passant  par 
cet  axe). 

2°  Symétrie  ternaire.  —  On  voit  que  les  cinquième, 
huitième,  dixième  et  onzième  groupes  de  termes  doi- 
vent disparaître,  que  de  plus  les  quatrième,  septième  et 
neuvième  groupes  doivent  représenter  des  cercles  nuls 
ainsi  que  le  second  qui  est  alors  de  la  forme  (x2-h y2). 
L'équation  se  réduit  alors  à 

(t)  +  a(x*  +  jr*)*+ 4/^X1X1  s -+•  61  z*(x*  +  jr*) 

(        -h  4/*  Y,  Y,  Y,-*-  12  F(x*  +  jr*)z  -h  VX  Nfj-t  +  jrî)  _  o. 

où  X1XaX3=o  et  YlY2Y3=o  représentent  deux 
groupes  de  trois  droites  passant  par  l'origine  et  faisant 
entre  elles  des  angles  de  tio°,  mais  qui  ne  sont  pas  né- 
cessairement orientés  de  la  même  manière,  de  sorte  que 
V^n  ne  peut  pas,  en  général,  les  ramener  à  la  fois  à  la 
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forme  j^^2 —  Sx*)  par  une  rotation  autour  de  Oz  des 
axes  de  coordonnées. 

Il  en  résulte,  les  droites  de  l'un  de  ces  groupes  pou- 
vant former  un  angle  quelconque  a  avec  les  droites  de 
l'autre,. que  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  le  troi- 
sième ordre,  l'existence  d'un  axe  de  symétrie  ternaire 
n'entraîne  ici  celle  d'aucun  plan  de  symétrie  passant 
]>ar  cet  axe. 

Toute  section  de  la  surface  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  Ozest  une  quartique  plane  ayant  O  pour  centre 
de  symétrie  ternaire  et  dont  l'équation  a  la  forme 

(r*-hy*)*-h  m  U ,U,U s-h  n(x* ■+-?*) tp  =  o. 

Ui  UaU3  représentant  (égalé  à  zéro)  trois  droites  passant 
par  l'origine  et  faisant  entre  elles  des  angles  de  6o°.  On 
voit  que  celte  courbe  a  aussi  trois  axes  de  symétrie  (qui 
sont  perpendiculaires  aux  droites  U|,  Ua  et  U3). 

Mais  il  importe  ici  de  remarquer  que,  pour  les  degrés 
supérieurs,  l'existence,  pour  une  courbe  plane,  d'un 
centre  de  symétrie  ternaire  n'eutraîue  pas  celles  d'axes 
de  symétrie,  de  même  que  dès  le  quatrième  ordre  nous 
voyons  que,  pour  les  surfaces,  l'axe  de  symétrie  ter- 
naire n'entraîne  pas  l'existence  de  plans  de  symétrie. 

3°  Symétrie  quaternaire.  —  Les  troisième,  cin- 
quième, sixième,  huitième,  dixième  et  onzième  groupes 
de  termes  doivent  disparaître  de  l'équation;  les  qua- 
trième, septième  et  neuvième  groupes  doivent,  égalés 
à  des  constantes  quelconques,  représenter  des  cercles  ; 
le  deuxième  doit,  égalé  à  une  constante,  représenter 
une  courbe  du  quatrième  ordre  à  centre  de  symétrie 
quaternaire,  c'est-à-dire  coïncidant  avec  elle-même  après 
une  rotation  de  900  autour  de  ce  centre. 

II  faut  donc  que  ce  groupe  se  reproduise  par  la  trans- 
formation x  =  — y,  y  =  -+-  ar7,  et  pour  cela  qu'il  ait  la 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t,  XVI.  (Octobre  1897.)  3o 
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forme  ax*  -\-  4  bx*y  4-  6cx2j2  —  4  ^«r) 3  -h  ayk.  Ai 
l'équation  se  réduit  à 

/  A^*-f-4B^-h6C^*H-4D3  -+-E 


(y) 


La  surface  n'a  pas,  en  général,  de  plan  de  symétrie 
passant  par  Oz.  Elle  en  a  un  si  m  =  o.  Elle  est  de  ré- 
volution si  a=o.  Les  sections  perpendiculaires  à  Oz 
sont  des  courbes  de  la  forme 

x*>  H-  £mx*y  -h6nx*y*  —  ^mxy1  -+- y*  -+•  X(.rs  H-^a)-+-  fi  =  o 

qui  n'ont  pas  d'axe  de  symétrie  en  général,  mais  sim- 
plement un  centre  de  symétrie  quaternaire. 

Des  remarques  aussi  simples  conduiraient  aux  for- 
mules des  surfaces  d'ordre  supérieur  au  quatrième,  pos- 
sédant des  axes  de  symétrie.  Avec  les  surfaces  du  cin- 
quième ordre  apparaît  pour  la  première  fois  la  symétrie 
quinaire. 

Dans  le  cas  des  surfaces  du  troisième  ordre,  la  symé- 
trie binaire  seule  donne  des  surfaces  pouvant  n'avoir  pas 
de  plan  de  symétrie  passant  par  Taxe;  mais,  dans  celui 
des  surfaces  du  quatrième  ordre,  l'existence  des  symétries 
ternaire  et  quaternaire  n'entraîne  pas  plus  que  la  symé- 
trie binaire  l'existence  de  tels  plans  de  symétrie. 

Au  lieu  de  considérer  les  surfaces  d'ordres  supérieurs 
au  quatrième,  cherchons  les  équations  des  surfaces  du 
troisième  degré,  présentant  plus  d'un  axe  de  symétrie. 

En  considérant  successivement  les  formules  ((î,)  et 
(P2),  groupant  dans  chacune,  relativement  à  x,  comme 
nous  avons  groupé  relativement  a  c,  nous  déduirons  par 
des  raisonnements  analogues,  de  (jî,)  les  formes 

(  Pi  Pi)        *pry*  ■+■  3  rx*  -h  3  ty*  -+-  3  D^  ~-  D  =  o, 

(  3,  pi)     A  5»  -4-  3  7 zy*  h-  3  mjî z  ■+-  6  sxy  -*-  îCs  =  o, 


(  f:<  ) 

et  de  ((J2)  les  formes 

(?,?;)     ax*  -f-  3 cxy*  -f-  3  hxz*  -+-  Gvyz  -+-  3fx  =  o, 
(?t?i)     <(>'*  ■+■  3 A-^5»  +  36J1*  -+-61**5  -h  3^  =  °> 

représentan i  toutes  des  surfaces  ayant  aussi  Ox  pour 
axe  de  symétrie.  En  examinant  ces  quatre  formes,  on 
voit  que  les  trois  dernières  se  ramènent  à  un  même 
type,  qui  sera  par  exemple  (en  prenant  les  coefficients 
à  indices) 

(II)    AiUx*-h$  Amxjr*-*-  3 kiuxz*-*-  6 Ai9kyz  -h4Amar  =  o. 

La  première  équation  peut  s'écrire 

(I)      6Ai„^5-H3Ama7«-h3Amtxî-h3Aj,v5l-+-AU4  =  o. 

Pour  les  deux  formes,  le  troisième  axe  Oy  est  aussi 
axe  de  symétrie  binaire. 

Si  A234=  o,  la  forme  (II)  représente  des  surfaces  à 
centre,  mais  la  forme  (I)  ne  peut  en  représenter  sans 
qu'il  y  ait  dégénérescence. 

Revenons  aux  formules  (j3r)  et  ($2)  et  cherchons  si 
Taxe  Ox  peut  être  axe  de  symétrie  ternaire. 

La  première  représentera  des  surfaces  ayant  un  tel 
axe  si  Ton  a  p  =  m=s=C  =  o,  £  ==  B,  q  =  —  3A; 
elle  se  réduit  alors  à 

("1)     A„3*(5*—  3^)-h3ASM(^«-h^)-h3Alua?*-hAM4  =  o. 
Pour  O»),  les  conditions  sont 

b  =  u  —  g  =  o,         h  =  c.         k=—  Zd 
et  l'équation  devient 


(,V  >  |       +  3 À,„a-Ort_  5»)  -4-  6 Am^ 

Les  surfaces  (III)  ou  (IV)  ne  peuvent  avoir  Or  pour 
axe  de  symétrie  binaire  sans  se  décomposer. 


(4?2    ) 

Il  est  inutile  de  chercher  si  le  second  axe  Ox  peut 
être  quaternaire,  car  nous  avons  déjà  vu  que  la  présence 
d'un  seul  axe,  s'il  est  quaternaire,  entraîne  la  consé- 
quence que  la  surface  du  troisième  ordre  est  de  révolu- 
tion. Nous  n'aurions  donc  que  des  cas  particuliers  de 
surfaces  de  révolution,  savoir  des  cas  de  dégéné- 
rescence. 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  des  sur- 
faces du  quatrième  ordre  ayant  deux  ou  trois  axes  de 
symétrie  de  même  espèce  ou  d'espèces  différentes. 


[Rie] 


SUR   LE   JOINT   DE   CARDAN; 

Par  M.  Th.  CARONNET. 


Le  joint  universel  de  Cardan  est  utilisé  pour  trans- 
former une  rotation  autour  de  OX  en  une  rotation  au- 
tour de  OY,  l'angle  XO Y  étant  compris  entre  i35°  et 
1800. 


L'arbre  OX  est  terminé  par  une  fourchette  AKC 
dont  les  extrémités  sont  traversées  par  Tune  des  bran- 
ches AC  d'un  croisillon,  dont  l'autre  branche  BD,  per- 
pendiculaire à  la  première,  lui  est  invariablement  liée 
en  O. 
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Le  second  arbre  OY  est  pareillement  terminé  par 
une  fourchette  BHD  qui  s'articule  de  la  même  façon 
avec  le  c  roi  s  H  Ion. 

La  théorie  de  ce  mécanisme  consiste  surtout  dans  le 
calcul  du  rapport  des  vitesses  angulaires  des  arbres  OX, 
OY,  et  nous  nous  proposons,  dans  cette  Note,  de  don- 
ner un  procédé  simple,  et  nouveau,  croyons-nous,  pour 
arriver  à  ce  résultat. 

Supposons  qu'on  effectue  une  rotation  autour  de  OX  ; 
on  voit  sans  difficulté  qu'on  pourra  passer  d'une  posi- 
tion du  croisillon  à  une  autre  en  le  faisant  participer  à 
celle  rotation  et  en  lui  imprimant  une  seconde  rotation 
autour  de  AC. 

Par  suite  le  déplacement  infinitésimal  du  croisillon  est 
une  rotation  qui  résulte  de  la  composition  des  deux 
précédentes. 

En  vertu  de  la  transmission  du  mouvement,  cette  ro- 
tation devra  pouvoir  se  décomposer  en  deux  autres, 
l'une  aulour  de  BD,  la  seconde  autour  de  l'axe  OY. 

En  résumé,  si  co,,  eu,,  w2,  o>2  sont  les  valeurs  algé- 
briques des  rotations  autour  des  directions  OX,   OÀ, 

OY,  OB,  nous  aurons,  en  projetant  sur  un  axe  quel- 
conque, 

(w,  )  -h  (co;  )  =  ((oJ)  -+-(wi). 

Or,  projetons  sur  OX  et  sur  OB,  nous  aurons,  cp  étant 
le  supplément  de  l'angle  XOY, 

u>,  =  —  ujj  cos  ©  -h  o>,  cos  BOX, 

toi  cosBOX  =  w^  ; 
d'où,  en  éliminant  w'2, 

U>|  cosep 

sin«  BOX 
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La  direction  OB  balayant  le  plan  perpendiculaire  à 
OY  en  O,  nous  obtenons  le  Tableau  suivant  pour  la 


IUI1  uc 

plet  : 


variation  de  —  lorsque  l'arbre  OX  fait  un  tour  com- 

w2  * 


BOX 

9o°-o 

C)0° 

900-f-cp 

<K>° 

go°—  0 

ut 

I 
coso 

COS9 

coso 

cos© 

I 
coso 

Le  rapport  des  vitesses   angulaires  des  deux  arbres 


oscille  donc  entre  coso  et 

é         cos© 
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SUR  LE  DEPLACEMENT  D'UN  TRIANGLE  VARIABLE 
SEMBLABLE  A  UN  TRIANGLE  DONNÉ; 

Par  M.  M.  d'OCAGNE. 


Par  une  voie  indirecte,  M.  Tarry  a  été  amené  au 
théorème  suivant  : 

Si  les  sommets  a. et  b  du  triangle  abcy  semblable  à 
un  triangle  fixe,  décrivent  deux  droites  parallèles  ad 
et  bbf,  l'ordre  de  la  courbe  décrite  par  le  sommet  c 
est  égal  à  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  du  côté  ab. 

J'ai  donné  de  ce  théorème  une  démonstration  par  les 
coordonnées  parallèles  d'où  j'ai  déduit,  en  outre,  quel- 
ques autres  remarques  (').  Je  vais  l'établir  ici  par  une 
méthode   purement    géométrique,  en  observant  d'ail- 

(')  Nouvelles  Annales,  3'  série,  t.  VIII,  p.  V.»S,  et  t.  IX,  p.  471. 
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leurs  qu'il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  que  si  Le  côté  ab 
pivote  autour  d'un  point,  le  sommet  c  décrit  une  droite. 
Remarquons  d'abord  que  les   angles  a,  b  et  c  étant 


constants,  les  normales  ool  et  //a  aux  enveloppes  des 
côtés  ab  et  ac  se  coupent  en  un  point  or  de  la  normale 
en  a  à  la  courbe  que  décrit  ce  point,  c'est-à-dire  de  la 
perpendiculaire  aoi  à  an'.  De  même  les  normales  ofiel 
m  fi  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  bfilx  bbr,  et  la 
normale  cy  au  lieu  décrit  par  c  passe  par  le  point  de 
rencontre  v  des  normales  n%  et  m  fi. 

En  outre,  le  triangle  otfiy  ayant  ses  côtés  respective- 
ment perpendiculaires  à  ceux  du  triangle  abc  est  sem- 
blable à  ce  triangle  ('). 

En  raison  du  parallélisme  des  droites  a  a.  et  b  [3,   on  a 


01 


oa 
7b' 


Il  en  résulte  que  les  droites  oc  et  o y  sont  homologues 
dans  les  deux  triangles  et,  par  suite,  que  les  triangles 


(')  Cas  particulier  d'une  propriété  donnée  par  M.  Mannlicim  dans 
son  Cours  de  Géométrie  descriptive,  y  édition,  p.  171. 
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ocy  et  o&(3  sont  semblables.  Donc,  l'angle  que  cy  fait 
avec  son  homologue  b  fî  est  égal  à  l'angle  cob,  et,  si 
nous  prenons  la  tangente  a' £',  en  c,  à  la  courbe  que  dé- 
crit ce  point,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  à  cy.  nous 
voyons  que  l'angle  que  cette  tangente  fait  avec  bbf7  per- 
pendiculaire à  ip,  est  égal  à  l'angle  cob. 
De  là  ce  théorème  : 

L'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le 
point  c  fait  avec  la  direction  des  parallèles  aal  et  bb' 
est  égal  à  l'angle  que  la  droite  joignant  le  point  c  au 
point  o,  ou  le  côté  ab  louche  son  enveloppe,  fait  avec  ce 
côté. 

La  propriété  énoncée  plus  haut  résulte  immédiatement 
de  ce  dernier  théorème.  En  effet,  si  le  côtéab  pivote  au- 
tour du  point  o,  le  rapport  -y  étant  constant,   l'angle 

que  oc  fait  avec  ab  Test  aussi;  par  suite,  la  tangente  à 
la  courbe  que  décrit  le  pointe  a  une  direction  constante 
et  cette  courbe  est  une  droite. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL 
DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  EN  1897; 

Par  M.  RICHARD, 

Professeur  au  lycée  de  Tours. 


Soit  oabc  un  tétraèdre  T  trirect angle  au  sommet  o 
et  dont  les  arêtes  oa,  ob,  oc  ont  la  même  longueur  /, 
et  d  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 
On  suppose  que  le  tétraèdre  T  se  déplace  par  rapport 
à  un  trièdre  trirectangle  fixeOX,  OY,  OZ,  de  manière 


(477) 
que  les  points  A,  B,  C,  D  décrivent  respectivement  des 
plans  qui  ont  pour  équations  Y  +  Z  =  o,    Z  +  X=o, 

X-fï  =  o,X4-Y  +  Z+-|=o. 

i°  Démontrer  que  les  points  symétriques  de  A,  B,  C, 
D,  par  rapport  aux  arêtes  du  tétraèdre,  décrivent 
également  des  plans, 

a°  Trouver  l'équation  de  la  sur/ace  S,  décrite  par 
le  sommet  o  du  tétraèdre  T.  S  est  du  quatrième  ordre 
avec  un  point  triple  et  trois  droites  doubles. 

3°  Par  chaque  point  a  d'une  droite  double  passent 
deux  droites  8  et  3'  qui  rencontrent  la  surface  S  en 
quatre  points  confondus.  Pour  quelles  positions  de  a, 
8  et  8'  coïncident- elles  ? 

4°  Tout  plan  tangent  à  la  surface  S  coupe  S  suivant 
deux  coniques.  Ces  deux  coniques  se  confondent  pour 
quatre  positions  particulières  du  plan  tangent. 

X,  Y,  Z,  Xj  y,  z  étant  les  coordonnées  [d'un  même 
point  M  par  rapport  au  trièdre  fixe  et  au  trièdre  mobile, 
on  a  les  formules  de  transformation  de  coordonnées 

(      \  Z5S*,  +  T^+7'/+^'. 

On  obtiendra  les  coordonnées  du  point  A,  par  exemple, 
en  faisant  x'=l,y'=z'=o.  On  aura  donc,  pour  ces 
coordonnées, 

Xa  =  a?0-ha/,         Ya  =  70-+-p/T         Za  =  ^ -h  y '• 

En  exprimant  que  ce  point  est  dans  le  plan  Y  -h  Z  =  o, 
.  on  aura  l'équation 

(*)  7o-+-~o-t-(P-*-T)'  =  o; 

de  même,  puisque  le  point  Best  dans  le  planZ-f-X  =  o, 
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et,  puisque  le  point  C  est  dans  le  plau  X  -|-  Y  =  o, 

(4)  *0H-r<>-+- (*"+?')'=<>. 

Enfin,  le  point  D  (xf=  -jj,=  -,  zf=  -  j  étant  dans 
le  plan  X  -f  Y  +  Z  H —  =  o,  on  a  la  relation 

Entre  (2),  (3),  (4),  (5),  éliminons  jr0,  J'o,  «0  5  on 
trouve,  par  un  calcul  facile,  la  relation 

(6)  a+p'  +  7'=o. 

Les  formules  d'Olinde  Rodrigues,  donnent  les  neuf 
cosinus  en  fonction  de  trois  paramètres  X,  jjl,  v,  ou 
mieux  en    fonction  de  quatre    paramètres    homogènes 

X,  ix,  v,  p  ;  en  posant  pour  abréger  1  =  p*  -f-  X2  H-  jx2  -f-  v2, 
on  a 


(7)   J  p=iLxJi±^l,  p^p»-X>4-tx'-v'      ^.^v-Xp] 

_   2[Xv—  jip]  2[HV4-Xp]  p»—  X»~~|JL^V2. 

en  ayant  égard  à  ces  formules,  la  relation  (6)  devient 

p2=o;  ainsi   p  est  nul.  Dès  lors,  les  formules  (7)  se 

simplifient. 

Résolvons  maintenant  les  équations  (2),  (3),  (4)  par 

rapport  à  x0,  JKo?  *o>  puis  remplaçons-y  les  cosinus  par 

leurs  valeurs  tirées  de  (7);  on  trouve,  par  un  calcul 

facile, 

/Q.                    2wv/                         avX/                         aXu/ 
(8)       x0  = ^— ,  y0  = — ,  .50  = ^— , 

où  A  =  X2-f-  a2  4-  v2. 
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Alors  les  formules  (i),  où  Ton  aura  remplacé  x^^o, 
z0  et  les  neuf  cosinus  par  leurs  valeurs,  donneront  les 
coordonnées  par  rapport  aux  axes  fixes  d'un  point  de  la 
surface  décrite  par  un  point  quelconque  de  la  figure 
mobile. 

Le  symétrique  de  À,  par  exemple,  a  pour  coordonnées 
;r/=  —  /,  y  =  o,  z'  =  o  ;  on  a  donc  pour  ce  point 

AX  =  -  2  av/  —  (X*-  fl«—  7*  )/, 

AY  =  —  avX/-  --*Xp/, 
AZ  =  — 2Xfi/ —  2vX/; 

d'où  l'on  déduit  facilement  Y  —  Z  =  o.  C'est  l'équation 
d'un  plan  que  décrit  ce  point. 

De  même,  les  symétriques  de  B  et  C  décrivent  respec- 
tivement les  plans  Z  —  X  =  o,  X  —  Y  =  o. 

Le  symétrique  de  D,  par  rapport  à  O2',  a  pour  coor- 
données a/= —  ->  y== —  7?  z'=  -,  de  sorte  que  ses 

coordonnées  par  rapport  aux  axes  fixes  sont  données 
par  les  formules 

AX  X«-lz«— v« 

-y-  =  —  2  ;r; ~ Au  -+-  Av, 

AY  ,  ,         ;jls_Xï-vî 

.-  =  —  2vA  —  uA h  av. 

/  '  2 

AZ               ,           ,                    v*  —  X»-u* 
-y  =  —  2 Au  —  Av  —  av  h ■ — ; 

d'où  Ton  tire 

J(X  +  Y -Z)-X,+ »"-»•*-*. 

2  2  2 

et  par  suite,  ce  point  décrit  le  plan 
X-r- Y  — Z  =  o; 

de  même  les  deux  autres  symétriques  de  D  décrivent  les 

plans 

Y  -+-  Z  —  X  =  o,        Z  -h  X  -  Y  =  o. 
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a0  D'après  les  formules  (8),  on  a,  pour  les  coordon- 
nées du  sommet  du  tétraèdre  T, 

iixvl  2vX/  aXu/ 

x= — 1_,    r=-— ,     *=-— . 

pour  trouver  l'équation  du  lieu  de  ce  point,  remarquons 
que 


yz           2X*/ 

ZX                2  JA*  / 

:ry            av1/ 

x                 A 

y                 A 

z    ~"          A 

ajoutons  et  remplaçons  X2  -h  (a2  H-  v2  par  A  ;  on  a 

y*        srr        yx 

ou  bien 

y*  s1  -+-  z*  x1  -h  a^y *  -+-  a  /a?y ^  =  o. 

C'est  l'équation  de  la  surface  cherchée. 

On  voit  immédiatement  que  l'origine  est  un  point 
triple,  et  les  axes  de  coordonnées  des  lignes  doubles. 

3°  Une  droite  passant  par  un  point  de  l'un  des  axes, 
par  exemple  de  OX,  a  pour  équations 

x  =  a-+-Xa,        y=z\v,         z  =  \w. 

Substituant  dans  l'équation  de  la  surface  et  divisant 
par  X2,  on  a 

(  a  -h  X  u  )*  (  v*  -+■  w*  )  -h  i>*  w* X*  -h  a  l( a  -+-  X  u)  vw  =  o  ; 

pour  que  cette  équation  ait  encore  la  racine  double 
A  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  de  X  cl  le 
terme  indépendant  soient  nuls}  ceci  donne 

a(p*-*-  w5)  -+-  ilvw  =  o, 
u[a(v*-*-  wa)  -+-  ivtv]  =  o; 

rcs  deux  équations  donnent  u  =  o,  et  l'équation  eu  - 

t-'2  .   v 

x  — -  -f-  2  / ~  a  =  o  : 
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on  a  donc  bien  deux  solutions  à  la  question.  Les  deux 
droites  obtenues  sont  confondues,  si  a  =  ±z  /. 

4°  Un  plan  quelconque  coupe  la  surface  suivant  une 
quartique  ayant  trois  poiuts  doubles  (un  sur  chaque 
axe).  Si  ce  plan  est  tangent,  il  y  a  en  outre  un  point 
double  au  point  de  contact.  La  courbe  ayant  plus  de 
trois  points  doubles  se  décompose;  elle  ne  se  décompose 
pas  en  une  droite  et  une  cubique,  car  trois  des  points 
doubles  seraient  en  ligne  droite  ;  elle  se  décompose  donc 
bien  en  deux  coniques. 

Considérons  le  point  du  plan  dont  les  coordonnées 
tri  linéaires  sont  X,  jx,  v  :  à  chaque  point  du  plan  corres- 
pond le  point  de  la  surface  dont  les  coordonnées  sont 

IWtl  2vX/  2Xll/ 

*=-— '     ?  =  -—>     *  =  -— ; 

un    plan   Ax  -f-  My  +C;-f  D  =  o   coupe  la    surface 
suivant  la  quartique  qui  a  pour  correspondante  la  courbe 

plane 

aAfxv/-+-2BvX/-+-  aCXfx/—  DA  =  0, 

où  A  =  X2-+-  |A24-  v2. 

Cette  conique  se  décompose  en  deux  droites  si  le  plan 
est  tangent.  Ceci  fournit  sans  peine  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  surface. 

Si 

A  =  B  =  C=Zl2, 

on  voit  que  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  co- 
nique est  le  carré  de  X  H-  fx  -h  y  ;  on  verra  de  même  que 

si  A= — B= — C= —  y  ou  si  — A  =  B  = — C= .- 

ou  si  — A= — B  =  C  =  —  -r>  le  plan  coupe  la  surface 

suivant  des  coniques  confondues  ayant  pour  représenta- 
tions planes  les  droites  X  -f-  y  —  u.  =  o,  y  —  X  -+-  u  =  o, 
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;jl  -f-  A  —  v  =  o  ;  ce  qui  achève  de  démon Irer  la  dernière 
partie  de  l'énoncé. 

Voir,  au  sujet  de  ce  problème,  une  Note  de  M.  Dar- 
boux,  à  la  fin  de  la  Cinématique  de  M.  Kœnigs. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  1764. 

(1897,  p.  196.) 

Soit  f(x)  =  o   une  équation   réciproque   de  degré  a  m, 
n'ayant  pas  de  racine  commune  avec  a?4  — 1  =  0. 

Si  Von  pose  x  =  ~= ?  V équation  en  y  est  de  degré  /h. 

Vy  —  i 

et  le  produit  de  ses  racines  est  égal  à  ( —  \)m  '—? — -  . 

Si  l'on  pose  x  -\ —  =  a*,  le  produit  des  racines  de  l'équa- 
tion transformée  est  égal  à 


•2"<  f(O) 

Application  à, l'équation  binôme.  (A.  Pellet.) 


solution 
Par  M.  E.  Taratte. 


iv    1        1     •  vV  -t-  1 

De  la  relation  x  =  — ,  on  lire 


Y  -= 


\y  -  « 
(g-t-i)1  _ 
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ou,  en  mettant  des  indices  aux  lettres. 

,,  =  (-0. ^> '- 


f*,-,,^--,) 


En  donnant  à  p  les  valeurs  i.  -i,  3,  . ..,  m  dans  cette  for- 
roule,  on  obtiendra  m  équations  qui,  étant  multipliées  entre 
elles  membre  à  membre,  donneront 


/i/*/3....r»i 


=  <-!)' 


Le  numérateur  du  second  membre  est,  à  un  facteur  constant 
près,  le  produit  des  racines  de  la  transformée  f(x — 1)=  o, 

c'est-à-dire   qu'il   est  égal  à  ^- — —  ;  le  dénominateur  est  de 

même  le  produit  des  racines  de  la  transformée  f(x  -+-  i)=  o  : 

il  est  donc  égal  à  ^ — - >  car  f(o)  est  égal  au  coefficient  dear*"1 

puisque  l'équation  f(x)  =  o  est  réciproque;  on  aura  donc 

y\y*y*-  •  -y m  =(—  0'"  y-~}f  > 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Deuxièmement,  la  relation  x  -\ —  =  iz  peut  s'écrire 

d'où,  avec  des  indices, 


et 


en  donnant,  dans  cette  dernière  formule,  kp  les  valeurs  i,  a. 
t m,    et   multipliant   membre  à   membre   les  équations 
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ainsi  obtenues,  il  viendra 

-(-S1(*«-')(î:-«-)(^-i)(i-,')-(ar--')(i=:-,> 

ce  qui  peut  s'écrire,  d'après  ce  qui  précède, 

(«>  /(*). 
3tZtSt...Zn=  —  —, 

mais 

*=(-i)(-0  =  (-0«"lf,      (i)m  =  (-0m«     r, 

et,  par  suite, 

mm" 

*iJt*....-»-  — yj^y 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Application  à  V équation  binôme.  —  Une  équation  binôme 
du  degré  a  m,  n'ayant  aucune  racine  commune  avec  x1 — 1  =  0, 
est  nécessairement  de  la  forme  xlm-+-  1  =  o,  m  étant  pair. 

i"r  cas  : 


ZiZtZs. 


( —  i)m  !  cos h  1  sm 1 


1  a»-i 


.  m  ... 

ou  —  selon  que  —  est  pair  ou  impair. 


QUESTIONS. 


1783.  Étant  donnés  deux  tétraèdres,  dont  les  sommets  sont 
les  huit  points  communs  à  trois  quadriques,  on  leur  circon- 
scrit deux  quadriques  tangentes  entre  elles  en  tous  les  points 
d'une  courbe  plane  :  enveloppe  du  plan  de  cette  courbe. 

(E.  Duporq.) 
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BURÀLI-FORTI,  Professeur  à  l'Académie  militaire  do  Turin.  —  Introduc- 
tion à  la  Géométrie  différentielle  suivant  la  méthode  de  H.  Grass- 
mann.  In-8,  avec  figures;  1897 4  fr.  5o  c. 

ROUCBÊ  (E.),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  au  Conservatoire  des  Arts 
et  Métiers,  Examinateur  de  sortie  à  l'Ecolo  Polytechnique,  et  DE  COM- 
BEROUSSE  (Ch.),  Ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,  Professeur  ;; 
l'Ecole  Centrale  et  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  —  Leçons  de 
Géométrie,  rédigées  suivant  les  nouveaux  programmes  officiels  et  accom- 
pagnées, pour  chaque  leçon,  d'exercices  et  de  problèmes  gradués,  à 
l'usage  des  Elèves  de  l'Enseignement  secondaire  moderne.  \  volumes 
petit  in-8,  se  ventlant  séparément  : 

Pe  Paetie  :  La  ligne  droite  et  la  circonférence  du  cercle,  à  l'usage  des 
Élèves  de  la  classe  de  quatrième  (moderne),  avec  137  figures;  1896. 

Broché 2  fr.  75      |      Cartonné 3  fr.  25 

H*  Partie  :  La  similitude  et  les  aires.  —  Premières  Notions  de  Topo- 
graphie,  &  l'usage  des  Élèves  de  la  classe  de  troisième  (moderne),  avec 
229  fig.;  1896. 

Broché 2  fr.  75  c.      |      Cartonné 3  fr.  25  c. 

Les  IIIe  et  IV*  Parties,  à  l'usage  des  Elèves  des  classes  de  seconde  (mo- 
derne) et  première  (  Sciences  ) paraîtront  prochainement  aux  mêmes  prix. 

—  Solutions  détaillées  des  exercices  et  problèmes  proposés  dans  les 
Leçons  de  Géométrie. 

lre  Partie.  1  vol.  petit  in-8,  avec  u5  fig.;  1896. 

Broché 2  fr.  75      |      Cartonné 3  fr.  25 

Les  IIe,  IIIe  et  IVe  Parties  paraîtront  prochainement  aux  mêmes  prix. 

SALMON  (  G.) ,Professeurau  Collège  delà  Trinité,  à  Dublin.  —  Traité  de 
Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  [Sections  cnnUjues)\  tra- 
duit de  l'anglais  par  M.  Resrtl,  Ingénieur  des  Mines,  et  M.  Faucheret, 
ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique.  3e  édition  française  (conforme 
à  la  2e),  publiée  d'après  la  G'  édition  anglaise,  par  M.  Vauchcret.  In-8, 
avec  124  figures;  1897 12  fr. 
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dès  à  présent.  ' 

OGAGNE  (Maurice  d'),  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  Professeur  à 
l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  Répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique.  — 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS   ET  FILS 

QUAI   DES  GRANDS-AUGLSTINS,  55,  A   PARIS. 


BRISSE  (Ch.).  Professeur  à  l'École  Centrale  et  au  lycée  Condorcct,  Répé- 
.  titeur  à  l'École   Polytechnique.  —  Cours   de  Géométrie  descriptive. 
'jl  volumes  grand  in-8;  1891. 

l,e  Partie,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  élémen- 
taires. Avec  ?.3o  figures 5  fr. 

IIe  Partie,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales. 
Avec  209  figures 7  fr. 

BRISSE  (Ch.).  —  Cours  de  Géométrie  descriptive,  à  l'usage  des  Candi- 
dats à  l 'Ecole  spéciale  militaire.  Gr.  in- 8 ,  avec  3 iS  figures;  1 89 1 .     7  f  r . 

BRISSE  (Ch.),  Professeur  à  l'École  Centrale  et  au  Lycée  Condorcet,  Répé- 
titeur à  l'Ecole  Polytechnique.  —  Cours  de  Géométrie  descriptive  n 
L'usage  des  Elèves  de  l' Enseignement  secondaire  mode  rue.  Grand  in-8, 
avec  345  ligures;  i8y5 7  fr. 

La  Table  des  Matières  détaillée  de  ces  Ouvrages  est  envoyée  franco  sur 
demande. 

FRENET.  Professeur  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon.  — 
Recueil  d'exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal.  Ouvrage  destiné  aux 
Candidats  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  l'Ecole  Normale,  aux  Elevés  de  ces 
Ecoles  et  aux  aspirants  a  la  Licence  es  Sciences  mathématiques.  :>•  édi- 
tion, augmentée  (l'un  Appendice  sur  les  résidas,  les  fonctions  elliptique*, 
les  êiptatinns  aux  dérivées  partielles,  le<  équations  aux  différent  telles  to- 
tales, par  II.  Lwhkxt,  Examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 
In-8,  avec  ligures;  1891 8  fr. 

TISSERAND  (FA  -  Recueil  complémentaire  d'Exercices  sur  le  Calcul 

infinitésimal,  à  l'usage  des  candidats  à  la  Licence  et  à  l'Agrégation  de> 
Sciences  malhémaiiques.  Deuxième  édition,  avec  de  nouveaux  Exercices 
sur  les  Variables  imaginaires,  par  M.  Painle\k,  Professeur  adjoint  à  la 
Faculté  îles  Sciences  de  Paris.  (Cet  Ouvrage  forme  une  suite  naturelle  à 
l'excellent  Recueil d'Exercices  de  Ere/ict.) In-8.  avec  figures;  1896.  9  fr. 
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PREMIER  CONCOURS  DES  >  WtTEttfty  «\ALES  » 
PjMJR  1898.  ^\ 


Exposer y  en  les  résumant.  Les  diverses  théories 
qui  ont  été  successivement  faites  dans  V étude 
de  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants, 
depuis  la  théorie  du  métacentre  imaginée  par 
Bouguer  jusqu'aux  travaux  tout  récents  de 
M.  Duhem. 

Principaux  travaux  à  consulter  : 

Bodguer.  —  Traité  du  navire,  de  sa  construction  et  de  ses 
mouvements;  Paris,  1746. 

Duhamel.—  Mémoire  sur  la  stabilité  des  corps  flottants; 
Paris,  i83a.  —  Note  sur  divers  principes  de  Mécanique  (Jour- 
nal de  l'École  Polytechnique,  XXIV'  Cahier,  i835). 

Poisson.  —  Traité  de  Mécanique,  Tome  II. 

A.  Bravais.  —  Sur  l'équilibre  des  corps  flottants  (Thèse 
soutenue  à  Lyon,  5  octobre  1837). 

Moseley.  —  On  the  dynamical  stability  and  on  the  oscilla- 
tions of  floating  bodies;  London,  i85o. 

Glebsch.  —  Ueber  das  Gleichgewich  stchwimmenderKorper 
(Journal  de  C relie,  1860). 

F.  Reech.  —  Cours  de  l'École  du  Génie  maritime. 

C.  Jordan.  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flot- 
tants (Annali  di  Matematioa  pur  a  ed  applicata,  1887). 

E.  Guyou.  —  Théorie  nouvelle  de  la  stabilité  de  l'équilibre 
des  corps  flottants  (Revue  maritime  et  coloniale,  1879). 

P.  Duhem.  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flot- 
tants (Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
5e  série,  t.  I;  1895). 

Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XVI.  (Novembre  1897.)       3l 
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Conditions. 

Le  concours  est  ouvert  exclusivement  aux  abonnés 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

i°  A  un  crédit  de  ioofr  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  MM.  Gauthier- Villars  et  fils; 
2°  À  la  publication  du  Mémoire  ; 
3°  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  ioo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
avant  le  i5  mai  1898,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i5  mai 
et  après  le  jugement  pronoucé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires ;  mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  juillet  1898,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

i°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
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nées,  au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ue  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteurs. 


LES  CERTIFICATS  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


La  Licence  es  Sciences  a  élé  profondément  modifiée 
par  le  décret  du  12  janvier  1 896.  La  Licence  es  Sciences 
mathématiques  n'existe  plus;  il  n'y  a  maintenant  qu'un 
grade  unique  de  licencié  es  Sciences;  pour  l'obtenir,  il 
faut  justifier  de  la  possession  de  trois  Certificats 
d'études  supérieures,  délivrés  par  les  Facultés  des 
Sciences  à  partir  de  juillet  1897.  ^es  matières  auxquelles 
correspond  chacun  des  certificats  varient  suivant  les 
Facultés. 

En  ce  qui  concerne  les  Sciences  mathématiques, 
nous  croyons  utile  d'en  donner  ici  le  Tableau  : 

Paris*.  —  Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral.  —  Mé- 
canique  rationnelle.    —    Astronomie.    --    Analyse   supé- 
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rieure.  —  Géométrie  supérieure,  —  Mécanique  céleste.  — 
Physique  mathématique.  —  Mécanique  physique  et  expé- 
rimentale. 

Besançon.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Méca- 
nique rationnelle.  —  Astronomie.  —  Chronométrie  théo- 
rique et  pratique.  —  Mécanique  appliquée. 

Bordeaux*  —  Mathématiques  préparatoires  aux  ensei- 
gnements de  Mathématiques  et  de  Physique  {Calcul  diffé- 
rentiel et  intégral.  Mécanique,  Cosmographie).  —  Calcul 
différentiel  et  intégral.  —  Mécanique  rationnelle.  —  As- 
tronomie. 

Caen.  —  Éléments  généraux  de  Mathématiques  (  Géomé- 
trie analytique,  éléments  de  Calcul  différentiel  et  intégral 
et  de  Mécanique,  Trigonométrie  sphérique  et  ses  applica- 
tions à  V Astronomie):  —  Analyse  infinitésimale.  —  Méca- 
nique, 

Clermont.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Méca- 
nique. —  Astronomie. 

Dijon.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie. 

Grenoble.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Méca- 
nique rationnelle.  —  Astronomie.  —  Analyse  supérieure. 

Lille.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Géométrie  supérieure.  —  Astronomie.  — 
Mécaniq  u e  app liq uée . 

Lyon.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle  et  appliquée.  —  Astronomie. 

Marseille.  —  Analyse  infinitésimale.  —  Mécanique.  — 
Astronomie. 

Montpellier.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mé- 
canique rationnelle.  —  Algèbre  supérieure  ou  Astro- 
nomie. 

Nancy.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie.  —  Analyse  supérieure.  —  Al- 
gèbre supérieure.  —  Géométrie  supérieure. 

Poitiers.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie. 

Rennes.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie. 

Toulouse.  —   Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Méca- 
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nique  rationnelle.  —  Mécanique  appliquée.  —  Astronomie 
ou  Mécanique  céleste.  —  Géométrie  supérieure.  —  Algèbre 
et  Analyse  supérieure. 

Nos  lecteurs  comprendront  que,  dans  leur  propre  in- 
térêt comme  dans  celui  du  journal,  il  nous  serait  impos- 
sible de  reproduire  désormais  tous  les  sujets  de  compo- 
sition proposées  en  vue  de  ces  certificats  par  les  diverses 
Facultés,  ainsi  que  nous  le  faisions  pour  l'ancienne 
Licence. 

Les  Nouvelles  annales  se  transformeraient  alors  en 
un  simple  Recueil  d'énoncés. 

Mais  nous  sommes  très  éloignés  cependant  de  vou- 
loir nous  désintéresser  de  cet  enseignement,  bien  au 
contraire;  et  quelques  explications  à  ce  sujet  paraissent 
indispensables.  Nous  prions  instamment  nos  Correspon- 
dants appartenant  aux  Facultés  de  vouloir  bien,  comme 
par  le  passé,  nous  envoyer  tous  les  sujets  de  composi- 
tions après  chaque  session.  Mais  ils  nous  permettront 
d'opérer  une  sélection,  et  elle  aura  lieu  en  principe  sur 
les  bases  suivantes  :  nous  éliminerons  tous  les  sujets 
consistant  simplement  en  questions  de  cours,  ainsi  que 
les  exercices  identiques  a  des  sujets  récemment  insérés, 
ou  n'offrant  avec  ceux-ci  que  de  légères  différences. 

En  Astronomie,  particulièrement,  nous  ne  rappelle- 
rons que  de  loin  en  loin  les  énoncés  avec  données  nu- 
mériques. 

Si  le  résultat  de  celte  première  élimination  est  encore 
trop  abondant,  nous  accorderons  une  préférence  parti- 
culière aux  sujets  qui  nous  sembleront  présenter  un 
caractère  de  problèmes- types,  et  en  évitant  les  doubles 
emplois.  Nous  insérerons  aussi  tous  les  énoncés  qui 
paraîtraient  avoir  une  originalité  particulière  et  un  ca- 
ractère de  nouveauté. 

A  ce  propos,  nos  Correspondants  seront  assez  aimables 
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pour  nous  signaler  les  sujets  auxquels  ils  attacheraient 
un  intérêt  spécial,  et  dont  pour  ce  motif  ils  désireraient 
l'insertion.  Cet  avis  aura  pour  nous  le  plus  grand  prix, 
et  nous  nous  y  conformerons  scrupuleusement,  dans 
toute  la  mesure  du  possible. 

Aucune  solution  détaillée,  bien  entendu,  ne  saurait, 
en.  général,  suivre  les  énoncés.  Tout  au  plus,  parfois, 
donnerons-nous  les  indications  très  sommaires,  et  de 
nature  à  faciliter  les  solutions,  que  nos  Correspon- 
dants auraient  jugé  mile  de  nous  envoyer,  en  même 
temps  que  le  sujet. 

Mais  lorsqu'un  sujet  déterminé  aura,  par  sa  nature 
même,  un  intérêt  plus  élevé  que  celui  d'un  exercice  or- 
dinaire, ou  pourra  fournir  matière  à  des  remarques 
originales,  nous  en  publierons  volontiers,  ultérieure- 
ment, une  solution  détaillée  qui  nous  serait  adressée 
par  l'un  de  nos  lecteurs.  Il  est  probable  que  sur  chacune 
des  matières  des  certificats  nous  aurons  ainsi,  chaque 
année,  un  certain  nombre  de  solutions  dont  la  publica- 
tion sera  précieuse  pour  les  candidats.  Ce  seront,  en 
effet,  de  véritables  modèles  de  compositions,  propres  à 
les  guider  dans  leurs  futurs  examens. 

Les  Nouvelles  Annales  seront  d'autant  plus  heu- 
reuses de  continuer  à  apporter  ainsi  un  concours  conti- 
nuel aux  candidats  des  Facultés  des  Sciences,  que  ces 
derniers  ne  sauraient  le  trouver  dans  aucun  autre  Re- 
cueil périodique.  11  y  a  en  effet  un  grand  nombre  de 
journaux  mathématiques  destinés  aux  élèves  de  Mathé- 
matiques spéciales;  il  y  en  a  d'autres  contenant  des 
Mémoires  importants  de  haute  Mathématique.  Mais  au- 
cun ne  pouvait,  sans  sortir  de  son  cadre,  entreprendre 
la  tache  que  nous  nous  sommes  imposée,  en  ce  qui  con- 
cerne renseignement  des  Facultés. 

En  dehors  des  insertions  dans  les  Nouvelles  Annales, 
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les  étudiants  qui  se  préparent  aux  divers  certificats 
peuvent  toujours  s'adresser  à  la  Rédaction  pour  les  con- 
seils ou  les  renseignements  scientifiques  qui  pourraient 
leur  être  utiles,  et  nous  serons  heureux  de  les  leur  don- 
ner, dans  les  limites  où  nous  le  pourrons. 

Nous  croyons  devoir  profiter  de  cette  circonstance 
pour  remercier  nos  Correspondants  des  villes  où  siègent 
les  Facultés,  et  leur  demander  la  continuation  de  leur 
précieux    concours,    dont   la  régularité   décuplera   le 

prix. 

Les  Rédacteurs. 


[BlOa] 
SUR  LA  RÉDUCTION  DES  FORMES  QUADRATIQUES  BINAIRES; 

Par  M.  A.  HURWJTZ.  de  Zurich. 


Extrait  des  Congress  mathematical  Papers,  t.  I. 
Exposition  de  Chicago,  iScjS. 


(Traduit  avec  l'autorisation  de  l'auteur  par  M.  L.  LAUGEL.) 


La  méthode  d'après  laquelle  j'établis,  dans  les  pages 
suivantes,  la  théorie  de  la  réduction  des  formes  quadra- 
tiques à  deux  indéterminées  repose  sur  ce  principe  qui 
consiste  à  rechercher  les  formes  dégénérées,  c'est-à-dire 
les  formes  de  déterminant  évanouissant,  puis  de  celles-ci 
à  remonter  aux  formes  générales,  c'est-à-dire  aux  formes 
de  déterminant  non  évanouissant.  Ce  principe  se  montre 
d'une  grande  fécondité;  non  seulement  il  conduit  au 
but  très  aisément  dans  le  cas  ici  traité  des  formes  binaires 
à   coefficients  réels,  mais  il  est  encore  applicable  aussi 
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aux  formes  à  nombre  quelconque  d'indéterminées,  que 
les   coefficients   soient   supposés   réels  ou  bien  com- 
plexes. 

Pour  faire  ressortir  clairement  le  point  central  de  la 
recherche  et  pour  arriver  en  même  temps  à  l'intuition 
la  plus  évidente  possible  je  donnerai  aux  considérations 
en  question  une  forme  géométrique  particulière.  Il  n'y 
a,  du  reste,  aucune  difficulté  à  rendre  plus  générale  la 
représentation  géométrique  (en  admettant  la  générali- 
sation projective)  ou  encore  à  remplacer  la  représenta- 
tion géométrique  par  le  traitement  purement  analytique. 

1.  Soient  ABC  un  triangle  équilatéral,  K  le  cercle  in- 
scrit, auquel  sont  tangents  les  cotés  du  triaugle  aux 
points  M,  N,  L  (voiryîg.   1).  Ces  points  partagent  la 


circonférence  du  cercle  en  trois  arcs  égaux  MN,  NL, 
LM,  que  je  nommerai  les  arcs  partiels  (Theilbogen). 
Je  choisis  maintenant  CNM  comme  triangle  de  réfé- 
rence et  le  point  L  comme  point  i.  Alors  le  point 

x  :  y  :  z  =  i  :  X  :  X* 

décrit  la  circonférence  de  K  lorsque  le  paramètre  X  par- 
court tous  les  nombres  réels.  Par  suite  de  ce  fait  je 
désignerai  chaque  point  de  la  circonférence  par  la  valeur 
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correspondante  du  paramètre,  en  sorte  que  les  points  M, 
N,  L  par  exemple  prennent  alors  la  désignation  oo,  o,  i . 

Désignons  ensuite  par  T  cette  rotation  du  plan  autour 
du  point  O,  centre  du  cercle  K,  pour  laquelle  le  point  o 
se  transforme  en  i,  i  en  oo,  oo  en  o,  et  T2  cette  rota- 
tion pour  laquelle  o  se  transforme  en  oo,  oo  en  i ,  i  en  o. 

Si  X(,  X2,  Xj  désignent  des  points  situés  d'une 
manière  correspondante  sur  les  trois  arcs  partiels  NL, 
LM,  MN,  alors  pour  la  rotation  T,  X<  se  transforme 
en  X2,  X2  en  X,  et  Xs  en  7^ .  Comme  le  rapport  an  harmo- 
nique de  quatre  points  sur  la  circonférence  n'est  pas 
altéré  par  la  rotation  T,  Ton  trouve  aisément  que 

<a>  x'=rrr,'     x«=,->r 

Dans  ce  qui  suit,  ce  sont  particulièrement  les  points 
à  paramètre  ratiommel  qui  jouent  un  rôle  important, 
et  ce  sont  a  ces  points  que  se  rapportent  les  propositions 
et  définitions  qui  suivent.  Une  corde  s  =  pq  du  cercle  K 

sera  dite  une  corde  élémentaire  lorsque  p  =  ->  q  =  - 

Sont  des  nombres  rationnels  entre  lesquels  a  lieu  l'équa- 
tion 

<z8  —  ?y  =  ±i. 

En  s 'appuyant  sur  les  équations  (2)  Ton  démontre 
facilement  qu'une  corde  élémentaire  est  transformée  par 
la  rotation  T  (et  de  mAme  par  la  relation  T2)  en  une 
corde  élémentaire. 

Maintenant  le  théorème  suivant  est  d'une  importance 
capitale  : 

J.  Les  extrémités  p  et  q  d'une  corde  élémentaire  s 
sont  toujours  situées  sur  le  même  arc  partiel. 

Je  démontrerai  que,  si  l'on  admet  par  hypothèse  qun/> 
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et  q  sont  situés  sur.  des  arcs  partiels  différents,  on  est 
alors  conduit  à  des  contradictions.  Dans  cette  hypothèse 
il  y  a  essentiellement  trois  cas  à  distinguer,  cas  qui  cor- 
respondent aux  trois  combinaisons  des  arcs  partiels  pris 
deux  à  deux.  On  peut  s'en  tenir  au  cas  où  Ton  sup- 
pose p  situé  sur  l'arc  MN,  et  par  conséquent  où  le 
nombre  p  ^  o  et  où  q  est  situé  sur  l'arc  LM  et  par  consé- 
quent où  le  nombre  y^i.  En  effet,  chacun  des  deux 
autres  cas  peut  être  ramené  au  précédent  au  moyen 
d'une  des  rotations T  et  T2.  Maintenant,  lorsque  p^o, 
^>i,  l'on  a,  par  suite,  î^q  —  />^oo.  Mais  Tunique 
combinaison  p  =  o,  7  =  1 ,  pour  laquelle  on  aitp  —  <7=l  1 
doit  être  exclue;  en  effet,  pour  cette  combinaison  p  et  q 
sont  situés  sur  le  même  arc,  ici  l'arc  LN.  On  ne  peut 
pas  davantage  avoir  q  —  p  =  00 -,  c'est-  à  -dire  qu'un  des 
deux  nombres  p  et  q  ne  peut  pas  être  égal  à  00,  car 
autrement  p  et  q  seraient  tous  deux  situés  sur  l'arc  ML, 
ou  bien  le  seraient  de  même  sur  l'arc  MN.   Par  suite 

q  — p  =  ±  —  est  situé  entre  1  et  00  cl  par  conséquent 

Y 
db  ay  l'est  entre  o  et  1 .  Mais  ceci  est  absurde,  puisque 

a  et  y  sont  des  nombres  entiers. 

Maintenant  un  triangle,  inscrit  dans  le  cercle  K  et 
dont  les  côtés  sont  des  cordes  élémentaires,  je  le  nom- 
merai un  triangle  élémentaire.  D'après  cette  définition 
le  triangle  0100  est  un  triangle  élémentaire.  Toute 
corde  élémentaire  s  =  pq  est  côté  commun  de  deiuc 
triangles  élémentaires. 

En  effet  soient  /.?  =  *-,  q  =  -  et  r  =  -  un  troisième 
'         a     '        y  e 

nombre  rationnel  quelconque.  Alors,  si  l'on  détermine 
x,  y  au  moyen  des  équations 
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on  reconnaît  que  />,  q,  r  forment  un  triangle  élémen- 
taire lorsque  l'on  a,  et  seulement  lorsque  Ton  ax=±i, 
jr  =  ±i.  La  corde  s  est  par  conséquent  côté  commun 
des  deux  triangles  élémentaires 

/>>  ?♦ r  =  zrr-7.        et       P>  9>  r  =  z 


7  *  —  7 


Comme  les  points  p,  q  sont  séparés  harmonîquement 
par  les  points  r,  iJ  le  triangle  pqr*  peut  être  obtenu  au 
moyen  d'une  construction  très  simple  lorsque  le  tri- 
angle pqr  est  donné  {fi g-  a).  De  plus  ce  même  fait  nous 


Fig.  a. 


montre  que  les  deux  triangles  élémentaires  que  l'on 
peut  construire  ayant  une  même  corde  élémentaire, 
s  =  pq9  comme  côté  commun,  sont  situés  de  pari  et 
d'autre  de  cette  corde. 

En  venu  du  théorème  I  les  sommets  d'un  triangle 
élémentaire  qui  n'est  pas  le  triangle  o  i  ce  sont  nécessai- 
rement situés  sur  le  même  arc  partiel.  Par  conséquent 
le  triangle  o  i  oo  ne  peut  avoir  aucune  portion  de  sur- 
face en  commun  avec  un  autre  triangle  élémentaire. 
On  a,  par  conséquent,  le  théorème  : 

II.  Aucun  point  situé  à  r  intérieur  du  triangle  o  i  oo 
ne  peut  être  situé  en  même  temps  à  l'intérieur  d'un 
autre  triangle  élémentaire. 
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2.  Maintenant,  à  toute  forme  quadratique 

(3)  /=  aw'-f-  nbuv-hcv* 

peuvent  être  adjoints  ces  points  dont  les  coordonnées 
sont 

(  4  )  ^  :  y  :  z  =  a  :  b  :  c. 

A  une  forme  f  correspond  alors  un  point  à  l'intérieur, 
sur  la  circonférence,  ou  bien  à  l'extérieur  du  cercle  K, 
selon  que  l'on  a  respectivement 

(5)  D  =  6'—  ac  =  o. 

Réciproquement,  à  tout  point  a:  b  :  c  correspond 
une  infinité  de  formes  f9  notamment  les  formes 

(6)  /=  p(ant-*-a6uv-i-<H>î), 

où  p  peut  prendre  chaque  valeur  réelle.  Maintenant, 
pour  rendre  uniforme  (eindeutig,  univoque),  la  rela- 
tion entre  les  points  du  plan  et  les  formes  J,  je  regar- 
derai deux  formes  où  les  coefficients  respectifs  sont 
proportionnels  entre  eux,  comme  n'étant  pas  distinctes 
entre  elles.  On  remarquera  encore  qu'au  point  \  de  la 
circonférence  du  cercle  K  correspond  la  forme 

(7)  /=  p(««4-aXw  +  X«P«)  =  p(u  +  3lp)». 

Je  considère  encore  une  transformation  linéaire 
quelconque  à  coefficients  nombres  entiers 

w  =  aa'+pp'  j     o 

Par  l'effet  de  cette  transformation  S,  la  forme  (6) 
est  transformée  en 

(9)  /'=  p(a'u'*-h  2Ô'kV-+-  cV*) 
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OÙ 

Ia' =  an*  -+-  a6ay  -+-  CY'» 

c'  =  ap*  +  zb$o  -h  c3». 

A  la  transformation  S  correspond  par  conséquent  une 
collinéation  (transformation  homographique)  du  plan, 
définie  par  les  formules  (10),  que  Ton  peut  également 
désigner  par  S. 

Le  cercle  K  se  transforme  en  lui-même  par  l'effet  de 
la  collinéation  S.  En  elfet,  au  point  X  de  la  circonfé- 
rence de  K  correspond  la  forme  (7)  qui,  par  l'effet  de 
la  transformation  (8),  se  change  en 


ï    x,  /   .      8X  +  P    A» 


en  sorte  que  le  point  X,  par  l'effet  de  la  collinéation  S, 
est  transformé  en  le  point 

(n)  X'=  -. — r-. 

YÀ  +  a 

Comme,  d'après  cela,  les  points  o,  00,  1,  se  trans- 
forment respectivement  en 

P  3  8  +  p 

*       a  ï  y  **" a 

alors,  aux  points  qui  sont  situés  à  l'intérieur  du 
triangle  0100,  correspondent  les  points  à  l'intérieur  du 
triangle  élémentaire  pqr.  Par  conséquent,  si  l'on 
nomme  une  forme  f  de  déterminant  négatif  forme  ré- 
duite lorsque  le  point  qui  lui  correspond  est  situé  à 
l'intérieur  du  triangle  0100,  Ton  conclut  du  théorème  II 
du  n°  1  : 

Une  forme  réduite  peut  seulement  être  de  nouveau 
transformée  en  une  forme  réduite  au  moyen  de  la  trans- 
formation S  lorsque  les  points  o,  1,  oc  par  l'effet  de  la 
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collinéalion  correspondante  S  [ou  par  l'effet  de  la  trans- 
formation (11)],  s'échangent  seulement  entre  eux. 

Evidemment  alors,  abstraction  faite  de  la  transfor- 
mation identique,  il  existe  deux  pareilles  transforma- 
tions S  ;  ce  sont  celles  qui  ont  pour  collineations  cor- 
respondantes les  rotations  T  et  T2.  On  a  donc  le 
théorème  : 

Deux  formes  réduites,  auxquelles  correspondent  les 
points  P  et  Q,  sont  équivalentes  lorsque,  et  seulement 
lorsque  le  point  P  est  transformé  en  le  point  Q  par 
l'une  des  rotations  T  et  T1. 

Abstraction  faite  du  centre  O  du  cercle  K,  les  points 
du  triangle  oioo,  et  de  même  les  formes  réduites  qui 
leur  correspondent  se  groupent  trois  par  trois  par  l'effet 
des  rotations  T  et  T2,  et  cela  de  telle  sorte  que  les  trois 
formes  d'un  groupe  sont  équivalentes  entre  elles,  tandis 
qu'au  contraire  tout  couple  de  formes  prises  dans  des 
groupes  différents  sont  non  équivalentes. 

Si  Ton  établit  les  conditions  pour  que  le  point  a:  b:c 

soit  situé  à  l'intérieur  du  triangle  0100,  on  reconnaît 

que  la  forme 

f  =  au!+  *buv  -f-  cv1 

est  réduite,  lorsque  les  inégalités  suivantes 
6>o,        a  —  &>o,        c  —  &>o 

sont  satisfaites  (*). 

Quant    aux   formes    qui    sont   représentées    par  des 


(')  La  définition  de  la  forme  réduite,  à  laquelle  a  conduit  ce 
traitement,  coïncide  donc  avec  celle  donnée  par  Sel  lin  g  {Journal 
de  Crelle,  t.  77)  [Hurwitz].  Traduit  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques pures  et  appliquées  (Liouvillk,  Rksal,  Jordan),  3«  série, 
t.  III.  L.  L. 
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points  sur  les  côtés  du  triangle  oioo,  celles-ci  doivent 
dès  lors  être  également  comptées  parmi  les  formes  ré- 
duites. On  démontre  facilement  que  ces  formes  se  dis- 
tribuent en  groupes  six  par  six,  de  sorte  que  toute  forme 
est  équivalente  aux  formes  d'un  même  groupe,  mais  non 
équivalente  à  aucune  autre  forme  réduite. 

3.  Je  terminerai  ici  la  théorie  de  la  réduction  des 
formes  quadratiques  de  déterminant  négatif  en  démon- 
trant que  toute  forme  de  déterminant  négatif  est  équiva- 
lente à  une  forme  réduite,  ou,  ce  qui  évidemment  re- 
vient au  même,  que  tout  point  quelconque  P,  pris  à 
l'intérieur  du  cercle  K,  est  situé  sur  un  côte  ou  bien  à 
l'intérieur  d'un  triangle  élémentaire.  Pour  abréger  le 
langage,  je  dirai  ici  d'un  point  P  quil  est  situé  sur  le 
côté  pq  d'un  triangle  pqrf  lorsque  les  points  P  et  r 
sont  situés  de  part  et  d'autre  de  pq.  Soit  alors  s0  ce 
côté  du  triangle  A0=  otx>  sur  lequel  est  situé  P.  On 
construira  sur  s0  le  triangle  élémentaire  At,  différent 
de  A0.  Maintenant,  si  P  est  situé  en  dehors  du  triangle  A, , 
soit  5|  ce  côté  de  A,  sur  lequel  est  situé  P.  On  con- 
struira alors  sûr  st  le  triangle  élémentaire  A2  différent 
de  At,  . . . ,  et  ainsi  de  suite.  Cette  construction  doit  né- 
cessairement prendre  fin,  c'est-à-dire  que  Ton  doit  né- 
cessairement arriver  finalement  à  un  triangle  élémen- 
taire A„,  sur  le  contour  ou  à  l'intérieur  duquel  est  situé 
le  point  P.  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  aux  extré- 
mités des  côtés  s0,  *<>  •••?  sn  correspondrait  une  série 
illimitée  de  valeurs  rationnelles  r0,  /*'0,  /< ,  r\ ,  . . . ,  rw,  r'n 
(le  côté  sn  étant  ainsi  la  ligne  de  jonction  rnr'n). 

Maintenant  soit,  par  exemple,  /„  =  °*  r'n=~;  on 
aurait  i:'H  —  rH=±  —  et  cette  différence,  pour  n  crois- 
sant, décroîtrait  sans  limites,  puisque  les  dénominateurs 
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des  nombres  7'0,  /''0,  riy  r'4,  . . .   augmentent  continuel- 
lement. 

La  longueur  de  la  corde  sn  =  rnrn,  pour  «  croissant, 
décroîtrait  par  conséquent  sans  limites,  ce  qui  est  im- 
possible, puisque  le  point  P  est  toujours  situé  entre  sn 
et  la  circonférence  de  K,  et  à  une  distance  finie  de 
cette  dernière. 

4.  J'ajouterai  encore  quelques  observations  aux  con- 
sidérations précédentes.  Puisque  chaque  point  situé 
sur  le  cercle  K  est  situé  à  l'intérieur  ou  bien  sur  un 
côté  d'un  triangle  élémentaire,  et  puisque  aucun  triangle 
élémentaire  n'a  de  portion  de  surface  en  commun  avec 
le  triangle  oioo,  et  que,  par  suite,  de  même  deux 
triangles  élémentaires  ne  peuvent  non  plus  avoir  de 
portion  de  surface  en  commun,  nous  eu  concluons 
ceci  : 

Les  triangles  élémentaires  remplissent  exactement, 
par  leur  ensemble,  tout  l'intérieur  du  cercle  K,  qu'ils 
recouvrent  d'une  manière  simple,  sans  lacunes. 

Si  l'on  conçoit  effectuée  la  construction  de  tous  les 
triangles  élémentaires,  on  s'imaginera  la  même  figure 
que  M.  Klein  a  établie  à  l'occasion  de  la  subdivision 
connue  du  plan  des  grandeurs  complexes,  basée  sur  la 
théorie  des  fonctions  modulaires  (1).  Et  réciproquement, 
des  résultats  que  nous  avons  développés  ci-dessus  l'ou 
peut  déduire  les  propriétés  essentielles  de  cette  subdivi- 
sion du  plan  des  grandeurs  complexes. 

Quant  à  la  réduction  des  formes  de  déterminant 
positif,  elle  peut,  grâce  à  une  idée  due  à  M.  Heruiite, 


(')  Klein-Frickk,  Leçons,  sur  la  théorie  des  fonctions  modu- 
laires elliptiques,  t.  I,  p.  239-342;  Teubner,  1890. 


(Soi   ) 
se  ramener  à  celle  des  formes  de  déterminant  négatif. 
On  y  arrive  au  moyen  de  cette  définition  : 

«  Une  forme  de  déterminant  positif  est  dite  réduite 
lorsque  la  polaire  du  point  correspondant  à  la  forme 
traverse  l'intérieur  du  triangle  oioc.  » 

En  partant  de  cette  définition  Ton  peut  alors,  sujet 
que  je  ne  poursuivrai  pas  ici  davantage,  développer 
complètement  la  théorie  des  formes  de  déterminant 
positif  (équation  de  Pell,  etc.).  On  voit  ici  aussi  res- 
sortir comme  principe  de  base  l'importance  des  suites 
de  Farey,  dont  la  considération  a  été  primitivement 
pour  moi  le  point  de  départ  de  toute  cette  recherche. 


[D3d] 

NOUVELLE  DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  STORES; 

Par  M.  R.  BLONDLOT. 


On  dounc  communément  le  nom  de  Tliéorème  de 
Stohes  à  la  proposition  qui  exprime  la  transformation 
d'une  intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé  sur 
une  intégrale  prise  sur  une  surface  limitée  à  ce  contour. 
M.  Ein.  Picard  fait  toutefois  remarquer  avec  raison  que 
cette  proposition  était  déjà  connue  d'Ampère,  du  moins 
dans  des  cas  particuliers. 

11  existe  plusieurs  démonstrations  irréprochables  de 
ce  théorème;  si  je  propose  la  suivante ,  c'est  parce 
qu'elle  me  semble  particulièrement  simple  et  qu'on  y 
voit  l'intégrale  superficielle  naitre,  pour  ainsi  dire,  de 
l'intégrale  curviligne  : 

Étant  donné  un  contour  fermé  quelconque  C,  qu'un 
mobile  parcourt  dans  un  sens  choisi  arbitrairement  et 
Ann.de  Mathémat.,  3e  série,  t.  W'I.  (Novembre  1897.)      ^2 


(    DO'2    ) 

une  surface  quelconque  S  limitée  à  ce  eonlour,  nous 
appellcronsyhce  positive  fie  S  celle  qui  est  telle  qu'un 
personnage  debout  sur  cette  face,  près  du  contour,  voit 
le  mobile  qui  parcourt  C  aller  de  sa  droite  vers  sa 
gauche. 

Soit  P  une  fonction  des  coordonnées  or,  yy  z  suppo- 
sées rectangulaires.  Considérons  l'intégrale  /  Vdx  prise 

dans  le  sens  de  la  circulation  du  mobile,  et  étendue  à 
tout  le  contour  C.  Nous  nous  proposons  de  transformer 
cette  intégrale  curviligne  en  une  intégrale  superficielle 
prise  sur  S. 

Figurons  les  projections  de  C  d'après  les  conventions 
de  la  Géométrie  descriptive,  en  prenant  le  plan  XOZ 
pour  plan  vertical,  le  plan  XOY  pour  plan  horizontal 
supposé  rabattu  sur  le  plan  vertical. 


Soit  A  le  point  de  C  le  plus  rapproché,  et  B  le  point 
de  C  le  plus  éloigné  du  plan  YOZ.  Par  ces  deux  points, 
traçons  sur  S  une  ligne  simple  quelconque,  puis  imagi- 
nons que  cette  ligne  se  dédouble,  de  façon  à  former  un 
contour  fermé  limité  aux  points  A  et  B  et  toujours  situé 
sur  la  surface  S  et  que  ce  contour  fermé  s'ouvre  progres- 
sivement de  façon  à  venir  finalement  coïncider  avec  C. 


(  5o3  ) 
Soient  maintenant  C*  cl  C2  deux  états  infiniment  voi- 
sins du  contour  variable  ;  nous  allons  évaluer  la  variation 
éprouvée  par  P  lorsque  le  contour  variable  éprouve  celle 
transformation  infiniment  petite.  Pour  cela,  menons, 
parallèlement  à  YOZ,  une  série  de  plans  infiniment 
rapprochés;  à  chaque  élément  M|IV|  ainsi  découpé 
sur  Ci  correspond  un  élément  M2N2  découpé  sur  C2  cl 
ayant  la  même  projection  dx.  Lorsqu'on  passe  de  Ct  à  c2, 
un  élément  Pdx  d'inlégrale  se  transforme  en  un  autre 
où  dx  est  le  même  et  où  P  seul  a  varié,  a  cause  de  la 
variation  de  IV  et  de  Yx  du  milieu  de  l'élément  de  con- 
tour; en  appelant  or  et  02  ces  variations,  celle  de  P  est 


àP  .         dP  , 

ôy    "         ôz 


et  celle  de  fPdx  est 

r 


ÔP  ^       ,  ÔP^      . 

.    —  c  y  dx  -f-    —  05  d.r. 
Iri  ày  "  àz 

INI  aïs  oydx  est  la  projection  sur  le  plan  xoy  du  qua- 
drilatère infiniment  petit  iW<  Ma  N'jNj  ;  désignons  cette 
projection  par  ws.  De  même,  $zdx  est  la  projection 
prise  en  signe  contraire  du  même  quadrilatère  sur  le 
plan  xoz'}  désignons-la  par  <ov.  La  variai  ion  précédente 
peut  alors  s'ét  rire 


/ 


ÔP  dP 

ôy  dz 


elle  est  ainsi  exprimée  par  une  intégrale  de  surface 
.s 'étendant  à  tous  les  éléments  de  la  bande  infiniment 
étroite  balayée  par  le  contour  variable. 

Lorsque,  maintenant,  ce  contour  variable  passera 
d'un  état  initial  dans  lequel  il  embrasse  sur  S  une  aire 
nulle  à  un  état  final  dans  lequel  il  coïncide  avec  C,  la 

somme  des  variations  éprouvées  par  /  Pr/.r  sera  préci- 


(  5o4  ) 

sèment  la  valeur  de   /  Prfx,  puisque,  dans  l'état  initial 

considéré,  l'intégrale  est  identiquement  nulle.  On  a 
donc 

Je        J*  ày      dz 

l'intégrale  du  second  membre  s'étendant  à  tous  les  élé- 
ments de  toutes  les  bandes  successivement  balayées, 
c'est-à-dire  à  tous  les  éléments  de  S. 

Remarquons  que,  cette  dernière  intégrale  étant  indé- 
pendante du  mode  de  division  de  S  en  éléments  infini- 
ment petits,  il  s'ensuit  que  (or  et  wr  peuvent  être  envi- 
sagées comme  les  projections  d'un  élément  de  surface 
de  forme  quelconque  pris  sur  S. 

Si  Ton  désigne  par  P,  Q,  R  trois  fonctions  quel- 
conques de  xyz^  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

!    VdX=     I    —  CDS—   -r-COv, 

Je         ./g  *y       ôz 
Je         J&dx        ày 


En  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

c'est  le  théorème  de  Stokes;  to*,  <or,  tùz  sont  définis 
comme  les  produits  de  l'élément  <o  pris  sur  la  surface  S 
par  les  cosinus  des  angles  formés  par  les  sens  positifs 
des  trois  axes  avec  la  normale  à  S  menée  du  côté  de  la 
face  positive,  définie  par  le  sens  de  l'intégration  le  long 
du  contour. 


(  5o5  ) 


CERTITICATS  D'ÉTUDES  SIPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE   JUILLET  1897.    -    COMPOSITIONS. 


Caen. 


Certificat  d'études  nM.  —  Éléments  généraux 
de  Mathématiques. 

I.  Un  point  P,  partant  d'une  position  donnée  A% 
parcourt,  dans  le  sens  inverse  des  aiguilles  d'une 
montre,  une  circonférence  donnée,  de  centre  O  :  par 
une  quelconque  de  ses  positions,    on  mène   un  seg- 


ment PM,  ayant  même  direction  et  même  sens  que  le 
rayon  OA,  et  même  longueur  que  l'arc  de  cercle  AP  : 

i°  Déterminer  la  trajectoire  décrite  par  le  point  M 
quand  le  point  P  parcourt  la  circonférence; 

a°  Calculer  la  longueur  de  cette  trajectoire; 

3°  Evaluer  Vaire  balayée  par  le  segment  PM  quand 
P  parcourt  le  quadrant  AB; 

4°  Calculer  l'aire  balayée  dans  le  même  temps  par 
le  rayon  vecteur  OM. 


(  5o6  ) 
II.    Un  point  pesant,    de  masse  /w,   est  abandonné 
sans  vitesse  à  l  action  de  son  poids  :  il  tombe  dans  un 
milieu  qui  oppose  une  résistance  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  vitesse  et  égale  au  produit  de  cette  vitesse 

par  — : — -  y  t  désignant  la  temps  écoulé  depuis  quou  a 

laissé  tomber  le  mobile.  Déterminer  la  loi  du  mouve- 
ment. Construire  et  étudier  la  courbe  propre  à  repré- 
senter la  loi  des  vitesses  en  fonction  du  temps. 

SOLUTIONS. 

I.  i°  Les  coordonnées  de  M  sout  de  la  forme 

x  =  R(û-t-cosO),        ^=Rsinô; 

le  lieu  est  une  portion  de  cycloïde  ayant  son  rebrousse- 
nient  sur  la  tangente  au  cercle  en  B  ; 

a*  S  =  Rf      |cos(^  +  ^|<fl  =  8R; 

3°,  4°  Les  deux  aires  sont  égales  à  (~  —  i  JR'-. 

II.  Equation  du  mouvement  " 


</*    H-  *»—"*>  " 


_  _i      3f-H»  i      /  it    \ 

"  3^   1-4-**    3*A  !-+-**/' 


Certificat  n°  2.  —  Calcul  différentiel  et  intégral. 
1.  Intégrer  le  système  des  équations  simultanées 


(  Ou 

du 

oy 

làv 

-  u  4_  2  — -  , 

dx 

[  .*-- 

\u*      i  —  o, 

(   5o7  ) 
oà  a,  v  désignent  deux  fonctions  inconnues  des  va* 
viables  indépendantes  x  et  y. 

H.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY, 
OZ,  on  considère  les  surfaces  engendrées  par  une  pa- 
rabole mobile  de  grandeur  variable,  dont  le  plan 
reste  parallèle  à  XOZ,  l'axe  parallèle  à  OZ,  et  le  som- 
met situé  dans  YOZ  :  on  propose  de  rechercher  quelles 
sont,  parmi  ces  surfaces,  celles  où  les  sections  par  des 
plans  parallèles  à  XO Y  constituent  une  première  série 
de  lignes  asympto  tiques. 


SOMTIONS. 


I.   De  l'équation  finie  ou  tire    v  en  fonction  de  u  : 
substituant  dans  les  deux  premières,  on  a  deux  équa- 

,,    .  ,,         .      du    au 
tions  d  ou  I  on  tire  -—  >  —  >  et,  par  suite, 

,  •%  dx  -h  i  dy    r ; — - 

du  = / -  y7  i  -h  4  w*  ; 

intégrant,  et  substituant  dans  t>,  on  trouve 


1  ï'4-Jv  t.r-f-3.V 


11.  L'équation  générale  des  surfaces  S  est  de  la  forme 

(0  *  =  *»/(/)-+- ?(.r); 

la  condition  imposée  à  la  surface  cherchée  donne 
q*r  —  ipq%  -+■  p*  t  =  o. 

Remplaçons  les  dérivées  partielles  />,  </,  r,  s,  t  par  leurs 
valeurs  tirées  de  (i)  : 

h/(^)/7.r)-3/'*(.r)]^ 

+  '4/(j')?'(7)-/'(7)?'(v)]^+9'V7)=o. 
Celte   équation  doit  avoir  lieu    identiquement  :  ou  en 


(  5o8  ) 
conclut 

la  surface  cherchée  est  un  conoïde. 


axl 


C  : 


Certificat  d'études  n°  3.  —  Mécanique. 

I.  Démontrer  le  théorème  général  d'ivory  sur  les 
attractions  de  deux  ellipsoïdes  homofocaux. 

II.  On  donne  une  sphère  pleine  dyune  substance 
homogène,  dont  chaque  élément  possède  un  pouvoir 
attractif  proportionnel  à  sa  masse  et  à  V inverse  du 
cube  de  sa  distance  au  point  attire.  Déterminer  l'at- 
traction de  la  sphère  sur  un  point  intérieur  et  en  dé- 
duire, par  le  théorème  d'Ivory,  l'attraction  sur  un 
point  extérieur. 

III.  Un  disque  homogène  D,  infiniment  mince,  de 
poids  P,  a  la  forme  d'un  cercle  de  rayon  R;  il  s  appuie 
sur  une  droite  AB,  inclinée  de  3o°  sur  l'horizon,  et  son 


plan  doit  coïncider  avec  le  plan  vertical  V  conduit 
par  AB.  Un  fil  très  mince,  inextensible  et  de  nutsse 
négligeable,  a  une  de  ses  extrémités  fixée  en  un  point 
de  la  circonférence  de  D  :  il  s'enroule  autour  du  disque, 
s'en  détache  en  suivant  une  direction  parallèle  à  AB, 
passe  dans  un  petit  anneau  G,  fixé  dans  le  plan  V  à 
une  distance  aR  de  la  droite  AB,  puis  se  termine  par 


(  So9  ) 
une  portion  verticale  CM  qui  supporte  à  son  extrémité 
un  poids  P.  Le  système,  d'abord  maintenu  en  repos, 
est  abandonné  à  l'action  de  la  pesanteur  :  déterminer 
le  mouvement  qu'il  va  prendre,  en  supposant  qu'au- 
cune force  de  frottement  n'entre  en  jeu. 

SOLUTIONS. 

II.  Point  intérieur  de  coordonnées  x,  o,  o  : 


71 
**    0 


v  i        •    a  /R*  —  :r*si!i88  —  arcnsb    „ 

A  =  2it|i  I      sin8  cos8  log  —==== ou, 

/R*  —  x*  sin*0  -f-  x  cos8 


=  icu ira —  log  - • 

r  x         r     ix*         °  H  —  x 

Pour  le  point  extérieur,  on  imagine  une  sphère  de 
rayon  x  exerçant  sur  un  point  (R,  o,  o)  une  attraction  X 
se  déduisant  de  la  précédente  par  la  permutation  de  x 
et  R  :  on  en  conclut,  par  la  règle  d'Ivory, 

v       R*  R  R* -+-**.      x-^H 

X*  '     X  '  '2JT*  °T — R 

111.  Soient  x  la  quantité  dont  s'est  déplacé  le  centre 
du  disque  dans  la  direction  AB,  0  l'angle  dont  D  a 
tourné,  z  la  quantité  dont  M  a  descendu  au  temps  t  : 
la  Cinématique  donne 

/  v  d*       dx  db 

(l)  dï  =  dï  +  Hdi' 

Soit  T  la  tension  du  (il  :  on  aura 

g  d*-1    ;v       2^n^~1?      g  dp"1     lm 

Ces  équations,  combinées  avec  (i)  donnent 

~~  8     »  dP     '       8  *'  rf/«    "  4   R  '  rf/'   ~"  8 g' 


(  5io  ) 

Epreuve  pratique.  —  Sur   la    courbe    définie   par 

V  équation 

r  = , 

cosO 

on  considère  l'arc  AO  correspondant  aux  valeurs  de§ 
comprises  entre  zéro  et  -}•  Calculer  la  distance  du  /tôle 

4 

au  centre  de  gravité  du  solide  homogène  compris  à 
r  intérieur  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
de  l'arc  AO  autour  de  l'axe  polaire. 


Réponse  : 


17  —  *;tî  lofif> 
•2j  lu  g '2—  lG 


:  =0,:»74. 


Dijon. 

Certificat  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

I.  Réduction  des  intégrales  de  la  forme  fF(x,y)dx, 
ou  F  est  une  fonction  rationnelle,  oh  y  représente  la 
racine  carrée  d'un  polynôme  entier  en  .r. 

II.  Trouver  la  ligne  qu'enveloppe  la  droite  repré- 
sentée par  les  deux  équations 

i  .r  -4-  az  -4-  ah  =  », 

(1)  /       ,      / 

(  y  -+-  b  z  -t-  au  —  o, 

quand  on  y  réduit  les  deux  paramètres  «,  b  à  un  seul 
parla  substitution  à  b  d' une  fonction  de  a  convenable- 
ment choisie. 

Trouver  la  surface  enveloppée  par  la  même 
droite  (1)  quand  on  y  laisse  au  contraire  les  para- 
mètres n,  b  tout  à  fait  indépendants  l'un  de  l'autre. 


(  5u   ) 

il>KE    DE   LA   SOLUTION   DU   PROBLÈME. 

Pour  l'existence  dune  ligne  enveloppe  il  faut  que  les 
équations  (i)  et  celles-ci 


(*) 


db 
•  b  -f-  a-.-  =  o. 
da 


\ 

)      db       ,  db 


provenant  de  leur  diflércntialiou  par  rapport  à  a 
puissent  être  résolues  par  rapport  à  x,  y,  z,  ce  cjtii  con- 
duit d'abord  à  la  condition 


1       b  ■+•  a  -,— 
da 

db  adb 

da  da 


=  (,-Ê)(*+aS)  =  °- 


se  décomposant  eu 


db 

db 

b  -h  a  -.—  =  o, 
da 


d'où 
H' où 


b  —  a  -h  C, 
«b  -=  C. 


La  deuxième  alternative  conduit  à 
(3)  a-  =  — C,        }'=  —  G,         z  =  o, 

formules  représentant  une  infinité  de  points  ayant  pour 
lieu  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  la  direction  de 
même  nom  des  axes  des  x  et  des  j'  (cas  de  dégénérescence 
de  l'enveloppe). 

La  première  conduit  à 


t  —  as,         ;-  —  (a  ■+-  C)2, 


-5=-?.a  —  C 


(  5'2  ) 

ou  bien,  par  l'élimination  de  a,  à 

(4)  ,«,H-C—(i±£)\ 

équations  représentant  une  famille  de  coniques,  au  pa- 
ramètre indéterminé  C,  dont  les  plans  passent  tous  par 
la  droite  lieu  des  points  (3). 

Pour  l'existence  d'une  surface-enveloppe,  dans  le  cas 
où  les  paramètres  a,  b  sont  laissés  indépendants,  il  faut 
que  les  équations  (i)  et  celle-ci 


-+-  b        a 

b        z  -+-  a 


z(z  -+-  a -h  6)  =  o, 


obtenue  en  égalant  à  o  le  déterminant  différentiel  de 
leurs  premiers  membres  pris  par  rapport  au  couple 
(a,  A),  puissent  être  résolues  par  rapport  à  x,  y,  z.  La 
décomposition  de  cette  dernière  équation  conduit  soit  à 

x  =  —  aby         y  =  —  ab,         z  =  o, 

formules  représentant  la  droite  lieu  des  points  (3)  (cas 
de  dégénérescence  de  la  surface-enveloppe),  soit  à 

a:  =  al,        y  =  6»,         z=—(a-hb)y 

représentant  une  surface  véritable,  pour  l'équation  or- 
dinaire de  laquelle  l'élimination  de  a,  b  entre  ces  trois 
dernières  formules  conduit  à 

z**—  i(x  -\-y)z*-\-(y —  3r)«=o. 

Cette  surface  est  précisément  celle  qu'engendre  la 
ligne  (4)  quand  on  y  fait  varier  indéfiniment  le  para- 
mètre C. 


(  5'3  ) 

Certificat  de  Mécanique. 

Problème.  —  Mouvement  relatif  dans  un  plan  d'un 
point  pesant  assujetti  à  y  rester,  le  plan  étant  animé 
d'un  mouvement  hélicoïdal  uniforme  autour  d'un  axe 
vertical. 

Grenoble. 

Certificat  d'Astronomie. 

Composition.  —  i°  Développer  suivant  les  puis- 
sances de  l'excentricité,  et  en  Jonction  des  multiples 
de  l'anomalie  moyenne  :  V anomalie  excentrique,  le 
rayon  vecteur,  l'anomalie  vraie  et  la  longitude  du 
Soleil.  Equation  du  centre.  On  négligera  e*. 

2°  Coordonnées  équatoriales  du  Soleil.  Équation 
du  temps  :  elle  s'annule  quatre  fois  par  an. 

Certificat  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Composition.  —  On  considère  une  sphère  de  rayon 
constant  R  dont  le  centre  u  décrit  une  hélice  S  tracée 
sur  un  cylindre  circulaire  de  rayon  r. 

On  demande  de  déterminer  l'arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  sur/ace  enveloppe  de  cette  sphère.  On  mon- 
trera quelle  se  compose  de  deux  courbes  distinctes  S, 
S' jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

i°  La  sphère  mobile  a  constamment  un  contact  du 
second  ordre  avec  les  courbes  S,  S'} 

2°  Les  tangentes  aux  courbes  S,  S'  aux  points  M, 
M'  qui  correspondent  à  un  point  jjl  de  £  sont  perpendi- 
culaires à  la  tangente  en  jjl  à  2,  et,  respectivement 
aussi,  aux  droites  M  jjl,  M'a; 
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3°  La  sphère  de  rayon  R  dont  le  centre  dêcsït  l'une 
ou  l'autre  des  courbes  S,  S'  a  un  contact  du  second 
ordre  avec  la  cour  be  -. 

Cas  particulier  ou  le  rayon  R  de  la  sphère  mobile 
est  celui  de  la  sphère  osculatrice  à  l'hélice. 

Solution. 

L'hélice  étant  définie  par 

(1)  £  =  /*cosy,         7)  =  rsinp)         £  =  krvy 

Parole  de  rebroussement  de  la  sphère  sera  donnée  par 

(2)  (*-£)*       +(7-**)1       -+-(*-£)'       =R«, 

(3)  («-  —  Ci  di  -M^-is)  dn  -4-(j-;)  rfî  =o? 

(4)  (^-O^Ç"+-(^-ri)^7)-+-(-S-orf,C  =  ^2; 

et  posant 


"■'V'"-.":1*:"'1' 


on  en  tire 


.r  =       A-  Ri  sin  c  —  k*  r  cose, 
(5)  J  ^  —  —  ARi  cosr  — /^r  sine, 

(  ^  =  R,  -h  Aw, 

équations  qui,  par  une  rotation  des  axes  autour  de  Os, 
se  ramènent  à  la  forme  (i).  L'arête  de  rebroussement  se 
compose  donc  de  deux  hélices  circulaires  S,  S'. 

Ou  voit  immédiatement  que,  dans  le  cas  particulier 
où  R  est  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  à  2,  soit 

R  =  r(i  +  *'),         Ri  =  o, 

et  les  deux  courbes  S,  S'  se  confondent  avec  le  lieu  du 
centre  de  courbure  de  l'hélice  ï. 

Les  points  M,  M'  répondant  sur  S  et  S'  à  un  point  ul 
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de  2  sont,  d'après  (3),  (4)>  sur  la  droite  polaire  de  jx  : 
ces  deux  points  sont  donc  sur  la  droite  polaire,  à  des 
distances  égales  du  centre  de  courbure. 

Les  propriétés  énoncées  concernant  les  courbes  S,  S' 
se  vérifient  immédiatement  à  l'aide  de  (i)et  de  (5).  Elles 
sont  d'ailleurs  générales  et  subsistent  quelle  que  soit  la 
courbe  S. 

Ainsi,  les  équations  (a),  (3),  (4)  expriment  que  la 
sphère  de  centre  M(x,y,  z)  a  un  contact  do  second  ordre 
avec  la  courbe  S  au  point  |x(Ç,yM  Ç). 

En  diflérentiant  complètement  (3)  et  tenant  compte 
de  (4),  on  a 

(6)  dx  d\  -+-  dy  drt  -^-dzd^  —  o, 

d'où  résulte  la  perpcndicularité  des  tangentes  en  u  et 
en  M  ou  M'. 

De  même,  diflérentiant  (2),  et  tenant  compte  de  (3), 
011  a 

(  ;  )  (x-l)dx  +  (y  — y)  dy +  (*  —  $)  dz  =  o, 

d'où  résulte  la  perpendiculaire  de  M[x  et  des  tangentes 
en  M  ou  M'. 

Ces  deux  théorèmes  s'établissent  d'ailleurs  géométri- 
quement en  remarquant  que  les  courbes  S,  S'  sont  dé- 
crites sur  la  sui  lace  polaire  de  Z,  et  que  la  distance  [xM 
est  invariable. 

Enfin,  Tordre  de  contact  de  la  sphère  mobile  et  de 
l'arête  de  rcbrousseinent  résulte  d'un  ihéorème  gé- 
néral. 

Dans  le  cas  actuel,  si  l'on  diflérenlie  (7)  en  tenant 
compte  de  (6),  on  a 

(x  —  £)  d*x  H-  (y  —  tj)  d* y  -h  (z  —  Ç)  d*z  -f-  ds*  =  o, 
équation  qui,  jointe  à  (7)  et  à  (2),  exprime  précisément 


(5,6) 
que  la  sphère  a  un  contact  du  second  ordre  avec  l'arête 
de  rebroussement  de  sa  surface  enveloppe. 

Epreuve  pratique.  —   i°  Calculer   I  -k;   a°   en 

-;  3°  calculer  celte  intégrale  défi- 
nie par  la  méthode  de  Cauchy. 

Certificat  de  Mécanique. 

Un  tore  homogène  a  son  centre  O  fixe.  Son  axe, 
qui  lui  est  invariablement  lié,  est  un  tube  à  section  in- 
finiment petite,  dont  on  néglige  la  masse,  et  dans  le- 
quel peut  glisser  sans  frottement  un  point  matériel 
pesant  M.  Le  tube  est  assujetti  à  glisser  sans  frotte* 
ment  entre  deux  cercles  horizontaux  fixes  infiniment 
voisins  dont  le  centre  commun  est  sur  la  verticale  du 
point  de  suspension  du  tore,  au-dessus  de  ce  point.  On 
demande  le  mouvement  du  système,  et  plus  particuliè- 
rement le  mouvement  relatif  du  point  M  dans  le  tube. 

Données.  —  On  désignera  par  A  et  C  les  moments 
d'inertie  du  tore  par  rapport  à  un  diamètre  de  son 
équateur  et  par  rapport  à  son  axe  et  par  m  la  masse 
du  point  M.  On  supposera,  au  début,  le  point  placé 
dans  le  tube,  sans  vitesse  relative,  à  une  distance  r0  du 
point  O  telle  que  lfon  ait 

mrj=  A, 

le  tore  ayant  un  mouvement  initial  quelconque  compa- 
tible avec  les  liaisons. 

Esquisse  d'une  solution  de  l'épreuve  écrite  de  Mécanique. 

On  prendra  pour  origine  le  point  O,  pour  axe  fixe 
des  /•  la  verticale  Or,   en  sens  inverse  de  la  pesanteur, 
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pour  axe  mobile  Or  la  direction  de  Taxe  du  tube  qui  fait 
un  angle  aigu  avec  Or.  Eu  appelant  /?,  q,  r  les  compo- 
santes de  la  rotation  du  tore  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles, 8,  ff  et  ty  les  angles  d'EuIer,  ©'et  i/  les  dérivées  de 
o  et  6  par  rapport  au  temps  (8  est  constant  et  aigu),  r 
la  coordonnée  de  M,  iJ  sa  dérivée,  l'extrémité  C  du  vec- 
teur qui  représente  le  moment  résultant  des  quantités 
de  mouvement  de  tout  le  système  par  rapport  à  O  aura 
pour  coordonnées  par  rapport  aux  axes  mobiles 

(A-+-/wr*)/>,     (A-hmr*)?,     Gr, 
et  Ton  a 

p  =  sinosinô^',         q  =  cos<p  sinO^'»         r  =  <?'-+- cosfty'. 

Toutes  les  forces,  la  réaction  du  cercle  comprise,  ont 
des  moments  nuls  par  rapport  à  Or  et  0/4  ;  on  aura  donc 
deux  intégrales  premières  en  écrivant  que  la  vitesse  ab- 
solue de  C  est  perpendiculaire  à  Or  et  à  Qrs . 

On  trouve  ainsi 

(0  r=r0l 

(2)  (A  -+-  mr* )sin*84/=  k, 

r0  et  k  étant  des  constantes.  On  pourrait  trouver  ces 
deux  intégrales  en  écrivant  les  équations  analogues  aux 
équations  d'Euler;  la  troisième  fournirait  l'intégrale  (i); 
F  élimination  de  la  réaction  du  cercle  sur  le  tube  entre 
les  deux  premières  donnerait  (a). 

L'équation  des  forces  vives  fournit  une  troisième  inté- 
grale que  l'on  pourrait  du  reste  déduire  de  l'équation 
du  mouvement  relatif  de  M,  la  loi  de  rotation  du  tube 
en  fonction  de  r  étant  connue. 

V intégrale  des  forces  vives  peut  s'écrire 

(A  +  mrî)(/),+  y!)+  /n /•'*  =  — a  m^vcosO  -h  /r, 

h  étant  une  troisième  constante.  Cette  équation  se  ra* 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  XVI.  (Novembre  1897.)     33 
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mène  a  la  suivante  : 

,_.              ,.       ( — 'xmgr  cosO  -+-  h)(  X  -h  mr*  )  —  À'sin'O 
(3)       mr*=  r • 

On  a  une  quadrature  hyperelliptique  en  général,  mais 
la  discussion  du  mouvement  dépend  seulement  d'un  po- 
lynôme du  troisième  degré 

f{r)  =  (—  2/n^r  cosô-t-  A)(A-H-/nr*)  —  Ar*sin*0. 

(i)  et  (2)  donneront  du  reste  <p  et  ty  par  de  nouvelles 
quadratures. 

Dans  le  cas  particulier  indiqué,  si  l'on  appelle  w  la 
valeur  initiale  de  <|/>  on  peut  écrire 

/(r)  =  2m(r0-r)A<p(r), 
avec 

o(r)  =  £-cos6  (h j  )  —  u>*sin*8(r-f-  r0). 

Si  /'o>  o  et 

#cosô  —  «o*  sin*Ôr0<  o, 

r  variera  entre  r0  et  /-,  >  r0. 

Si  r0>o, 

g  cos  0  —  o>*  sin* 0  r0  >  o  ; 

deux  cas  peuvent  se  présenter  :  Si  <p(r)  a  ses  racines 
réelles,  elles  sont  comprises  entre  o  et  r0,  et  r  variera 
entre  r0  et  la  plus  grande  des  deux.  Si  les  racines  sont 
imaginaires,  /•  variera  indéfiniment  à  partir  de  r0,  autant 
du  moins  que  le  lui  permettra  la  longueur  du  tube. 
Si  r0>  o, 

g  cosO  — -  u>*  sins8r0  =  o, 

Mo  est  une  position  d'équilibre  relatif,  r,  o' et  4' sont 
constants. 

Si  fn<o,  le  point  descend  à  partir  de  M0  tant  que 
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le  lui  permet  la  longueur  du  tube.  Du  reste,  si  le  point 
quitte  le  tube,  il  décrira  une  parabole  déterminée  par 
sa  vitesse  au  moment  de  la  sortie  et  le  tore  tournera  de 
façon  que  ©'  et  <!/  demeurent  constauts. 

Dans  le  ras  général,  il  est  facile  de  montrer  que  les 
données  initiales  peuvent  être  choisies  de  façon  que 
f(r)  aient  trois  racines  données  r, ,  ra,  r3,  sous  les  con- 
ditions et  restrictions  suivantes  : 

On  devra  d'abord  avoir 

A 

m 

Si  elles  sont  toutes  les  trois  réelles,  une  seule  peut 
être  négative  et  elle  dort  être  inférieure  en  valeur  abso- 
lue aux  deux  autres.  Deux  peuvent  devenir  égales  à  con- 
dition d'être  plus  grandes  queo  et  supérieures  en  valeur 
absolue  à  la  troisième  si  elle  est  négative.  Enfin  elles 
peuvent  devenir  égales  toutes  les  trois  à  condition 
d'être  positives. 

Si  une  seule  racine  est  réelle,  elle  peut  être  positive 
ou  négative,  mais  la  partie  réelle  des  racines  imaginaires 
doit  être  plus  grande  que  o.  La  discussion  du  mouve- 
ment se  ferait  du  reste  bien  simplcmen  t  dans  chaque  cas. 

Enfin,  on  peut  remarquer  qu'il  eut  été  commode  de 
se  servir  des  équations  de  Lagrange  relatives  aux  va- 
riables cp  et  ty  et  de  l'équation  des  forces  vives. 

Épreuve  pratique  de  Mécanique. 

Une  roue  en  fer  homogène  a  pour  méridien  un  tri- 
angle isoscèle  OAB  surmonté  d'un  rectangle  ABCD,  et 
la  hauteur  OE  du  triangle  OAB  est  perpendiculaire  à 
l'axe  0(y  de  la  roue.  On  a 

OE  =  im,         AB  =  oraï5o,         AD  =  on,,2o. 
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Le  poids  spécifique  du  fer  dont  est  faite  la  roue  est 
7,  7.  On  prendra  de  plus  g  =  9m,8  etn=  3,i4i6> 


i°  On  demande  le  moment  d'inertie  de  la  roue  par 
rapport  à  son  axe. 

20  L'axe  de  la  roue  étant  horizontal  et  fixe,  un 
cordon  qui  s'enroule  sur  la  roue  porte  à  son  extrémité 
un  poids  de  5okB.  Le  cordon  est  vertical  et  la  roue  est 
animée  à  un  instant  donné  d  yune  vitesse  de  trente  tours 
à  la  minute  qui  tend  à  soulever  le  poids.  On  demande 
à  quelle  hauteur  il  s'élèvera  si  l'on  abandonne  le  sys- 
tème à  lui-même.  On  néglige  les  résistances  passives  et 
le  poids  du  cordon  que  Von  suppose  tendu  à  l'instant 
considéré. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 
CONCOURS  DE  1895  ('). 

Mathématiq ues  élémen taires . 

On  donne  un  triangle  T  et  l'on  considère  le  triangle  T'  qui 
a  pour  sommets  les  projections  orthogonales  d'un  point  M  sur 
les  côté  du  triangle  T. 


(*)  Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  n'ont  pas  public  les 
sujets  du  concours  d'Agrégation  en  1895.  Nous  croyons  répondre  au 
désir  d'un  grand  nombre  de  nos  lecteurs  en  comblant  cette  lacune. 

(Les  Rédactkurs.) 
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in  Démontrer  que,  si  le  point  M  décrit  une  droite  A  dans  le 
plan  du  triangle  T,  les  côtés  du  triangle  T  enveloppent  trois 
paraboles  P,  Pi,  Pj. 

Ces  paraboles  sont  inscrites  dans  le  même  angle;  on  con- 
struira leurs  foyers  et  leurs  directrices. 

Quelle  position  doit  occuper  la  droite  A  pour  que  ces  trois 
paraboles  soient  tangentes  en  un  même  point? 

•2°  Gomment  faut-il  choisir  la  droite  A  pour  que  les  direc- 
trices des  trois  paraboles  P,  Pi,  Pj  concourent  en  un  même 
point  H  à  distance  finie? 

La  droite  A  se  déplaçant  de  manière  à  satisfaire  à  cette  con- 
dition, trouver  le  lieu  du  point  H. 

3°  Démontrer  que,  si  l'on  fait  tourner  la  droite  A  autour 
d'un  point  fixe  K,  la  directrice  de  la  parabole  P  passe  elle- 
même  par  un  point  fixe  I. 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  Kl  lorsque  Pun  des  points  K 
ou  I  décrit  une  droite  donnée. 

4°  A  un  point  K  correspondent  trois  points  :  I,  I4,  Is,  rela- 
tifs aux  directrices  des  paraboles  P,  Pi,  Pj. 

On  demande  quelle  position  doit  occuper  le  point  K  pour 
que  les  trois  points  1,  If,  Is  soient  en  ligne  droite,  et  Ton  pro- 
pose de  démontrer  que,  si  le  point  K  se  déplace  de  manière  à 
satisfaire  à  cette  condition,  la  droite  I,  Ilf  Is  tourne  autour 
d'un  point  fixe. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde  £  qui,  rapporté  à  ses  plans  princi- 
paux, a  pour  équation 

x*       y*       -s1 
a1       b%       c* 

et  une  sphère  de  rayon  r  et  de  centre  k(xQ,  yQl  z0). 

On  considère  les  quadriques  S  qui  sont  tangeutes  à  tous  les 
plans  tangents  communs  à  la  sphère  et  à  l'ellipsoïde  E;  du 
point  A  Ion  abaisse  une  normale  AP  sur  l'une  des  qua- 
driques S,  et  au  pied  P  de  cette  normale  on  mène  le  plan 
tangent  II  à  cette  quadrique. 

i°  Prouver  que  le  plan  11  est  le  plan  polaire  du  point  A  par 
rapport  à  une  surface  II,  homofocale  à  l'ellipsoïde  E,  repre- 
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senlée  par  l'équation 

ïf  a?*  V1  z1 

H    -  -_ h  jf h  — i  =  o. 

v       a1  —  p        b*  —  p        c1  —  p 

i°  Prouver  que  le  plan  II  est  le  plan  polaire  du  point  A  par 
rapport  à  Tune  des  quadriques  S;  prouver  qu'il  est  aussi  un 
plan  principal  pour  une  autre  de  ces  quadriques. 

Les  réciproques  de  ces  propositions  sont-elles  vraies? 

3°  Par  tout  point  M  de  l'espace  il  passe  trois  plans  II  po- 
laires du  point  A  par  rapport  à  trois  quadriques  Hx,  Hp,  Hv  du 
système  homofocal.  Exprimer  les  coordonnées  du  point  M  en 
fonction  des  paramètres  X,  p,  v. 

Déduire  des  expressions  ainsi  obtenues  le  lieu  des  points  M 
pour  lesquels  les  trois  plans  II  sont  rectangulaires. 

4°  Trouver  ce  que  deviennent  les  expressions  des  coordon- 
nées du  point  M,  soit  quand  ce  point  est  sur  la  dévcloppable 
enveloppée  par  le  plan  D,  soit  quant  il  se  trouve  sur  l'arête  de 
rebroussement  de  cette  développable.  En  conclure  le  degré  de 
la  développable  et  la  nature  de  son  arête  de  rebroussement. 

5°  Tout  plan  Iî  coupe  la  développable  suivant  la  génératrice 
de  contact  et  suivant  une  conique.  De  quelle  espèce  est  cette 
conique?  En  connait-on  des  tangentes  remarquables? 

6*  Trouver  le  lieu  des  foyers  de  ces  diverses  coniques. 

Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  considère  la  courbe  C  représentée  par  l'équation 
(x*-hy*)  (a?* -+-  'xaxy-hy*)  -+-xy  =  o, 

où  a  désigne  un  paramètre  arbitraire. 

Le  paramètre  a  ayant  une  valeur  quelconque  : 

i°  Déterminer  le  genre  de  la  courbe  G. 

2°  Former  les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  rela- 
tives à  cette  courbe. 

3°  Former  une  intégrale  de  troisième  espèce  devenant  in- 
finie au  point  double  de  la  courbe  C. 

4°  Écrire  à  l'aide  de  ces  intégrales,  par  l'application  du  théo- 
rème d'Abel,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
quatre  points  de  la  courbe  G  soient  en  ligne  droite,  ainsi  que 
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les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  huit  points 
de  cette  courbe  soient  sur  la  même  conique. 

Examiner  le  cas  particulier  où  la  droite  et  la  conique  pas- 
sent sur  le  point  double  de  la  courbe  C. 

59  Trouver  combien  il  y  a  de  systèmes  de  coniques  touchant 
la  courbe  G  en  quatre  points  Ml5  M,,  M3,  M*. 

6°  Déterminer  les  valeurs  du  paramètre  A  pour  lesquelles  le 
genre  de  la  courbe  G  s'abaisse. 

On  étudiera  en  particulier  l'hypothèse  a  =  o  et  Ton  résou- 
dra les  problèmes  suivants  pour  la  courbe  particulière  D  qui 
correspond  à  cette  hypothèse  : 

I.  Que  deviennent,  pour  la  courbe  D,  les  intégrales  de  pre- 
mière espèce  relatives  à  la  courbe  générale  G? 

II.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  quatre  points  de  la  courbe  D  soient  en  ligne  droite  et  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  huit  points  de 
cette  courbe  soient  sur  une  conique. 

III.  Trouver  combien  il  y  a  de  systèmes  de  coniques  tou- 
chant la  courbe  D  en  quatre  points  M,,  Mt,  M3,  M*. 

IV.  Déterminer  les  points  d'inflexion  et  les  tangentes  dou- 
bles de  la  courbe  D. 

Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

On  considère  un  corps  solide  S  pesant,  ayant  la  forme  d'un 
cône  droit  dont  le  rayon  de  base  est  R.  Le  centre  de  gravité 
de  ce  corps  est  situé  en  un  point  O  de  l'axe  de  révolution  du 
cône,  à  une  distance  R  de  sa  base. 

L'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  S  relatif  au  centre  de  gravité  0 
est  une  sphère. 

Le  cône  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité  O, 
supposé  fixe,  et  la  circonférence  de  sa  base  est  tangente  à  un 
plan  horizontal  fixe  II  situé  au-dessous  du  point  O  à  une  dis- 
tance R  de  ce  point. 

Étudier  le  mouvement  du  corps  S  en  supposant  que  la  cir- 
conférence de  base  du  cône  glisse  avec  frottement  sur  le 
plan  II. 

Calculer  la  réaction  du  plan  II  et  celle  du  point  fixe  O. 

Conditions   initiales.    —    Soient    00'    la    perpendiculaire 
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abaissée  du  point  O  sur  le  plan  n  et  OC  la  position  initiale  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  base  du  cône  : 

A  l'époque  t  =  o,  Taxe  instantané  de  rotation  est  situé  dans 
l'angle  COO'  et  le  sens  de  la  rotation  initiale  est  choisi  de 
telle  sorte  que  le  corps  S  appuie  sur  le  plan  II. 


CONCOURS  D'AGREGATION  DE  1895. 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES; 

Par  UN  CORRESPONDANT  (»). 


Première  et  deuxième  Partie.  —  Je  rappelle  la 
proposition  bien  connue  suivante  : 

Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  toutes 
les  quadriques  d'un  faisceau  tangentiel  est  une  droite; 
chaque  point  de  cette  droite  est  le  pôle  du  plan  par  rap- 
port à  une  surface  déterminée  du  faisceau.  En  particu- 
lier, le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux 
quadriques  ho  mo  focal  es  est  une  droite  perpendiculaire 
à  ce  plan. 

Cela  posé,  je  considère  le  faisceau  tangentiel  des 
quadriques  S  inscrites  dans  la  développante  circonscrite 
à  un  ellipsoïde  E  et  à  une  sphère  2  de  centre  A;  je  dis 
que  la  condition  nécessaire  et  «suffisante  pour  qu'uu 
plan  II  satisfasse  à  la  condition  indiquée  dans  l'énoncé, 
d'être  tangent  à  une  quadrique  S,  au  pied  P  d'une  nor- 
male issue  de  A,  est  que  ce  plan  soit  perpendiculaire  à 
la  droite  joignant  le  point  A  à  son  pôle  p  par  rapport  à 
l'ellipsoïde  E. 


(')  Voir  l'énoncé,  ci-dessus,  p.  25i. 
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La  condition  est  nécessaire,  car  si  j'appelle  q  le  pôle 
du  plan  II  par  rapport  à  la  sphère,  ce  point  est  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  A  sur  le  plan;  cette 
perpendiculaire,  contenant  les  pôles  P  et  q  de  II  par 
rapport  k  S  et  2,  passera  par  le  pôle  p  du  même  plan  II 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  E,  et  Ap  sera  bien  perpendi- 
culaire k  n. 

La  condition  est  suffisante,  car  si  la  droite  Ap  est  per- 
pendiculaire ail,  elle  passe  par  le  pôle  q  de  ce  plan  par 
rapport  à  E;  comme  elle  passe  par  p  et  q,  elle  est  le  lieu 
des  pôles  du  môme  plan  par  rapport  à  toutes  les  qua- 
driques  S;  le  point  P,  commun  k  la  droite  et  au  plan, 
est  alors  le  point  de  contact  de  celle  des  quadriques  S 
qui  est  tangente  au  plan,  et  la  normale  à  cette  surface 
passe  bien  par  le  point  A. 

Les  plans  II  qui  satisfont  à  la  condition  précédente 
constituent  un  ensemble  bien  connu  de  plans  ;  les  points/; 
sont  les  points  de  la  cubique  des  pieds  des  normales 
abaissées  de  A  sur  l'ellipsoïde  E,  et  les  plans  II  sont  les 
plans  de  la  développable  de  troisième  classe,  polaire 
réciproque  de  cette  cubique  par  rapport  à  cet  ellipsoïde; 
cette  développable  est  inscrite  dans  le  tétraèdre  formé 
par  les  plans  de  coordonnées  et  le  plan  de  l'infini.  La 
cubique  et  la  développable  précédentes  jouent  dans 
l'espace  le  même  rôle  que  l'hyperbole  d'Apollonius  et 
la  parabole  de  C lias] es  dans  la  théorie  des  coniques. 

Etant  donné  un  plan  II,  le  lieu  de  ses  pôles  par  rap- 
port aux  quadriques  S  est  la  droite  Ap\  c'est  aussi  le 
lieu  des  pôles  du  même  plan  par  rapport  aux  qua- 
driques H,  homofocales  à  l'ellipsoïde,  d'après  la  pro- 
priété de  Ap  de  passer  par  p  et  d'être  normale  au  plan  II . 
Le  point  A  de  celte  droite  est  alors,  comme  ou  le  sait, 
le  pôle  de  II  par  rapport  à  une  quadrique  S  et  aussi  par 
rapport  à  une  quadrique  11  ;  les  réciproques  sont  exactes. 
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Si  A  est,  en  effet,  le  pôle  de  II  par  rapport  à  une  qua- 
drique S,  Aq  est  le  lieu  des  pôles  de  II  par  rapport  à  ces 
quadriques,  et  elle  est  perpendiculaire  à  ce  plan  II,  qui 
satisfait  dès  lors  aux  conditions  de  l'énoncé  ^  si,  d'autre 
part,  A  est  le  pôle  de  II  par  rapport  à  une  quadrique  H, 
le  lieu  des  pôles  de  II  par  rapport  aux  homofocales  H 
est  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  le  plan  II,  et 
cette  droite  contient  le  pôle  p  par  rapport  à  l'ellip- 
soïde E;  Ap  est  donc  encore  perpendiculaire  au  plan  II. 
On  voit  ainsi  que  la  développable  constituée  par  les 
plans  II  est  identique  à  la  développable  formée  par  les 
plans  polaires  de  A  par  rapport  aux  quadriques  H  homo- 
focales à  E. 

En  considérant  maintenant  le  point  à  l'infini  sur  la 
droite  Apq  normale  au  plan  II,  ce  point  est  le  pôle  du 
plan  n  par  rapport  a  une  quadrique  Sa,  cette  quadrique 
admet  alors  le  plan  II  comme  plan  principal.  Récipro- 
quement, si  un  plan  IT  est  plan  principal  d'une  qua- 
drique du  faisceau  S,  le  lieu  de  ses  pôles  par  rapport  à 
toutes  les  quadriques  de  ce  faisceau  est  la  normale  au 
plan  menée  par  le  point  q,  qui  est  son  pôle  par  rapport 
à  la  sphère  Z,  et  cette  normale  passe  par  A;  dès  lors  le 
plan  II  satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé. 

Troisième  et  quatrième  Partie.  —  Par  un  point  M 
de  l'espace  passent  trois  plans  de  la  développable;  cha- 
cun d'eux  est  le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  une 
seule  surface  H;  on  peut  donc  considérer  comme  coor- 
données particulières  de  M  les  paramètres  déterminant 
les  trois  quadriques  homofocales  correspondant  aux 
trois  plans  issus  de  ce  point. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  #,  y,  z  du  point  M 
au  moyen  des  trois  paramètres  À,  pi,  v  des  quadriques 
précédentes,  nous   considérerons   le  plan    polaire   du 
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point  A  (jc0,^'0,  s0)  par  rapport  à  la  surface 


ar*  y1 

\-  — *£—      ¥ 

at  _  p         £i  _  p         c*  —  p 


Hp  =  rs r  +  rv— r  -*- :  —  i  =  o, 


bomofocale  à  l'ellipsoïde;  les  coordonnées  de  ce  plan 
sont 

a1  — p  6*  —  p  c1  —  p 

ces  équations  définissent,  lorsque  p  varie,  les  plans  suc- 
cessifs de  la  développable. 

En  écrivant  qu'un  de  ces  plans  passe  par  le  point 
(x,  y ',  z)  ou  a  une  équation  en  p  qui  est  du  troisième 
degré;  en  désignant  par  X,  (jl,  v  ses  trois  racines,  on  a 
identiquement 

*xq         ryp         zz<>   __         (?  —  * ) ( p.— tO ( p  — v) 

a*  — p         6*  — p        c*  — p  (a»  —  p)~(6«  — p)~(c*  — p)' 

et  la  méthode  classique  de  décomposition  du  second 
membre  en  fractions  simples  donne  les  valeurs  sui- 
vantes pour  x,y}  z  : 

(qt-_X)(q»—  fjt)(q«—v) 

(6*— X)(6«— n)(6»— v) 

(c«  —  X)(c«— nHc8  — *). 

Si  Ton  suppose  dans  ces  formules  que  les  deux  nom- 
bres p  et  v  deviennent  égaux,  et  si  Ton  y  regarde  X  et  u, 
comme  paramètres  variables,  elles  définissent  la  sur- 
face développable  du  quatrième  ordre,  enveloppe  des 
plans  II;  lorsqu'on  y  laisse  u  constant,  x,  y,  z  sont  les 
coordonnées  des  points  successifs  d'une  génératrice  de 
cette  surface;  au  contraire,  lorsqu'on  y  laisse  \  con- 
stant, a*,  y.  z  sont  les  coordonnées  des  points  d'une 


(*)  \y  = 


(  528  ) 
conique;  celte  conique  est  située  dans  le  plan  polaire 
de  A,  par  rapport  à  la  surface  Hx,  et  constitue  une  partie 
de  Tintersection  de  la  surface  développable  par  ce  plan; 
le  reste  de  Tintersection  est  constitué  par  la  génératrice 
de  contact  de  ce  même  plan  et  de  la  surface,  cette  gé- 
nératrice étant  comptée  comme  droite  double. 

Si  Ton  suppose  que  X,  |a  et  v  deviennent  égaux,  les 
formules  donnant  x,  y%  z  définissent  alors,  quand  \ 
varie,  les  points  successifs  de  la  cubique  gauche  arête  de 
rebroussement  de  la  développable;  cette  cubique  admet 
comme  plans  osculateurs  particuliers  les  trois  plans  de 
coordonnées  et  le  plan  de  l'infini. 

Je  vais  montrer  que  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels 
les  trois  plans  II  qui  y  passent  sont  rectangulaires  est  la 
droite  OA;  cette  droite  joue  pour  la  développable  le 
même  rôle  que  la  directrice  pour  une  parabole.  Pour 
cela,  je  remarque  d'abord  que  les  plans  II  sont  en  même 
temps  les  plans  principaux  des  quadriques  du  faisceau 
tangentiel  S  ;  les  centres  de  ces  quadriques  ont  précisé- 
ment pour  lieu  la  droite  OA,  et  de  chaque  point  de  celte 
droite  sont  issus  trois  plans  II  rectangulaires,  savoir  les 
plans  principaux  de  la  quadrique  S  ayant  son  centre  en 
ce  point. 

Il  reste  à  faire  voir  qu'il  ne  peut  exister  d'autres 
systèmes  de  plans  II  formant  un  trièdre  trirectangle  que 
ceux  que  nous  venons  de  mentionner;  supposons  en 
effet  qu'il  en  existe,  considérons  l'un  d'eux,  et  désignons 
par  II i  l'un  des  trois  plans  qui  le  constituent,  par  II 2  et 
n3  les  deux  autres  et  par  D4  l'intersection  de  ces  derniers. 
Le  plan  U{  est  plan  principal  pour  une  quadrique  que 
nous  appellerons  S4  et  dont  nous  désignerons  le  centre 
par  M<  ;  ce  point  M{  est  le  sommet  d'uu  trièdre  trirec- 
tangle constitué  par  les  plans  principaux  de  S«,  et  doul 
les  faces  appartiennent  à  la  développable  des  plans  tz; 


(  5*9  ) 
Tune  de  ces  faces  est  le  plan  n4î  et  les  deux  autres  vont 
passer  par  le  point  rf,  situé  à  l'infini  dans  la  direction  Df 
qui  est  normale  à  II,. 

Or  par  ce  point  rff  ne  passent,  outre  le  plan  de  l'in- 
fini, que  deux  plans  de  la  développable;  on  en  conclut 
que  les  plans  II2  et  II  s  ne  peuvent  différer  des  deux  autres 
plans  principaux  de  Si,  et  que  le  sommet  du  trièdre  pri- 
mitif doit  se  confondre  avec  M|. 

Nous  avons  ainsi  montré  que  les  systèmes  de  trièdres 
trirectangles  formés  de  plans  de  la  développable  sont 
identiques  aux  systèmes  de  plans  principaux  des  qua- 
driques  S  successives. 

Cinquième  et  sixième  Partie.  —  La  section  de  la 
surface  enveloppe  des  plans  II  par  un  de  ces  plans  se  com- 
pose, avons-nous  dit,  de  la  génératrice  de  contact  comptée 
comme  droite  double,  et  d'une  conique  enveloppe  des 
traces  des  autres  plans  de  la  développable  sur  le  premier. 
Cette  conique  est  complètement  déterminée,  car  elle  est 
tangente  à  la  génératrice  de  contact  de  son  plan,  et  aussi 
aux  traces  de  ce  plan  sur  les  plans  de  coordonnées  et  sur 
le  plan  de  l'infini  ;  elle  est  donc  une  parabole. 

Nous  déterminerons  par  le  calcul  le  lieu  des  foyers  de 
ces  paraboles,  en  cherchant  les  coordonnées  du  foyer  de 
celle  de  ces  courbes  qui  est  située  dans  un  plan  donné 
de  la  développable.  Si  nous  nous  reportons  aux  équa- 
tions (2)  et  si  nous  y  supposons  \  fixe,  [/.  et  v  variables, 
elles  fournissent  les  coordonnées  des  points  du  plan 
représenté  par  l'équation 

et  ce  plan,  que  nous  appellerons  Ilx,  appartient  à  la  dé - 
•veloppable.  A  chaque  système  de  valeurs  données  à  jjl 
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et  à  v  correspondent  deux  autres  plans  11^  et  nv  repré- 
sentés par  les  équations 

gj'o     ,     yy<>     ,     zz0 

— _ r   __ , I  =  o, 

a*— jjl        à1 — (jl        c1— p 

al  _   v  6* V  C*  —  V  ' 

et  les  traces  de  ces  deux  plans  sur  le  premier  sont  deux 
tangentes  à  la  parabole  qui  y  est  contenue;  enfin,  les 
valeurs  de  x, y,  z  fournies  par  les  équations  (i)  sont 
précisément  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de 
ces  deux  tangentes. 

Pour  que  ce  point  soit  le  foyer  de  la  parabole  du 
plan  ITx,  il  faut  et  il  suffit  que  les  droites  d'intersection 
de  ce  plan  avec  les  plans  O^et  Ilv  soient  deux  droites  iso- 
tropes, c'est-à-dire  rencontrent  le  cercle  imaginaire  de 
l'infini. 

Ces  conditions  sont  exprimées  par  la  relation  facile  à 
obtenir 

*(fi)  =  2^  jj(ô«-  c*)*(a*-  X  )«(«»-  fi)*=  o 

et  par  la  relation  analogue  <É>(v)  =  o  obtenue  en  rem- 
plaçant uparv;  autrement  dit,  les  deux  paramètres  [fetv 
doivent  être  les  deux  racines  de  l'équation  3>(u,)  =  o, 
où  X  est  fixe,  et  où  ix  est  l'inconnue . 

Il  suffit  de  transporter  les  valeurs  de  ces  racines  à  la 
place  de  u,  et  v  dans  les  formules  (2)  pour  obtenir  les 
coordonnées  du  foyer;  la  valeur  de  x  est 

x-x^o       a  ){c       a)  s(ai_X)«(&«— c«)VJ*J 

et  celles  de^  et  de  z  sont  analogues. 

On  voit  que,  lorsque  \  varie,  le  foyer  décrit  une 
cubique  gauche. 
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THÉORIBNMS   RÉtâ»NS; 

Par  M.  IT 


1.  On  sait  que  n  points  distincts  déterminent  sur 
une  droite  w-Hi  segments. 

Dans  un  plan,  n  droites,  dont  deux  quelconques  ne 
sont  pas  parallèles,  et  dont  trois  quelconques  ne  passent 
pas  par  un  môme  point,  déterminent 

n  (  n  —  i  )        n 
).  I 

régions. 

Dans  l'espace,  n  plans,  dont  trois  quelconques  ne  sont 
pas  parallèles  à  une  même  droite  et  dont  quatre  quel- 
conques ne  passent  pas  par  un  môme  point,  déter- 
minent 

nin       i  )  (  «  —  a  )       n(n  —  i  )        n 

».»..)  l.'Jt  1 

régions. 

2.  Ces  formules  se  généralisent.  Considérons,  dans 
l'espace  k  p  dimensions,  n  variétés  à  p —  i  dimensions. 

Supposons  que  p  -+-  i  quelconques  de  ces  variétés  ne 
passent  pas  par  un  môme  point  et  que  p  quelconques  ne 
soient  pas  parallèles  à  une  môme  variété  à  une  dimension. 
Je  dis  que  le  nombre  de  régions  qu'elles  forment  est 

_  n(w-i)...(/t-/?+i) 

n{n  —  \)...{n — 0  +  2)  n 

+ ..»...</>-.) +--  +  7  +  1- 

Ann.de  Mathémat.,  3' série,  t.  XVI.  (Décembre  1897.)      ^4 
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Cette  formule  s'établirait  d'une  façon  analogue  aux 
précédentes.  On  établirait  d'abord  la  formule 
pp p/»      •  pp-i . 

1  n  —  *  /i-i  ^  r«--i  ? 

puis,  de  proche  en  proche,  on  en  déduirait  la  formule 
précédente. 

3.  L'énoncé  purement  algébrique  de  la  question  pré- 
cédente est  le  suivant  : 

Etant,  données  n  fonctions  linéaires  de  p  variables, 
de  combien  de  combinaisons  de  signes  sont-elles  suscep- 
tibles ? 

On  suppose  que  les  déterminants  d'ordre  p  -h  i, 
formés  avec  les  coefficients  des  variables  et  les  termes 
indépendants  dans  p  -\-  1  fonctions  quelconques,  ne 
soient  pas  nuls,  et  qu'il  en  soit  de  même  des  détermi- 
nants d'ordre  p  formés  avec  les  coefficients  des  va- 
riables dans  p  fonctions  quelconques. 

Dans  ces  conditions,  ce  nombre  est  Pp/r 
Remarquons  (pie,  si  n^p, 

1  n  —  z    > 

ce  qui  veut  dire  que  les  n  fonctions  peuvent  prendre  tous 
les  signes  possibles.  Autrement  dit  : 

Un  système  de  n  inégalités  du  premier  degré  à  p  in. 
connues,  dont  les  premiers  membres  satisfont  aux 
conditions  indiquées  plus  haut  est  toujours  compatible 
si  n^p. 

A.    Théorème 

Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  de  la  formule 
qui  donne  P£ . 
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5.  Maintenant,  étant  données  n  fonctions  linéaires 
X,,  X2,  .  . ,  X„  à  p  variables  *rhj:2,  • . . ,  xpj  satisfai- 
sant aux  conditions  précédentes,  quelles  sont  les  combi- 
naisons de  signes,  au  nombre  de  P£,  dont  elles  sont 
susceptibles? 

Supposons  que  nous  sachions  résoudre  ce  problème 
pour  la  valeur  n  —  i  de  Pindice  /i.  Soit  C  une  combi- 
naison de  signes  possibles  pour  les  fonctions  Xt, 
A-2,  •  . . ,  A/t_i  • 

Nous  allons  chercher  de  quel  signe  est  susceptible  X„, 
étant  donné  que  X! ,  X2,  . .  . ,  X„_4  ont  les  signes  de  la 
combinaison  C.  Nous  recommencerons  cette  détermina- 
tion pour  toutes  les  combinaisons  C  et  le  problème  sera 
résolu. 

D'abord,  la  fonction  X„  est-elle  susceptible  des  deux 
signes  (*)?  Si  oui,  elle  sera,  par  continuité,  susceptible 
de  s'annuler.  Posons  donc  X„=  o. 

On  tire  de  cetle  équation  la  valeur  de  xp,  par 
exemple,  en  fonction  de  x{.  x2,  .  ..,jr^_|.  On  porte 
cette  valeur  dans  les  fonctions  X|,  X2,  .  .  -,  X„_!.  Ces 
fonctions  deviennent  fonctions  de  p  —  i  variables,  et 
Ton  verra  si  ces  fonctions  sont  susceptibles  des  signes 
de  la  combinaison  C.  Si  oui,  c'est  que  cette  combinaison 
est  compatible  avec  les  deux  signes  de  X„. 

Sinon,  elle  n'est  compatible  qu'avec  un  signe  de  X„ 
qu'il  reste  à  déterminer.  Il  suffît  pour  cela  de  substituer 
dansX,,  un  système  de  valeurs  de  x4,x2,  •  • .  ,• a>  donnant 
à  XM  X2,  . . . ,  Xw_!  les  signes  de  la  combinaison  C;  ou 
encore  un  système  de  valeurs  annulant  p  de  ces  fonc- 
tions et  donnant  aux  n  — p  —  i  autres  les  signes  de  la 
combinaison  C  (a). 


( !  )  En  langage   géométrique  :  la  variété   \n  —  o   traversc-t-clle  la 
région  C? 

(3)  En  langage  géométrique  :  un  sommet  de  la  région  C. 
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Ce  système  de  valeurs  n'annule  pas  Xw,  puisque,  par 
hypothèse,  p  4-  i  fonctions  ne  s'annulent  pas  pour  une 
même  valeur  des  variables.  On  obtient  donc  pour  X* 
un  certain  signe  qui  est  le  signe  cherché. 

Les  calculs  sont  très  simples  pour  p  =  i .  Pour  p  =  a, 
la  représentation  géométrique  est  très  facile  à  effectuer 
exactement,  et  remplace  avantageusement  le  calcul. 

6.  Nous  allons  montrer  que  le  cas  de  p  -+-  /i  fonc- 
tions à  p  variables  se  ramène  à  celui  de  p  -+-  h  fonc- 
tions à  h  —  i  variables. 

Le  problème  est  ainsi  simplifié  si 
h-i<p. 

Soient  Xl}  X2,  .  •  . ,  Xjm  Xj,+, ,  .  .  . ,  Xjj,+a  ces  p  -+-  h 
fonctions  linéaires  de  p  variables. 

Cherchons  à  déterminer  a, ,  a2, .  .  . ,  a^,  a^+i ,  .  . . ,  *p+h 
de  façon  que 

(1)      ŒjXi-4-  atXjH-, . . -t-a,,  X ,, -H  ï/»+t^+t  +  '  •  •+a/'+AX/H-A« 
soit  identiquement  nulle. 

Nous  obtenons  p  -+- 1  équations  linéaires  entre  les 
p  -h  h  quantités  a  ;  nous  pourrons  exprimer  ces  p  -h  h 
quantités  en  fonctions  linéaires  de  A  —  1  variables. 
Déterminons  les  P^+^  combinaisons  de  signes  dont  elles 
sont  susceptibles.  Ces  combinaisons  sont  impossibles 
pour  les  fonctions  X,  puisque  l'expression  (1)  est  iden- 
tiquement nulle. 

Ce  sont  d'ailleurs  toutes  les  combinaisons  de  signes 
impossibles  pour  les  fonctions  X.  En  effet,  le  nombre 
de  ces  combinaisons  impossibles  est  iP+h —  P£+*.  Or  ce 
nombre  égale  P*~i  d'après  le  théorème  du  n°  4. 

Exemple  : 

Xi  =  3 X\  -î-  Tf .2*3  -h  1, 

Xj  =T,  +  Tj  +  rj+l, 
X3  =  4  *l  ~  X*  H"  a:r3  •+■  3, 

Xv  =  6 xt  -h  ixi  —  5.r3  -+-  6, 

X5  =  1TV— -  Uj-r  J?j-f-Il. 
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Posons 


d'où 


(1  où 


aiX!-h  ŒiXj-h  a3X3-h  «4X4-1-  jsX8==  o, 

3ai-f- aj-l-4a8H-6a4-i-    2*5  =  0, 
ai-H«|—    Os-haa4 —    2as  =  o, 

—  Ctj-f-  «2 -h  2*3 — 5Œ4-H         «5  =  0, 

•2«i-H  at-h  3aj-h  6*4-1-1124=  o, 


«t  = 
a,  = 

«4  = 


f  63  «5—19 

4«       ' 

—  i65a,-h5 
S 

—  94  ai— 2?. 
~~ïi ' 

—  i55a5 —  4 

4"i 


Les  combinaisons  de  signes  possibles  pour  a,,  a2,  aa, 
a4,  a5  et  par  suite  impossibles  pour  \t9  X2,  X3,  X4,  X5 
sont  contenues  dans  les  colonnes  du  Tableau  suivant, 
dont  la  construction  est  facile  à  comprendre. 


«5 

-4     -h 

—  00        — —      — —         0 

1:0        47 

1                  '9          -4-00 

33          463 

*t 

•+- 

*ï 

-H 

-4- 

-+- 

-+- 

— 

— 

23 

+" 

-H 

— 

— 

— 

— 

** 

-H 

«* 

— 

— 

— 

-H 

-+- 

-*- 

7.  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que/7  -f-  1 
quelconques  des  variétés  ne  passaient  pas  par  un  môme 
point.  Voyons  ce  qui  arrive  dans  ce  cas,  ou  plus  gêné- 
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ralcment  ce  qui   arrive  lorsque  À   des  variétés  à  p  —  i 
dimensions  passent  par  une  variété  de  dimension  A. 

Soit  P£(A',  h)  le  nombre  de  régions  formées.  On  peut 
calculer  ces  expressions  de  proche  en  proche  par  la  for- 
mule 

pp(ky  h)  =  p/;_t  (*,  /*)  -h  pgzK*,  h  - 1), 

valable  pour  n —  i^À",  et  qui  ramène  le  calcul  de 
P£(A-,  h)  à  celui  de  Pjf(A%  A).  Ce  dernier  se  fera  au 
moyen  de  la  formule 

Pg(*f  h  )  =  PL,  (A-  -  i ,  A)  -h  PgZj  (*-  i,  A). 

On  arrive  ainsi  par  un  calcul  de  récurrence  sans  dif- 
ficulté à  la  formule  générale 

pg(^A)  =  •2(I+ci.A.^c/u+...+G^A.)(I^Gi..1+c^1+...+Gf:^,) 

+  cjtHi  +  ci+...+  crA-1) 

-hc;u(i+ci+ci^...-hcrA'f) 


-+-C£i(n-Ci) 
■+■  CjU. 

CJ  désignant  comme  à  l'ordinaire  l'expression 

r(r—  !)...(/'  —  5  +  i) 

I .2. . .S 

Cette  formule  est  générale  en  faisant  les  conventions 
que 

1>£(*,/0  =  P£ 

lorsque  A  5^ — i  et  que 

Pfi(*,A)    ou    Pg 

sont  égaux  à  un  quand  /;  =  o  et  à  zéro  quand  p  est  né- 
gatif. 

8.  Une  autre  singularité  que  peuvent  présenter  les 
n  variétés  c'est  que  h  d'entre  elles  soient  parallèles  à 
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une  même   variété    de   dimension    //.    Si    Ton  appelle 
H£(fc,  h)  le  nombre  de  régions  formé,  on  trouve 


H-  OU- 

9.  Maintenant  si  Ton  considérait  n  variétés  kp  —  i 
dimensions  dont  k  passent  par  une  variété  de  dimen- 
sion /i,  A*'  par  une  variété  de  dimension  h\  etc.,  kt  sont 
parallèles  à  une  variété  de  dimension  /i«,  k\  à  une  va- 
riété de  dimension  h\y  etc.  ;  sans  établir  de  formule  gé- 
nérale, on  pourra,  eu  tout  cas,  calculer  le  nombre  de 
régions  formées. 

Par  exemple,  cherchons  le  nombre  de  régions  for- 
mées par  six  plans,  dont  trois  passent  par  une  même 
droite  D  et  trois  par  une  autre  droite  D'  ne  rencontrant 
pas  D. 

Faisons  abstraction  d'un  plan,  les  cinq  autres  forment 
P| (3,  i)  =  22  régions. 

Or  le  sixième  plan  coupe  les  cinq  précédents  suivant 

cinq  droites,  dont  trois  passent  par  un  même   point  et 

deux  coïncident.  Le  nombre  des  régions  formées  par 

ces  droites  est 

PJ(3,  o)  =  io. 

Donc  le  nombre  cherché  égale  22  ■+- 10  =  32. 
Si  les  deux  droites  D  et  Dr  se  rencontraient,  il  fau- 
drait raisonner  autrement  et  Ton  trouverait 

28  régions. 

De  même  la  détermination  des  combinaisons  de  signes 
correspondant  à  chacune  de  ces  régions  se  fera  par  une 
méthode  analogue  à  celle  du  n°  5. 
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[A31]  [H12ba] 

RACINES  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 
INTÉGRATION  DUNE  ÉQUATION  AUX  DIFÉRENCES  MÊLÉES; 

Par  M.  E.-M.  LÉMERAY. 


Ou    peul   facilement    ramener   quelques    équations 
transcendantes  aux  types 


x  =  ax,        xx  =■  a, 


que  j'ai  étudiés  dans  deux  Notes  précédentes  (décembre 
1896,  février  1897).  Soit  l'équation 


élevons  les  deux  membres  à  la  puissance  m,  puis  posons 
xm=y,  am  =  5,  elle  devient 

yy  =  b. 

Équation  xa*  =  b.  —  Élevons  a  à  la  puissance  expri- 
mée par  les  deux  membres,  on  a 

{a*)tn''l  =  af>=  c, 
d'où 

a*  =  \fc         et         T—b()fc)~X' 


L'équation  a?==  kx  se  ramène  à  la  précédente  en  récri- 
vant 

xia-i  )■* -  =  A—1. 

L'équation  «•*"=  x  -h  b  se  ramène  à  son  tour  à  la  pré- 
cédente en  écrivant 

aJ  *  h  —  ah(x  -;•  h ), 

ot  posant  x  -f-  b  =J'. 

On  peut  également  réduire  les  équations  un  peu  plus 


générales 


m, 
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{ax)i)b(fl"':=  m,         (x  -h  k)maP**-*r=  b. 


Pour  la  première   posons   ax=y,   élevons  les  deux 

membres  à  la  puissance  b~scac\  posant  ensuite  }'c  =  zy 
mb-*ca'=  n^  ej|e  devant 


Pour  la  deuxième  posons  encore  ax  =y,  élevons  à  la 
puissance  p~Kc,  on  est  ramené  à  la  forme  zk.z=  B.  La 
troisième  se  ramène  au  même  type  en  posant  x  -h  h  =y* 
En  achevant  les  calculs,  on  remarquera  que  x  s'exprime 
sans  que  le  signe  logarithmique  y  figure. 

En  résolvant  ces  équations,  il  faut  d'une  part  élimi- 
ner les  racines  étrangères  introduites;  de  l'autre,  con- 
stater que  Ton  a  obtenu  toutes  les  racines  de  la  propo- 
sée. Cherchons,  par  exemple,  les  intersections  réelles 
des  deux  courbes^  =  ax  et  y  =  bx2  (a  >  i  et  b  >  o). 

La  Jig.  i  nous  montre  qu'il  y  a  toujours  une  racine 

Fifc.   i. 


réelle  négative  et  qu'il  peut  exister  deux  racines  réelles 
égales  ou  inégales. 

Pour  résoudre  l'équation  a*  =  bx2  qui  rentre  d'ail- 
leurs dans  un  des  lypcs  signalés  plus  haut,  on  peut 


l'écrire 
et  Ton  a 
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Pour  que  les  deux  racines  positives  soient  égales  il  faut 
que  l'on  ait 


c'est-à-dire 


ou  encore 


v/â^=  e  ou  a  =  e  e  . 

Si  a  est  plus  petit  que  cette  valeur,  on  aura  deux  racines 
réelles  inégales.  Il  est  clair  qu'il  faut  prendre  les  radi- 
caux \fa  et  \Jb  avec  le  seul  signe  -i-.  On  n'obtient  pas 
ainsi  la  racine  négative.  Pour  l'avoir  on  changera  x  en 

—  x  et  Ton  est  amené  à  résoudre  l'équation  bx*  =  — 
qu'on  peut  écrire  x\Ja  =  —  et  Ton  a 

y/b 

qu'il  faudra  changer  de  signe;  ainsi  les  trois  racines 
réelles  seront  données  par  la  même  formule  où  \ja  est 
pris  avec  le  signe  -+-  *,  \/A  avec  le  signe  -+-  pour  avoir 
les  deux  racines  positives,  et  avec  le  signe  —  pour  avoir 
la  racine  négative. 

Le  symbole  de  la  surracine  deuxième  permet  encore 
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de  résoudre  quelques  questions.  Considérons  la  courbe 
représentative  de  la  fonction 


y  =  y/a^—x1 

[en  coordonnées  polaires  l'équation  de  cette  courbe 
est  p  =  aPc0'w5  en  coordonnées  semi-polaires  (abscisse 
et  rayon  vecteur)  elle  est  p  =  ax\  Pour  «>i,  elle 
peut  présenter  trois  formes,  suivant  que  a  est  plus  petit 

!  i  1 

que  e%  égal  à  ee  ou  plus  grand  que  ee.  On  trouve  facile- 
ment que  pour  x  infini  et  positif  elle  est  asymptote  aux 
courbes  y  =  ±:  ax  (jfig.  2),  qu'elle  est  tangente  à  ces 
courbes  pour  x  =  o  ;  qu'en  chacun  des  points  réels  où 
elle  coupe  Taxe  Ox,  elle  admet  une  tangente  parallèle 
hOy. 


Cherchons  les  abscisses  de  ces  points  d'intersection  ; 
pour  j^==  o  il  faut  avoir  ax=x  ou  a~x  =  x;  les  deux 

racines  réelles  positives  seront  les  deux  valeurs  de  j~ -, 

1  1 

égales  si  a  =  ee,  inégale  si  a  est  plus  petit  que  ee.  La* 


Va 
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Cherchons  aussi  les  abscisses  des  points  où  la  courbe 
admet  une  tangente  horizontale.  On  a 
dy a**La  —  x 

dx  ~~        y/ a**—  a?1 

On  a  donc   à  résoudre  l'équation  a2xLa —  x  =  o; 

La     .,     . 
posons  x=  —  ;  il  vient 

jLa  1 

a  z     =  -  ou  -3-  =  a21*"  : 

on  a  donc 

'h—zrr.  L« 


z 


=  i/a~îLrt  et  a-  =  y 


J/a-îL« 


Les  deux  valeurs  seront  distinctes,  si  la  surracine  en 

a  deux,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

i 
i  <  aîLa  <  e*. 

Les  deux  valeurs  seront  égales  (point  stationnaire)  si 
Ton  a 

a*La  =  e*,        c'est-à-dire         La=— • 

y/ie 

L'abscisse  est  alors 
et  l'ordonnée  a  pour  valeur 

'V^-V/;- 

Elle  est  donc  égale  à  l'abscisse. 

Quand  on  fait  a  égal  à  i,  la  courbe  se  réduit  à  un 
cercle  de  rayon  î,  décrit  autour  de  l'origine  pour  centre 
et  à  une  droite  parallèle  à  Oy  à  l'inûni. 

Intégration  de  l'équation 
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dans  laquelle  a  et  i  sont  deux  constantes,  y_i  étant  la 
valeur  de  la  fonction  quand  la  variable  a  pour  valeur 
x —  i. 

D'après  la  série  de  Taylor,  on  a 

i  i* 

v(*rç)  __  v(m) yim+l)  _+_  __  vt'M+*, 


On  a  donc  à  résoudre  l'équation  linéaire  d'ordre  in- 
fini à  coefficients  constants 

O  =  ytm+p) a  (  y(m, y(m+V  _j_  m  m     \  m 

L'équation  caractéristique  peut  s'écrire 
/•m-+-/»  —  arme~ir  =  o. 

Elle  admet  d'abord  les  m  racines  r  =  o  ;  ce  qui  don- 
nera un  polynôme  de  degré  m  représentant  l'ensemble 
des  m  intégrales  particulières  indépendantes  de  i  ;  il  reste 

rP  =  ae-fr. 

Pour  la   résoudre,    élevons    les   deux  membres  à  la 

i 
puissance  -  , 

(a-p-i)r  =  (e-'P-i)r, 

ce  qui  la  ramène  à  la  forme  Ax  =  B*  vue  précédem- 
ment, et  les  racines  seront 

r  =  zt  aP~l  \y/ep-liaP~)     . 

Suivant  les  valeurs  attribuées  aux  quantités  a,  p,  i, 
il  pourra  ou  non  exister  des  racines  réelles;  il  y  en 
aura  trois  au  plus.  En  désignant  par  P,  R,  S  ces  trois  ra- 
cines, on  en  lire  les  intégrales  particulières 

jr  =  Cm+i  <?**,        y=Cm+te*r,        y  =  Cm+lé**    p). 
(')  Si  R  et  S  sont  égales,  on  aura  y  =  e*r(Cm^  -+-  Cm+2x). 
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En  ce  (jui   concerne  les  racines  imaginaires  qui  sont 
conjuguées   deux  à  deux,  el  d'ordre  simple,  elles  onl 
pour  valeurs 

ap-'[u(—  p~l iaP'*)  ±  /—  i  r(— />-»  wr')], 

u  et   t>  étant  les  fonctions  considérées  dans  notre  Note 
du  numéro  de  février. 

En  ne  tenant  pas  compte  des  racines  étrangères,  que 
Ton  reconnaîtra  d'ailleurs  facilement,  il  restera  une  in- 
fini lé  d'intégrales  particulières  de  la  forme 

y  =z  eaP~  '"  Z)1  )  \  cos[ a*-' v( z )]  x  +  B  sin[aP-1  v(z)]x  \, 

où  Ton  a  posé 

et  A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 


[14] 

SUR  LE  CARACTÈRE  QUADRATIQUE  DU  NOMBRE  3 
PAR  RAPPORT  A  UN  NOMBRE  PREMIER  QUELCONQUE; 

Par  M.  Raoul  BRICARD. 


Euler,  Legendre  et  plus  récemment  Stieltjes  (*)  ont 
donné  des  démonstrations  simples  des  théorèmes  rela- 
tifs aux  caractères  quadratiques  des  nombres  —  i  et  2 
par  rapport  à  un  module  premier.  Je  me  propose  d'in- 
diquer dans  cette  Note  comment  on  peut,  par  une  mé- 
thode élémentaire,  déterminer  les  nombres  premiers 
dont  le  nombre  3  est  ou  n'est  pas  résidu  quadratique. 


(')  Voir  V Introduction  à  l'Elude  de  la  Théorie  des  Nombres  et 
de  V Algèbre  supérieure,  de  MM.  E.  Borel  et  J.  Drach. 
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Soil  p  un  nombre  premier  cl  ms  un  nombre  quel- 
conque de  la  suite  2,  3,  ...,/>  —  1 .  On  peut  détermi- 
ner un  nombre  entier  m2,  inférieur  à  p  et  tel  quel'on  ait 
mj/?ij  — ;«i — 1         (mod/?). 

Il  est  évident  que  Ton  n'a  ni 

m,  ==  o         (mod/?), 
ni 

mt  =^  1         (mod/?); 

m2  appartient  donc  à  la  même  suite  que  m,. 

Le  nombre  m2  ainsi  obtenu  permet  de  déterminer  un 
nombre  m3,  appartenant  à  la  suite  a,  3,  ...,  p  —  1, 

tel  que  l'on  ait 

m,;/23-^mî — 1         (mod/?), 
et  ainsi  de  suite. 

La  suite  de  nombres  ainsi  obtenue,  //i, ,  //ij,  m3,  ... 
donne  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

i°  Si  m 2  est  différeut  de  //iM   il  en  est  de  même  de 
#w8.  En  elîet,  on  aurait,  dans  le  cas  contraire, 

//tj/ni  -:--s  mt — 1  =  nt\  —  t         (mod/)), 
d'où 

ce  qui  serait  contraire  à  l'hypothèse. 
2°  On  a  toujours,  au  contraire, 
m  v  =  /W|. 

Écrivons,  en  effet,  de  la  manière  suivante,   les   con- 
gruences  qui  déterminent  successivement  les  nombres 

mi(ffi|-  1)     =  — 1         (mod/?), 

mtmz~mt — j         (mod/?), 

/ns(/w3 — 1)==  — 1  (mod/?), 
/rt3jni  =  7?i3 — 1         (mod/?). 

La  seconde  congruence  est  écrite  de  deux  manières 
différentes. 
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Multiplions   membre   à   membre   la   première   et  la 
deuxième  congruence.  Opérons  de   même  sur  la  troi- 
sième et  la  quatrième.   Il  vient,  après  divisions  par  des 
facteurs  incongrus  à  zéro, 

/ni/»ï/nj=—  i         (mod/>), 
mj/n3m4= — i         (mod/>), 
d'où  Ton  tire 

(/?î! — /rc4)m2m3  =  o        (modp), 
et,  par  suite, 

3°  Enfin  il  peut  arriver  que  Ton  ait  m2  =  m( .  Alors 
tous  les  termes  de  la  suite  m,.  ra2,  ...  seront  iden- 
tiques. m«   est  dans  ce  cas  une  racine  de  la  congruence 

a:*  —  a?-M==o        (mod/>), 

qui  admet  aussi  la  racine  p  -+■  1  —  m,  et  celle-là  seule- 
ment, comme  on  le  voit  immédiatement.  Cette  nou- 
velle racine  est  nécessairement  distincte  de  la  première, 
si  Ton  suppose  p^3.  En  effet,  on  aurait,  dans  le  cas 
contraire, 

mi  =  p-\-i  —  m.        d  ou         m(  =  £— — > 

et,  par  suite, 

OU 

/?*-H  3  ?=o        (mod/>), 

congruence  impossible. 

On  peut  résumer  ainsi  ce  qui  précède  :  si  la  con- 
gruence 

x1  —  a? -h  i  ==  o         (mod/>) 

est  impossible,  les  nombres  de  la  suite  a,  3,  .  . .,  p  — i 
se  répartissent  en  un  certain  nombre  de  groupes  de  trois 
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termes,  et  Ton  a  nécessairement 

p  —  2  ~  o         (mod3), 

et  le  nombre  p  est  de  la  forme  3^4-2. 

Si  au  contraire  cette  congruence  est  possible,  la  même 
suite  comprend  deux  nombres  satisfaisant  à  cette  con- 
gruence, plus  un  certain  nombre  de  groupes  de  trois 
termes. 

On  a  alors 

jB-i  -130         (  mod  3  ). 

Le  nombre  p  est  de  la  forme  iq  •+-  i . 
Les  réciproques  sont  évidemment  vraies. 
Remarquons  maintenant  que  la  congruence 

x* — j  +  iso        (moàp) 
peut  s'écrire 

(ix —  i)4-i-3=-=o        (modp). 

Elle  est  donc  possible  ou  impossible,  suivant  que 
Ton  a 

(>-)-  -  (?)--■ 

et  Ton  en  déduit  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  —  3  est  résidu  quadratique  des  nombres 
premiers  de  la  forme  3</  -f-  i,  et  non  résidu  des  nom- 
bres premiers  de  Informe  5q  -+-  a. 

En  combinant  ce  théorème  avec  les  théorèmes  rela- 
tifs au  caractère  quadratique  du  nombre  —  i,  on  ob- 
tient facilement  la  valeur  du  symbole  (  -  j    pour   toutes 

les  valeurs  du  nombre  premier  p.  Je'  n'insiste  pas  sur 
le  résultat  bien  connu  que  Ton  obtient  ainsi  :   mon  but 
était  simplement  de  montrer  comment  on  peut  y  par- 
venir par  les  procédés  les  plus  élémentaires. 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XVI.  (Décembre  1897.)       35 
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CERTIFICATS  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET   1897.    -    COMPOSITIONS. 


Lille. 

Certificat  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

1 .  Énoncer  et  démontrer  les  propriétés  principales 
des  fonctions  définies  par  les  égalités  suivantes 

-       -« 

C(*)=sï(7))f       /><*)  =  -?'(*)• 

On  suppose  que  Von  donne  à  w  toutes  les  valeurs 
comprises  dans  la  formule 

w  =  ikv>  -+-  ik' V, 

to,  tûf  étant  deux  constantes  données  dont  le  rapport 
est  imaginaire,  h  et  k  deux  entiers  susceptibles  de 
prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  négatives 
ou  nulles  sans  pouvoir  toutefois  s'annuler  en  même 
temps. 

Montrer  comment  toute  fonction  doublement  pério- 
dique et  méromorphe  peut  s'exprimer  à  l'aide  d'une 
fonction  ^(z)  et  de  ses  dérivées. 

2.  Intégrer  l'équation  linéaire 

d3  y  d*  y  dy 
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-V.  B.  —  L'équation  algébrique  qu'on  est  conduit  à 
résoudre  a  ses  racines  commensurables. 

Certificat  de  Géométrie  supérieure. 

i.  Donner  les  différentes  définitions  des  lignes  de 
courbure  d'une  surface;  montrer  qu 'elles  sont  équiva- 
lentes; établir  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  :  application  aux  sur/aces  du  second  ordre. 

Démontrer  les  propriétés  fondamentales  des  lignes 
de  courbure  en  général,  leur  conservation  dans  la 
transformation  par  inversion,  leur  rôle  dans  la  théorie 
des  systèmes  triples  orthogonaux. 

2.  Lignes  asjmptotiques  d'une  surface  de  révolu- 
tion; déterminer  le  méridien  de  telle  sorte  que  les 
lignes  asjmptotiques  se  projettent  sur  le  plan  des  pa- 
rallèles suivant  des  spirales  logarithmiques  ayant  le 
pied  de  l'axe  pour  pôle. 

Certificat  de  Mécanique  rationnelle. 

1.  i°  Établir  les  équations  de  Lagrange  pour  un 
point  matériel  mobile,  sans  frottement,  sur  une  surface 
fixe  ou  mobile. 

i°  En  supposant  que  cette  surface  soit  fixe,  et  que 
la  force  appliquée  au  mobile  dérive  d'un  potentiel,  ra- 
mener les  équations  du  mouvement  à  la  forme  cano- 
nique; puis  montrer  que,  si  l'on  en  confiait  une  inté- 
grale première,  distincte  de  celle  des  forces  vives,  leur 
intégration  s* achève  à  l'aide  de  quadratures. 

2.  Un  tube  homogène  pesant  AU,  de  section  négli- 
geable, et  ayant  la  forme  d'une  demi-circonférence, 
est  suspendu  à  une  tige  rectitigne  horizontale  fixe  xx*. 
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à  l'aide  de  deux  tringles  CD,  CD'  terminées  par  des 
anneaux  très  petits  D  et  l¥.  Ces  tringles,  invariable- 
ment fixées  au  tube  en  C  et  C\  sont  égales  et  symé- 


triquement placées,  de  manière  que,  dans  toutes  les  po- 
sitions du  tube,  le  diamètt  e  AB  reste  parallèle  à  xx1. 

Quand  le  tube  AU  est  immobile  dans  sa  position  d'é- 
quilibre stable,  on  abandonne  à  elle-même  en  A,  sans 
vitesse  initiale,  une  petite  sphère  pesante  S,  ayant  un 
diamètre  un  peu  inférieur  à  celui  du  tube,  de  manière 
quelle  puisse  y  pénétrer. 

On  demande  d'étudier  dans  ces  conditions,  et  sans 
tenir  compte  du  frottement,  les  mouvements  de  la 
sphère  S  et  du  tube  AB.  On  désignera  par  m  la  masse 
de  cette  sphère  et  par  mf  la  masse  du  solide  formé  par 
le  tube  et  les  deux  tringles. 


Cehtificat  d'Astronomie. 

1 .  Détermination  de  la  parallaxe  du  Soleil  par  les 
passages  de  Vénus. 

N.  B.  —  On  suppose  connues  les  formules  de  la  pa- 
rallaxe en  longitude  et  en  latitude,  savoir 

^.       r0PcosX0   .  ^.        r0PsinX0   .   ,> 

0/  =  — r — -sin(/  —  /„),  oA  =  -^— : -sm(A  —  0), 

cosA  v  sin<p  T 

;,o»   /0>  ^0   étant  les  coordonnées  écliptiques  du  lieu 
d'observation,  /,  \  P  la  longitude,  la  latitude  et  la 
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parallaxe  horizontale  de  l'astre  observé,  <p  un  angle 

tangX* 


défini  par  la  formule  langp  = 


cos(/ —  iQ) 


Certificat  de  Mécanique  appliquée. 

1.  Théorie  du  isolant.  On  traitera  seulement  les 
questions  suivantes  ; 

i  °  fioles  distincts  du  volant  et  du  régulateur  ; 

2°  Formule  permettant  de  déterminer  le  montent 
d'inertie,  le  poids  et  les  dimensions  du  volant,  co/i- 
naissant  la  puissance  4>  de  la  machine  en  chevaux,  le 
nombre  de  tours  K  par  minute,  le  coefficient  de  régu- 
larité m,  le  rapport 

T 

K  =  r 

oit  T  désigne  le  travail  moteur  pour  un  tour  et  8  la 
plus  grande  valeur  de  la  différence  entre  le  travail 
moteur  et  le  travail  résistant,  et  enfin  la  valeur  v 
adoptée  pour  la  vitesse  moyenne  à  la  jante  $ 

3°  Méthode  employée  pour  déterminer  le  rapport  K 
dans  la  pratique. 

2.  Une  machine  à  vapeur  pour  laquelle  on  a  4>=3o , 
N  =  6o,  m  =  8o,  K  =  i  o,  v  =  i  q>  fonctionne  en  régime 
normal,  quand,  par  suite  dy un  accident ,  les  résistances 
sont  brusquement  réduites  aux  résistances  passives, 
propres  à  la  machine,  qui  représentent  un  travail  égal 
au  dixième  seulement  du  travail  moteur.  On  suppose 
en  outre  que  le  régulateur  soit,  par  suite  du  même 
accident,  empêché  de  fonctionner,  de  manière  que  le 
travail  moteur  par  tour  garde  sa  valeur  normale. 

Dans  ces  conditions  on  demande  de  déterminer  ap- 
proximativement les  nouvelles  valeurs  de  la  vitesse  v 
après  i ,  2,  ...,  n  tours,  de  manière  à  voir  à  peu  près 
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le   temps  dont   dispose  le  mécanicien,   pour   arrêter 
V arrivée  de  la  vapeur  ayant  que  la  machine  ait  pris 


une  vitesse  dangereuse. 


Marseille. 

Certificat  de  Mécanique. 

Sur  une  droite  horizontale  Ox  sont  mobiles,  sans 
frottement ,  trois  points  de  même  masse  A,  B,  C. 

Le  point  A  est  relié  au  point  B  par  un  fil  élastique, 
et  te  point  B  est  relié  au  point  C  par  un  fil  élastique 

F 
i  i 1 i  »  ^ 


identique  au  premier;  ces  fils  s' allongent  proportion- 
nellement à  leur  tension. 

A.  l'origine  du  temps,  les  points  A,  B,  C  sont  sans 
xntesse  et  les  fils  sont  à  l'état  naturel. 

On  fait  alors  agir  sur  le  point  A  une  force  F  con- 
stante et  dirigée  suivant  Ox,  et  Von  demande  de 
trouver  le  mouvement  du  système  sachant  qu'on  né- 
glige la  masse  des  fils,  que  la  longueur  primitive  de 
chacun  d'eux  est  a,  et  qu'une  tension  égale  à  F  dou- 
blerait la  longueur  de  chacun  de  ces  fils. 

On  développera  les  valeurs  des  abscisses  des  mobiles 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  du  temps,  et 
l'on  poussera  ce  développement  jusqu'à  la  sixième 
puissance  inclusivemen t . 

Solution. 
On  est  conduit  au  type  d'équation 

d*x 

-.-    -f-  zx  —  h  cohh't  -t-  a/--r  p. 
dt1        '  r 
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En  négligeant  t\  le  point  A  est  seul  déplacé. 
En  négligeant  /*,   les  points   A  et  B  sont  seuls  dé- 
placés. 

Certificat  d'Analyse  infinitésimale  (Calcul  différentiel 
et  intégral). 

i°  Soient  Ox,  Oy^  Oz  trois  axes  rectangulaires, 
et  soit  z  =  f(x,  y)  V équation  d'une  surface  rapportée 
à  ces  axes. 

Définir  en  un  point  le  paraboloïde  osculateur  dont 
l'axe  est  la  normale  à  la  surface. 

En  considérant  l'indicatrice  comme  la  section  du 
paraboloïde  osculateur  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent  au  sommet  et  situé  à  une  distance  de  ce  plan 
égale  à  V unité,  trouver  l'équation  de  la  projection  de 
V indicatrice  sur  le  plan  xOy. 

Rappeler ,  sans  démonstration ,  l'équation  aux 
rayons  de  courbure  principaux. 

On  appellera  p,  q,  r,  5,  t  les  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres  de  z  par  rapport  à  x  et  à  y. 

20  Soit  posé  t  =  x  -\-y  \l —  1 ,  u  =  X  -H  Y  y/ —  1 ,  on 
suppose  que  X  et  Y  soient  des  fonctions  réelles  des  deux 
T»ariables  réelles  et  indépendantes  x  et  y,  et  tellement 
choisies  que  u  puisse  être  considéré  comme  une  fonc- 
tion analytique  de  t.  On  peut  représenter  la  variable  t 
dans  le  plan  xOy,  et  au  point  t  élever  une  perpendi- 
culaire au  plan  xQy,  sur  laquelle  on  prendra  des  lon- 
gueurs respectivement  égales  àULct  à  Y.  On  aura  ainsi 
deux  surfaces,  dont  les  équations  peuvent  être  écrites 

Zi  =  \(T,jr)        et         zt=\(jr,y). 

Démontrer  : 

i°   Que  l'on  a  entre  les  dérivées  partielles  de  zs  et 
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de  z2  les  relations 

p*  =  —  qu       q\——  Pi. 
/'i  =  —  tx  =  *j,       rt  =  —  t\  =  —  st  ; 

2°  Que  les  projections  sur  le  plan  xOv  ries  indica- 
trices des  surfaces  X  et  Y  aux  points  homologues  sont 
deux  hyperboles  équilatères  égales,  et  que  les  asym- 
ptotes de  lfune  coïncident  avec  h' s  axes  de  l'autre  ; 

3°  Que  le  produit  des  raj  ons  de  courbure  princi- 
paux est  le  même  dans  les  deux  surfaces  aux  points 
homologues. 

Solution. 

Pour  la  première  partie,  on  développe  en  série.  Soit, 
en  prenant  le  point  sur  l'axe  des  z, 

z  —  z0  =  px  -+-  qy  -+-  r«r*-t-  isxy  -+-  ty*->r-. . .. 

Un  point  étant  à  une  distance  égale  à  l'unité  du  plan 
tangent  au  point  (o,  o,  z0),  on  aura 
z'-z0  —  pT-qj/  _  ( 
/i+^  +  y2 
et,  s'il  est  sur  la  surface,  on  aura 


On  lire  de  là  facilement  la  projection  de  l'indicatrice 
sur  le  plan  des  xy. 

Pour  la  seconde  partie,  voir  le  Traite  des  Fonctions 
elliptiques  ('2e  édit.,  p.  8)  de  Briot  et  Bouquet. 

Certificat  d'Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  i°  Définir  la  parallaxe  d'un 
astre  ; 

2°  Indiquer  la  relation  simple  qui  existe  entre  la 
parallaxe  horizontale  et  la  parallaxe  de  hauteur,  dans 
l'hypothèse  de  la  sphéricité  de  la  Terre  ; 
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3°  Admettant  que  la  surface  terrestre  est  un  ellip- 
soïde de  révolution  autour  de  l'axe  des  pôles,  établir 
les  formules  rigoureuses  qui  permettent  de  passer  de 
V ascension  droite  (a)  et  de  la  déclinaison  (3)  géocen- 
triques  à  l'ascension  droite  (a')  et  la  déclinaison  (o') 
pour  un  point  de  la  surface  terrestre  ; 

4°  Développer  en  séries  les  différences  a'  —  a  et  o' —  o; 

5"  Formules  pratiques  pour  les  astres  autres  que  la 
Lune. 

Nancy. 
Certificat  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

EpRF.rvE  écrite.  —  Première  (juuMion.  —  Intégrer 
le  système  d'équations  différentielles  linéaires  simul- 
tanées du  premier  ordre 

dr 
dz 

on  exposera  sur  cet  exemple  une  méthode  d'intégra- 
tion d'un  tel  système. 

Deuxième  question.  —  Etant  donnes  trois  axes  rec- 
tangulaires ()j,  Oy,  O  z,  on  considère  les  sphères  (2) 
ayant  leur  centre  sur  O  z  et  dont  le  rayon  a  une  lon- 
gueur donnée  R. 

i°  Démontrer  que  les  trajectoires  orthogonales  de 
ces  sphères  sont  des  courbes  (C)  situées  dans  des  plans 
passant  par  O  z ,  et  que  chacune  d'elles  est  une  trajec- 
toire orthogonale  dy  une  famille  de  cercles  de  rayon  R. 
Les  coordonnées  des  points  de  l'une  quelconque  de  ces 
courbes,  située  dans  le  plan 

y  =  x  tangp. 
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peuvent  être  représentées  par  les  équations 

(x  =  R  si n  a  cost«, 
y  =  R  sina  sinv, 


I  z  =  R  cos  //  -+-  R  Log  (  tang  -  J  ■ 


c  désignant  une  constante  et  u  l'angle  de  la  tangente 
à  la  courbe  avec  O  z . 

2"  Lorsqu'on  remplace  c  par  une  /onction  de  v  et 
qu'on  regarde  u  et  v  comme  variables,  les  équations 
précédentes  définissent  une  surface  (S)  engendrée  par 
des  courbes  (C);  démontrer  quelle  coupe  orthogona- 
lement  chacune  des  sphères  (S),  et  que  ses  lignes  de 
courbure  sont  d'une  part  ses  courbes  d'intersection 
avec  les  sphères  (S),  d'autre  part  les  positions  succes- 
sives de  la  gêné  rat  r' ce  (C). 

3°  Lorsqu'on  suppose  c  =  o,  les  formules  (i)  défi- 
nissent une  surface  (S o)  qui  est  de  révolution  autour 
de  Oz  ;  déterminer  le  produit  de  ses  rayons  de  cour- 
bure principaux.  . 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  portion  de  la 
courbe  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par 
y  =  sin x  et  comprise  entre  les  points  d'abscisse  x  =  o 
et  x  =  iz  ;  on  demande  de  déterminer  : 

i°  L'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  xl 

2°  Le  volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant 
autour  de  Ox  } 

3°  L'aire  de  la  surface  de  révolution  limitant  ce 
volume. 

Solutions. 

in*  question. 

z  =  —  ri  etx  -+-  4r2«-3j  -+-  \e   Jr. 
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.a"  question.  —  Les  trajectoires  orthogonales  des 
sphères  de  rayon  R  dont  le  centre  se  déplace  sur  Os 
sont  des  courbes  dont  la  tangente  en  chaque  point  ren- 
contre Oz  et  a  une  longueur  constante  égale  à  R  ;  ce 
sont  des  tractrices  dans  des  plans  passant  par  Oz  -,  ces 
courbes  C  sont  Ion  tes  égales  entre  elles  et  se  déduisent 
de  Tune  d'elles  par  translation  parallèle  à  Oz  et  par 
rotation  autour  de  cet  axe. 

Si  l'on  considère  une  surface  S  engendrée  par  le  dé- 
placement d'une  courbe  C,  la  tangente  à  la  génératrice 
en  un  point  est  le  rayon  de  la  sphère  S  qui  passe  par 
ce  point  ;  par  suite  S  est  orthogonale  à  chacune  des 
sphères  S,  el  les  courbes  d'intersection  de  S  et  de  ces 
sphères  £  sont  lignes  de  courbure  de  S  ;  comme  ces 
lignes  coupent  à  angle  droit  chacune  des  génératrices  C, 
celles-ci  sont  les  deuxièmes  lignes  de  courbure  de  la 
surface. 

Lorsque  c  =  o,  on  a  une  surface  de  révolution  qui 
n'est  autre  que  la  pseudo-sphère  ;  le  produit  des  rayons 
de  courbure  principaux  est  constamment  égal  à  — R2. 

Epreuve  pratique.  —  Les  résultats  sont  respective- 
ment 

2,     —,     m\fi.-+-  Log(i-h  v/a)]. 

Certificat  de  Mécanique  rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  Un  gyroscope  formé  d'un  tore, 
d'un  disque  et  d'un  anneau  extérieur  à  la  façon  ordi- 
naire, est  fixé  par  son  centre  O  ;  son  anneau  extérieur 
tourne  d'un  mouvement  uniforme  de  rotation  de  vi- 
tesse angulaire  m  autour  de  la  verticale  passant  par  O. 

On  désigne  par  À  le  moment  d'inertie  équatorial 
du  tore,  par  C  son  moment  d'inertie  axial,  par  A!  le 
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moment  d'inertie  éq  un  forint  du  disque ,  par  G  son  mo- 
ment d'inertie  axial,  et  l'on  suppose  que  l'on  ait 

C'=,A'  =  2A  =  ^. 

(JJ 

On  demande  : 

i°  Quelle  vitesse  angulaire  initiale  de  rotation  il 
faut  imprimer  au  tore  autour  de  son  axe  pour  que  cet 
axe  placé  horizontalement  et  abandonné  sans  vitesse 
initiale  tende  indéfiniment  vers  la  nadir  aie  sans  ja- 
mais r atteindre  ? 

a°  D'établir  la  loi  du  mouvement  du  tore  autour  de 
son  axe. 

Epreuve  pratique.  —  On  envisage  un  arc  de  chai- 
nette  homogène  dont  les  extrémités,  situées  du  même 
côté  du  sommet,  sont  les  points  où  la  normale  à  la 
courbe  fait  avec  son  axe  des  angles  respectivement 
égaux  à  3o°  et  70°  ;  la  distance  du  sommet  à  la  direc- 
trice est  égale  à  3ocni. 

On  demande  de  déterminer  le  centre  de  masse  de 
cet  arc  et  celui  de  la  masse  homogène  comprise  entre 
cet  arc,  les  parallèles  à  l'axe  de  la  chaînette  menées 
par  ses  extrémités,  et  la  directrice  de  la  courbe. 

Solution. 

La  théorie  du  gyroscope  de  renoncé  se  ramène, 
d'après  les  formules  de  Bour  et  de  Gilbert,  à  celle  du 
pendule  à  plan  tournant. 

Si  H  est  l'angle  formé  à  l'instant  t  par  l'axe  du  tore 
avec  la  verticale  vers  le  bas,  G0  l'angle  formé  A  l'instant 
initial,  cp  l'angle  définissant  à  chaque  instant  la  position 
du  tore  dans  sa  rotation  autour  de  son  axe,  et  n  la  vi- 
tesse initiale  de  cette  rotation,  on  sait  que  l'on  a 

ftO) 

(1)  -j-  =  n  -+-  <*)(cosO    -  cnsOo): 
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de  plus,  le  mouvement  de  Taxe  du  tore  est  le  même  que 
celui  d'un  pendule  simple  de  longueur  ô,  dont  le  plan 
tourne  autour  de  la  verticale  avec  la  vitesse  constante  <i>f , 
3,  et  ci>4  étant  donnés  par 


A  h- A'  M  /A  +  C'-A' 


-y/1- 


Le  mouvement  de  ce  pendule  est  donné  par  l'équation 

1^77/  =  "M008**  ""  cos60)(fl — cosô), 


lorsqu'on  pose 


-a*        cos60: 


pour  que  8  tende  vers  zéro  lorsque  le  temps  augmente 
indéfiniment,  il  faut  et  il  suffit  que  a  soit  égal  à  l'unité  ; 
cette  condition  conduit,  avec  les  données  du  problème, 
à  n  =  i . 

L'équation  qui  fournil  6  devient  alors 

—  o>  dt  =  — ==  ; 
ycosO(i  —  cosô) 

la  substitution  cosf^u* —  i)  —  i  la  ramène  à  la  forme 

,  x  du 

U>  dt  =    — r t 


et  Ton  obtient  de  cette  façon,  en  tenant  compte  des  con- 
ditions initiales. 


cosO 


Quant  à  <p,  il  est  fourni  par  l'équation  (i),  qui  devient 

ici 

<Ap  =  dt  -h  cosOto  <ft, 
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d'où 

©  —  <t0  —  /  -t-    /    cos  6  u>  dt  ; 

eu  introduisant  la  variable  u  dans  la  dernière  intégrale 
on  a 


v  —  o0  =  / 


f— 


•a)(II*— I) 


ou 

?-?0=/(n-w)-Lop— _ r — — - 

(/a  — i)*«*"-tVa-i-i 

Lorsque  <  augmente  indéfiniment,  le  mouvement  du 
tore  autour  de  son  axe  tend  à  devenir  un  mouvement  de 
rotation  uniforme  avec  la  vitesse  i  -f-  co. 


Certificat  d'Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  Première  question.  —  Connais- 
sant les  six  éléments  d'une  planète,  calculer  pour  une 
époque  donnée  les  coordonnées  géocentriques  de  la 
planète. 

Deuxième  question.  —  Démontrer  qu'une  fonction 
quelconque  de  deux  angles,  donnée  arbitrairement 
entre  les  limites  o  et  air  de  l'un  des  angles,  o  et  -n,  de 
l'autre,  et  restant  finie  entre  ces  limites,  peut  être  dé- 
veloppée en  série  convergente  de  fonctions  de  La  pi  ace. 

Épreuve  pratique.  —  A  Nancy ,  dont  la  latitude  est 
?  =  48°4i'3i*, 
on  a  observé  à  un  certain  instant  l'azimut  a  et  la  dis- 
tance zénithale  z  d 'une  étoile 

a  —  >;x 5° 4  3'  >.o\        z  =  •>.  >°  |4  3o"  ; 
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calculer  V heure  sidérale  de  cet  instant.  On   commit 
i ascension  droite  A  de  l'étoile 

A  —  90 17'  12*  a5. 

Certificat  de  Géométrie  supérieure. 

Kpreuve  écrite.  —  Etant  donnes  trois  axes  rectan- 
gulaires Oor,  Oyy  Oz,  on  considère  la  sur/ace  (S)  dé- 
finie  par  V équation 

(jr* -h  y*)(x*-h  yx—  laz)  -h  aa^J1  —  y*)  —  o. 

A  tout  point  M  de  la  surface  (S)  on  fait  corres- 
pondre un  point  Q  du  plan  xOy  obtenu  de  la  façon 
suivante  :  on  projette  le  point  M  sur  le  plan  xOj  ,  et, 
sur  la  droite  joignant  le  point  O  à  la  projection  P  du 
point  M,  on  prend  un  point  Q  tel  que 

OP.OQ  =  *«, 

k  désignant  une  longueur  constante  : 

i°  Lorsque  le  point  M  de  la  surface  (S)  reste  dans 
un  plan  (II),  le  point  correspondant  Q  décrit  une 
conique  (C),  et,  quand  le  plan  (II)  je  déplace,  la  co- 
nique (C)  reste  harnioniquement  circonscrite  à  toutes 
les  coniques  (F)  d'un  faisceau  tangentiel; 

20  Quand  le  plan  (II)  est  tangent  à  la  surface  (S), 
la  conique  (C)  se  décompose  en  deux  droites;  ces  deux 
droites  sont  respectivement  tangentes  aux  deux  co- 
niques (T)  qui  passent  par  leur  point  d'intersection; 

3°  Trouver  la  condition  pour  que  le  plan  (II)  ayant 

pour  équation 

z  =  mx  -r-  ny  -r  p 

soit  tangent  à  la  surface  (S)} 

4°  Le  point  M  décrivant  une  ligne  asymptotique  de 
la  surface  (S),  le  point  Q  décrit  l'une  des  coniques  (Y) 
du  faisceau  tangentiel  considéré. 
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Épreuve  pratique.  —  On  donne  une  parabole  (II) 
dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Par  une  tan- 
gente variable  à  la  parabole  (II)  on  mène  un  plan  (P) 
faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  constant  et 
donné  a,  puis  on  considère  la  surface  (S)  enveloppe  du 
plan  (P). 

i°  Démontrer  que  la  droite  A,  suivant  laquelle  le 
plan  (P)  touche  son  enveloppe,  est  normale  à  la  para- 
bole (II)  et  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  égal 
à  a-, 

2°  La  droite  A  reste  tangente  à  une  courbe  H  du 
genre  hélice;  construire  la  projection  horizontale  du 
point  ou  la  droite  A  touche  la  courbe  (  H  )  ; 

3°  Déterminer  la  trace  de  la  surface  (S)  sur  le  plan 
vertical  mené  par  l'axe  de  la  parabole  (II)  et  vérifier 
que  cette  trace  est  une  parabole. 

Solution. 

La  surface  considérée  est  une  surface  de  Steiner,  ayant 
comme  point  triple  le  point  à  l'infini  sur  Taxe  des  z  et 
comme  droites  doubles  cet  axe  des  z  et  les  droites  joi- 
gnant le  point  triple  aux  points  cycliques  du  plan 
des  xy.  Toute  section  plane  est  une  quartique  à  trois 
points  doubles,  unicursale;  sa  projection,  faite  du  point 
triple  sur  le  plan  des  xy,  est  une  quartique  bi circulaire 
ayant  un  point  double  à  l'origine,  et  son  inverse  est  une 
conique. 

Les  coordonnées  Ç,  t\  du  point  Q,  inverse  de  P,  peu- 
vent servir  de  paramètres  pour  exprimer  les  coordonnées 
du  point  M  de  la  surface;  ces  dernières  ont  pour  valeur 

-         y=  — —  -        *  -  — — 


La  section  de  la  surface  parle  plan  z  =  /«x-f-  ny-\-  p  a 
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pour  conique  représentative 

elle  est,  lorsque  le  plan  varie,  harinoniqucment  circon- 
scrite aux  coniques  du  faisceau  tangentiel  T,  représenté 
par  l'équation 

Ak(a*  —  r1)  —  4  a1  «'*-+-  apur  =  o. 

Pour  qu'un  plan  II  soit  tangent  à  la  surface,  il  faut  et 
il  suffit  qu'il  la  coupe  suivant  une  quartique  à  quatre 
points  doubles,  décomposable  en  deux  coniques,  par 
conséquent  que  la  conique  C  soit  réductible,  ce  qui 
donne  la  condition 

flw!(  a  -+•  p)  —  an*(a  —  p)  —  2(a* — p1)  =  o. 

Les  tangentes  communes  aux  coniques  Y  sont  les 
quatre  droites  doubles  du  système  des  coniques  C;  ce 
sont  les  images  des  quatre  coniques  situées  sur  la  sur- 
face et  dont  les  plans  sont  tangents  respectivement  en 
tous  les  points  de  chacune  d'elles. 

Une  asympto tique  de  la  surface  S  est  tangente  en  cha- 
cun de  ses  points  à  l'une  des  deux  coniques  de  section 
par  le  plan  tangent  en  ce  point;  son  image  doit  être  tan- 
gente en  chaque  point  à  Tune  des  droites  formaut  une 
conique  C  décomposable  et  ayant  ce  point  pour  centre  ; 
les  coniques  du  faisceau  T  jouissent  précisément  de  cette 
propriété.  Les  lignes  asymptotiques  de  S  sont  des  lors 
des  courbes  unicursalcs,  tangentes  aux  quatre  coniques 
doubles. 

Certificat  dàlgèbhk  supéhiklhe. 

Épreuves  écrites.  —  Première  question.  —  Étant 
donnée  une  forme  binaire  cubique  f  sans  facteur  mul- 
tiple, quels  sont  son  invariant  et  ses  deux  covariants 

Ann.  de  Mat  lié  ma  t.,  3*  série,  l.  XVI.  (Décambre  1897.)       36 
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principaux}  Comment  réduit-on  f  à  la  forme  cano- 
nique. 

Deuxième  question.  —  On  considère  le  faisceau  tan- 
gentiel  des  coniques  homofocales  S  représentées  en  coor- 
données rectangulaires  par  V équation 

(  I  -h  |JL  )  II-  -+-  fJL  V*  —   «'*  =  O, 

où  [x  est  un  paramètre  variable  : 

i  °  Déterminer  toutes  les  coniques  S  qui  sont  harmo- 
niquement  circonscrites  à  la  fois  à  toutes  les  coniques  £  ; 
elles  forment  un  système  triplement  infini  de  Informe 

À,  S! -H  À2Si-r-  X3SjH-X4S4=  o. 

Déterminer  les  couples  de  points  qui  sont  conjugués  à 
la  fois  par  rapport  à  toutes  les  coniques  S  et  celles  de 
ces  coniques  qui  se  réduisent  à  une  droite  double; 

2°  Chaque  point  du  plan  est  le  centre  d'une  co- 
nique S  réductible  à  deux  droites ,- former  l'équation 
de  cette  conique; 

3°  Par  un  point  du  plan  passent  une  infinité  de  co- 
niques S  formant  un  réseau;  déterminer  la  Jacob  ienne 
et  la  courbe  de  Hermite  de  ce  réseau. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  cubique  re- 
présentée par  l'équation 

x3  -\-yl —  *i  =  o 

et  le  point  de  coordonnées  x  ~  i ,  y  =  i  situé  sur  cette 
courbe. 

Former  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des 
tangentes  à  la  courbe  issues  de  ce  point ,  autres  que 
celle  qui  y  a  son  point  de  contact,  appliquer  la  théorie 
des  invariants  à  la  réduction  du  premier  membre  de 
cette  équation  à  la  forme  bicarrée  et  à  la  recherche 
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des  racines.   Quel  est  le  rapport  anharmo nique  des 
tangentes  considérées?. 

Solution  (Algèbre  supérikirk). 

Les  coniques  liarnioniqucment  circonscrites  à  toutes 
les  coniques  X  ont  pour  équation 

Xifx1  — %yî-»»5s)-h  aXjj'^  -+-  aXjsx  -+-  i\i>xy  =  o; 

elles  sont  conjuguées  par  rapport  aux  trois  couples  d'om- 
bilics du  faisceau  tangenticl,  et  les  droites  doubles  du 
système  sont  les  quatre  tangentes  communes  aux  qua- 
driques  I. 

Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  droites  consti- 
tuant une  conique  S;  ce  sont  les  tangentes  aux  deux 
coniques  2  qui  passent  par  ce  point. 

Si  les  coniques  S  passent  par  un  point  M,  la  courbe 
de  Hermite  du  réseau  se  décompose  dans  ce  point  et 
dans  la  parabole  bien  connue  enveloppe  des  polaires  de 
ce  point  par  rapport  aux  coniques  S;  la  jacobienne  est 
la  strophoïde  podaire  de  cette  parabole  par  rapport  au 
point  M  :  c'est  la  focale  à  nœud. 

En  général,  si  Ton  considère  le  système  des  coniques 

Xi  Si  -+■  X,S2-i-  X3S3  -t-  X4Sfc  =  o, 

et  si  J 129  est  la  jacobienne  de  S,,  S2,  S3  l'équation 

S,(a\  ^,  *)JmO'-y^')—  Ss(ar,^,  *)J13V(tf',y,  *') 
-+■  S,(:r,  y,  z)  Jm(*',  y' >  *')—  S* (a?,  y,  z)  Jn«(*',  y\  z')  =  o 

représente,  lorsque  x',  y\  z'  sont  les  coordonnées  d'un 
point  fixe,  la  conique  S  réductible  ayant  son  centre  en 
ce  point;  si  au  contraire  x,  y,  z  sont  les  coordonnées 
d'un  point  fixe,  et  si  x\  y\  z1  sont  variables,  elle  repré- 
sente la  jacobienne  du  réseau  des  coniques  S  passant  par 
le  point  fixe. 
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Poitiers. 
Certificat  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Composition.  —  Soient  M  un  point  quelconque  d'une 
surface  S,  N  le  point  ou  la  normale  M>~  rencontre  le 
plan  xOy,  trouver  les  surfaces  S  telles  yaeMN  =  0>T. 
—  Lignes  de  courbure  de  ces  surfaces.  —  Lignes 
asy  m  p  touques  de  la  surface  S  qui  contient  la  droite 
r  =  o,  x  =  2«. 

Certificat  de  Mécanique. 

Composition.  —  Un  tore  ou  anneau  homogène, 
pesant,  préalablement  animé  d'une  très  grande  vitesse 
de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure  est  posé  sur 
un  plan  horizontal,  son  axe  faisant  un  angle  0o  avec 
la  verticale  et  son  centre  de  gravité  ayant  une  vitesse 
initiale  nulle.  On  demande  d7  étudier  son  mouvement 
en  négligeant  tout  frottement.  —  Lieu  du  point  de 
contact  sur  le  plan  horizontal.  —  Données  :  a%  distance 
du  cercle  méridien  à  l'axe  ;  A,  le  rayon  de  ce  cercle. 

%  =  7»  0'o  =  o,         <J/0  =o. 

4 

Epreuve  pratique.  —  Un  cône  de  révolution  homo- 
gène dont  la  hauteur  est  de  im  et  dont  le  demi-angle 
au  sommet  est  de  3o°  est  suspendu  par  une  de  ses  arêtes 
supposée  horizontale.  Trouver  la  longueur  du  pen- 
dule simple  synchrone  de  ce  pendule  composé. 

Certificat  d'Astronomie. 

Composition.  —  Exposer  la  méthode  pour  déter- 
' miner  la  longueur  du  méridien  terrestre,  en  suppo- 
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sant  connues  les  co latitudes  extrêmes  d'un  arc,   la 
longueur  de  cet  arc  et  une  valeur  approchée  de  l'apla- 
tissement. 

Montpellier. 

Certificat  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  Une  surface  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires  est  représentée  par  l'équation 

On  demande  :  i°  de  trouver  les  deux  systèmes  de 
lignes  de  courbure;  a°  pour  un  point  arbitraire  de  ta 
sur/ace,  calculer  les  coordonnées  des  centres  et  les 
rayons  de  courbure  principaux  qui  correspondent  à 
chacune  des  deux  lignes  de  courbure  passant  par  ce 
point;  3°  si  le  point  donné  décrit  une  ligne  de  cour- 
bure, démontrer  que  le  centre  de  courbure  correspon- 
dant est  fixe;  4°  déterminer  le  lieu  de  tous  ces  centres 
de  courbure  principaux. 

Solution. 

La  solution  est  immédiate  si  Ton  remarque  que  la 
surface  est  l'enveloppe  des  deux  systèmes  de  sphères 

ar\*-h  (jr*-+- j'1-*-*1  —  a%)\  -h  9.ay  =  o, 
jr'-h^'-H  -1-»-  ax  =  *a(x-h  y)cos\t  -+-  **az  sinjx. 

Certificat  d'Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  Problème  de  Kepler .  —  En  par- 
tant des  lois  de  Kepler,  trouver  en  fonction  du  temps 
V anomalie  excentrique,  le  rayon  vecteur,  V anomalie 
vraie  et  la  longitude  d'une  planète.  Développement» 
en  série» 
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On  demande  de  calculer  V  obliquité  de  V  ècliptique 
et  V ascension  droite  du  point  vernal,  comptée  à  partir 
du  méridien  M. 

Certificat  dk  Mécanique  rationnelle. 

Épreuve  écrite.  —  Un  solide  homogène  est  limité 
par  la  surface  d'un  paraboloïde  de  révolution  et  le 
plan  d'un  parallèle;  a  étant  le  paramètre  de  la  méri- 
dienne, la  distance  du  parallèle  au  sommet  est  fa. 

i°  Déterminer  la  position  du  centre  de  gravité  du 
solide. 

a°  Le  solide  étant  en  contact,  par  un  point  de  la 
sur/ace  du  paraboloïde,  avec  un  plan  horizontal  fixe, 
sur  lequel  on  peut  glisser  sans  frottement,  on  lui  /m- 
prime  la  rotation  w  autour  de  son  axe  et  on  V aban- 
donne à  l'action  des  forces  qui  le  sollicitent.  Étudier 
son  mouvement.  Indiquer  d'une  manière  générale  les 
formes  des  courbes  décrites  par  le  point  de  contact 
sur  le  plan  fixe  et  sur  le  paraboloïde.  Considérer  en 
particulier  le  cas  oit  <o  =  o. 

Épreuve  pratique.  —  Dans  le  tétraèdre  OABC,  les 
arêtes  OA,  OH,  OC  ont  respectivement  pour  lon- 
gueurs a,  6,  c,  et  sont  rectangulaires  deux  à  deux.  On 
suppose  le  tétraèdre  rempli  d'une  matière  homogène 
de  densité  égale  à  V unité.  Quelles  relations  doivent 
exister  entre  a,  by  c  pour  que  V ellipsoïde  d'inertie  re- 
latif à  O  soit  de  révolution  ?  Ces  relations  étant  satis- 
faites, déterminer  l'axe  et  la  méridienne  de  cet  ellip- 
soïde. 
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Toulouse. 

Certificat  d'Analyse. 

T.  On  considère  la  surface  algébrique  du  quatrième 
ordre  définie  par  les  formules 

x  =  M*, 

y  =  av. 

fui  déterminent  les  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires x,  y y  z  d'un  de  ses  points  en  fonction  de 
deux  paramètres  u  et  v. 

i°  Démontrer  que  la  section  de  cette  surface  par  un 
quelconque  de  ses  plans  tangents  se  compose  de  deux 
coniques; 

a°  Déterminer  ses  lignes  asymptotiques  et  démon- 
trer que  ce  sont  des  courbes  algébriques  unicursales ;. 

3°  Calculer  en  chacun  de  ses  points  ses  rayons  de 
courbure  principaux. 

H.  Calculer y  en  se  servant  du  théorème  de  Cauchyr 
la  valeur  de  chacune  des  intégrales  définies 


r*~*        cos.r         .                 r*™        sin.r 
/ ;  tir     et       /         

/         i  -*-  x  -t-  x1  J  i  ■+-  x  -f- 


-ndr. 


Certificat  de  Mécanique. 

I.  Démontrer  le  théorème  de  Coriolis  sur  le  mouve^ 
ment  relatif  d'un  point  matériel. 

II.  On  donne  un  fil  homogène  parfaitement  flexible- 
qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  m  au- 
tour d'un  axeOx  auquel  il  est  attaché  par  ses  extré- 
mités  en   deux  points  fixes  A   et  B.    On   négligera 
l'action   de   la   pesanteur.    On    demande   la  figure- 
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d'équilibre  de  ce  fil  et  la  tension  en  chacun  de  ses 
points. 

Cëiitificat  dk  Calcul  différentikl   et  intégral. 

Epiielve  écrite.  —  I.  On  désigne  par  R,  H,,  R2 
trois  fonctions  dépendant  respectivement,  la  première 
de  la  seule  variable  p,  la  deuxième  de  la  rwiable  p, , 
la  troisième  de  la  variable  p2l  et.  par  IV,  R',,  R^  les 
dérivées  de  ces  trois  fonctions. 

i°  Démontrer  que  les  trois  familles  de  surfaces  que 
l'on  obtient  en  donnant  successivement  à  p,  p,,  os  des 
valeurs  constantes  dans  les  formules 

_         R       P  R  ■+  Rt  —  Pl  r;  -+-  Rt  —  p,  R', 


p*-hpî-bp 


.  _O0    R-pR'-hfr-piR'i+Rt-ptR»' 

r  P'  +  PÏ  +  PÎ  * 

ou  .r,  j',  z  désignent  les  coordonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires d'un  point  de  V espace ,  constituent  un  sys- 
tème triple  orthogonal. 

a°  Etablir  que  ces  trois  familles  sont  formées  de 
surfaces  ayant  toutes  leurs  lignes  rie  courbure  planes. 

II.  Trouver  la  fonction  la  plus  générale  de  x  -h  y 
qui  vérifie  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dx  ôy  ~  (J+/)1 

III,  On  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
irrationnelle  suivante 

oii  p  et  q  désignent  les  dérivées  -r-  et  -p  »  par  rapport 
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aux  variables  indépendantes  x  et  y,  de  la  fonction  in- 
connue z. 

i°  Trouver  l'intégrale  générale  de  cette  équation; 

2°  Déterminer  une  surface  intégrale  passant  par  la 
parabole  dont  les  équations  sont 

x  =  o,        y*=z}.z. 

Certificat  de  Mécanique  rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  so- 
lide de  révolution  homogène  suspendu  par  un  point  de 
son  axe  et  soumis  uniquement  à  des  forces  telles  que  la 
fonction  potentielle  correspondante  est  représentée  par 
l'expression  Hcos28:H  désignant  une  constante,  9 
V *  angle  formé  par  l'axe  du  solide  avec  une  droite  de 
direction  constante  passant  par  le  point  fixe. 

Epreuve  pratique.  —  Déterminer  le  moment  d'iner- 
tie d'une  sphère  homogène  de  rayon  R,  de  densité  p 
relativement  à  un  axe  tangent  à  sa  surface. 

Certificat  d'Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Exposer  et  justifier  la  méthode 
de  Gattss  pour  la  détermination  de  l'orbite  elliptique 
d'une  planète  d'après  trois  observations  équatoriales 
complète  en  s' en  tenant  à  la  première  approximation. 

On  désignera  par  /•,  rJ,  /■"  les  rayons  vecteurs  menés 
du  Soleil  à  la  planète  aux  moments  des  trois  observa  - 
lions  ;  par  8,  0',  8*  les  produits  de  la  constante  de  Gauss 
patries  intervalles  de  temps  écoulés  respectivement  entre 
la  seconde  et  la  troisième,  entre  la  première  "et  la  troi- 
sième, entre  la  première  et  la  seconde;  par  [/V]  le 
double  de  l'aire  du  triangle  compris  entre  /*,  rf  et  la 
droite  qui  Joint  leurs  extrémités;  par  ['"'/*"]  et  par 
\r  r"]  des  quantités  analogues.  On  regardera  comme 
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établies  les  formules 

[/•/'"]    "  0'  ['  Or-      ^  4'-'v  35"'""  J' 

[/•;•'[    _  0'  I"   __  0'»  — Q'«  __  QfOQ'-Q'»)  dr^        l 
|/r  ]  ~~  0'  ['  6/ •'»  {/•'*  riO'"     l" 

Certificat  de  Géométrie  supérieure. 

Epreuve  écrite.  —  Soient  ftJ  f2,  f*,  f\  des  formes 
quadratiques  de  trois  paramètres  Çf,  £j,  £*  dont  les 
coefficients  sont  donnés ,  o/i  considère  la  sur/ace  S  </<?/?- 
me  p/ir  les  formules 

?^i=/u         ?-*i=/n         ?*s=fz>         p**=.A> 

aux i,  x2,  x3,  J?4  5cm*  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  de  l'espace. 

i  °  Déterminer  la  ligne  double  de  cette  surface. 

2°  Donner  une  classificatio  n  des  surfaces  telles  que 
S  Jfffon  la  natwe  de  cette  ligne  double. 

3°  Démontrer  que  la  surface  S  est,  en  général,  le 
lieu  d'un  point  dont  les  racines  carrées  des  distances 
à  quatre  plans  fixes  sont  liées  par  une  relation 
linéaire  et  homogène. 

4°  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
face S. 

5°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  tracées 
sur  cette  surface. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  un  cône  C  dont  te 
sommet  est  dans  le  plan  vertical  de  projection  et  dont 
la  base,  située  dans  le  plan  horizontal,  est  une  ellipse  E 
ayant  son  grand  axe  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
Construire  les  projections  de  la  courbe  double  de  la 
surface  réglée  engendrée  par  les  normales  au  cône  C 
en  tous  les  points  de  l'ellipse  E. 
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ÉCOLE  CENTRALE  MS  ARTS  ET  MANUFACTURES. 
CONCOURS  DE  1897  (BEUXIEME  SESSION)  (•). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  quelconques  Qx  el  Qy,  un  point 
k(x  =  a)  sur  l'axe  des  x%  un  point  B(y  =  b)  sur  l'axe  des  ^ 
et  une  droite  (D),  y  —  mx  =  o  : 

i°  Former  l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  au 
triangle  AOB  et  telles  que  le  pôle  de  la  droite  ÀB  soit  sur  (  D)  ; 

2°  Démontrer  que  toutes  les  coniques  ont  une  tangente 
commune,  qui,  avec  l'axe  des  x,  l'axe  des  y  et  la  droite  (D), 
détermine  sur  ÀB  une  division  harmonique;  et  que  la  droite  (D) 
a  un  pôle  fixe  par  rapport  à  toutes  les  coniques; 

3°  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  est  tan- 
gent  à  la  droite  (D)  et  que,  si  Ton  fait  varier  m,  il  passe  par 
quatre  points  fixes; 

4°  Démontrer  que  la  polaire  d'un  point  (a,  P)  donné,  prise 
par  rapport  aux  coniques  du  faisceau,  passe  par  un  point  fixe. 
Construire  ce  point  et  voir  comment  il  .se  déplace  si  l'on  fait 
varier  m; 

5°  Démontrer  que  le  faisceau  de  coniques  correspondant  à 
une  valeur  donnée  de  m  admet  deux  paraboles  réelles  ou  ima- 
ginaires et  chercher  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tan- 
gentes à  ces  paraboles  aux  points  À  et  B  quand  m  varie. 

Épure. 

Intersection  d'un  tore  et  d'un  cylindre  de  révolution.  — 
Le  tore  a  son  axe  zsr  vertical  et  placé  au  milieu  de  la  feuille  de 
l'épure.  Le  rayon  du  cercle  générateur  (c,  c')  est  de  4omm.  Le 
centre  de  ce  cercle  décrit  une  circonférence  de  centre  oo'  et 
de  rayon  0V=6oram.  Le  point  (00')  est  à  58mm  au-dessus  du 

(')  Par  suite  d'une  erreur,  la  question  de  Géométrie  analytique 
et  l'épure  données  ù  la  première  session  n'ont  pas  été  insérées; 
elles  paraîtront  dans  un  de  nos  prochains  numéros. 
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plan  horizontal  et  à  îSo"1™  en  avant  du  plan  vertical  xy  de 
projection. 

Le  cylindre  de  révolution  est  défini  de  la  manière  suivante  : 
Son  a\e  est  contenu  dans  le  plan  méridien  xtyt  du  tore  qui 
fait  45°  avec  le  plan  de  front.  Cet  axe  rencontre  en  a  Taxe 
vertical  z  du  tore  (cote  du  point  a,  i4om,n)  et  il  passe  par  le 
point  (cjc',),  centre  du  cercle  générateur  du  tore.  La  généra- 


trice est  la  tangente  g\b\  à  la  deuxième  position  ctct  du 
cercle  générateur  dans  le  plan  méridien  X\yx. 

On  demande  de  déterminer  l'intersection  des  deux  surfaces 
en  ayant  soin  d'indiquer  la  construction  de  la  tangente  en  un 
point  de  la  courbe.  Il  sera  tenu  compte  de  la  recherche  des 
points  et  tangentes  remarquables. 

On  figurera  le  tore  en  supprimant  de  ce  corps  la  portion 
contenue  dans  le  cylindre. 

Nota.  —  Les  projections  auxiliaires  seront  tracées  à  l'encre 
bleue. 

Cadre  de  om,2j  sur  om, 45.  Ligne  de  terre  parallèle  aux  petit» 
côtés  du  cadre  et  à  om,i8o  du  côté  supérieur. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 
Titre  intérieur  :  Tore  et  cvlindrc. 
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AVIS. 


Conservatoire  national  des  Arts  et  Métiers. 

Nous  recevons  l'affiche  des  Cours  pour  Tannée  1897- 
1898.  L'avis  que  nous  avons  publié  dans  le  présent 
Volume  (p.  4"*)  s'applique  sans  aucune  modification. 


BIBLIOGRAPHIE. 

Ch.  MER  A  Y,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Dijon.  —  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse  infinité- 
simale et  ses  applications  géométriques.  3e  Partie  : 
Questions  analytiques  classiques.  Un  vol.  grand  in- 8 
de  vi-206  pages.  Prix  6fr.  —  Paris,  Gaulhicr-Villars 
et  fils  ;  1897. 

Dans  ce  nouveau  Volume,  l'auteur  applique  aux.  questions 
usuelles  les  principes  et  les  méthodes  qui  font  l'objet  des  deux 
précédents.  Grâce  à  la  netteté  et  à  la  précision  de  tous  ces 
aperçus,  on  aborde  sans  peine  l'étude  des  questions  les  plus 
ardues  et,  quand  l'artifice  intervient,  il  devient  logique,  tant  il 
est  bien  amené  par  la  succession  des  idées. 

Ce  qui  prouve,  du  reste,  l'importance  de  l'œuvre  de  M.  Alé- 
ray,  c'est  qu'elle  a  des  partisans  et  des  adversaires  passionnés. 
A  une  époque  où  l'Analyse  a  pris  un  développement  si  extraor- 
dinaire, il  n'y  a  pourtant  pas  à  s'étonner  autant  de  voir  des 
esprits  élevés  s'inquiéter  enfin  de  ia  solidité  de  la  base  sur 
laquelle  repose  un  édifice  comprenant  tant  de  pièces  si  labo- 
rieusement assemblées. 

En  regardant  de  près  certaines  démonstrations  longtemps 
admises  sans  conteste,  en  discutant  les  principes  décorés  du 
nom  de  notions  primordiales,  on  est  forcé  de  reconnaître  que 
ceux-ci  sont  contestables  et  celles-là  peu  claires,  peu  convain- 
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cantcs,  quelquefois  môme  erronées.  De  là  des  obscurités  et  des 
doutes,  bien  faits  pour  fatiguer  et  inquiéter  au  début  ceux  qui 
abordent  l'étude  des  hautes  Mathématiques. 

En  adoptant,  au  contraire,  le  point  de  départ  de  M.  Méray, 
on  comprend  immédiatement  ce  que  c'est  qu'une  fonction; 
chaque  nouveau  fait  apporte  ensuite  avec  lui  sa  raisoa  d'être 
en  même  temps  qu'une  démonstration  simple,  gardant  toute  la 
rigueur  réalisable  dans  les  éléments. 

Les  adversaires  de  cette  méthode  lui  font  le  reproche  de 
tout  ramener  à  un  type  unique,  par  le  moyen  du  développe- 
ment en  séries  entières  ;  il  n'est  certes  pas  difficile  d'imaginer 
des  fonctions  pour  l'étude  desquelles  ce  procédé  serait  pénible 
ou  même  impraticable;  mais,  sans  compter  que  ces  fonctions 
n'ont  existé  jusqu'à  présent,  et  n'existeront  probablement 
jamais,  qu'à  l'état  de  pures  et  bien  arides  spéculations,  une 
objection,  même  moins  fantaisiste,  ne  saurait  diminuer  la  va- 
leur d'un  concept  embrassant  les  faits  les  plus  variés,  avec  une 
facilité  et  une  sûreté  inconnues  jusqu'ici.  Pour  lui  donner 
créance,  que  ses  auteurs  commencent  par  fournir  un  point  de 
départ  aussi  bien  défini! 

La  rectitude  invariable  de  la  voie  suivie  n'empêche  pas, 
d'ailleurs,  qu'elle  jette  des  embranchements  au  fur  et  à  mesure 
des  besoins  de  la  Science.  Bien  loin  d'affaiblir  l'esprit  de 
recherche,  de  restreindre  son  initiative,  d'é mousser  ce  qu'il 
doit  avoir  d'incisif,  cet  enseignement  à  la  fois  clair  et  précis, 
dans  lequel  toutes  les  démonstrations  atteignent  sans  effort  la 
rigueur  absolue,  ajoute,  à  la  satisfaction  de  l'intelligence,  la 
sûreté  nécessaire  pour  faire  de  nouveaux  pas  en  avant. 

Aussi,  après  d'autres  et  en  pleine  conviction,  émettrai -je  le 
vœu  que  la  méthode  de  M.  Méray  ne  tarde  pas  à  pénétrer  dans 
l'enseignement. 

Bien  que  ce  troisième  Volume  ne  renferme  que  des  applica- 
tions, son  intérêt  n'est  pas  diminué  pour  cela. 

L'espace  me  manque  pour  détailler  toutes  les  jolies  questions 
que  le  lecteur  y  trouvera.  Je  signalerai  seulement  une  nouvelle 

=-_*  H  étant 

COS.T  —  H 

une  constante  réelle  quelconque;  une  démonstration  inat- 
tendue des  formules  de  Cauchy  pour  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires  à  coefficients  constants.  A  remarquer  aussi,  au 
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point  de  vue  doctrinal,  la  rigueur  absolue  rendue  à  la  théorie 
des  intégrales  multiples  par  la  prise  en  considération  de  l'olo- 

tropie  de  la  fonction  placée  sous  le  signe  /  ;  quelques  points 

du  calcul  des  variations  traités  d'une  matière  précise  et  claire; 
l'exposé  d'une  proposition  à  substituer  au  lemme  de  Cauchy 
dans  la  théorie  générale  des  fonctions,  observation  qui  affermit 
encore  la  base  choisie  par  M.  Méray,  en  justifiant  l'introduc- 
tion généralisée  des  séries  entières  dans  l'Analyse. 

L'addition  V  «  Sur  un  cas  étendu  dans  lequel  l'interpolation 
permet  de  représenter  une  fonction  avec  une  approximation 
indéfinie  »  montre,  une  fois  de  plus,  combien  est  insuffisante 
la  considération  exclusive  de  la  continuité  des  fonctions. 

Dans  son  ensemble,  l'œuvre  a  une  portée  bien  plus  grande 
que  les  questions  de  détail  rassemblées  dans  le  Volume  dont 
j'avais  à  parler,  et  je  ne  pouvais  me  dispenser  de  l'apprécier  à 
cette  occasion.  En  cela,  je  me  suis  placé  surtout  au  point  de 
vue  doctrinal,  et  j'ai  souvent  prononcé  le  mot  enseignement  ; 
c'est  que,  en  effet,  j'ai  pu  constater,  en  utilisant  les  méthodes 
de  M.  Méray,  avec  quelle  facilité  de  jeunes  esprits  s'ouvraient 
ainsi  à  l'étude  des  Mathématiques,  réputée  pourtant  si  ardue. 

Il  est  bien  remarquable  que,  malgré  le  caractère  élevé  des 
questions  auxquelles  ces  méthodes  s'appliquent,  il  n'est  besoin, 
pour  se  les  approprier,  que  d'une  connaissance  un  peu  appro- 
fondie de  l'Algèbre  élémentaire.  F.  Pernot. 


PESTIONS. 


1784.  Si,  à  deux  tétraèdres,  dont  les  sommets  sont  les  huit 
points  communs  à  trois  quadriques,  on  circonscrit  deux  qua- 
driques  bitangentes,  dont  une  des  coniques  communes  est 
dans  un  plan  fixe,  le  plan  de  l'autre  passe  par  un  point  fixe. 

(E.  Duporcq.) 

1785.  Etant  donné  un  arc  de  courbe  plane,  on  considère  la 
perpendiculaire  abaissée  du  barycentre  du  périmètre  de  cet 
arc  sur  la  corde  qui  en  joint  les  extrémités  :  enveloppe  des 
droites  qui  correspondent  ainsi  à  des  arcs  de  courbe  parallèles 
à  un  arc  de  courbe  donné.  (E.  OrroncQ.) 
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ERRATA. 


1896,  page  4i°>  l»f?ne  »7«  <*«*  /fe«  de  ah  et  (JAl  lisez  a^el  S4. 

1897,  page  02^,  dernière  ligne  (Note),  au  lieu  de  2D1,  lisez  5at. 
1897,  page  53i,  ligne  3,  au  lieu  de  Mathematisclien,  lisez  Mathe- 

matischc. 


('  )  Les  lecteurs  sont  invités  à  signaler  les  erreurs  oui  auraient  pu 
se  glisser  dans  ce  relevé,  malgré  l'attention  avec  laquelle  on  Va 
établi.  La  Rédaction  les  remercie  à  l'avance  des  Communications 
qu'ils  voudront  bien  lui  faire  à  ce  sujet. 
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rentielles totales;  par  M.  E.  Jaggi 297 
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Dlb  Développement  en  séries  trigonométriques  des  poly- 
nômes de  M.  Léauté;  par  M.  P.  Appeli a65 
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par  M.  A.  Schwarlz  (traduit  par  M.  L.  Laugel).  200 
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par  M.  A .  Pages 34 1 
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groupes  de  transformations  géométriques  (P)  ];  théorie 
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heim 4°4 

v  «  au  !  Quelques  théorèmes  de  Géométrie;  par  M.  G.  Gallucci.       i3 
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M1.  —  Surfaces  algébriques. 
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d'une  cubique  gauche  ;  par  M.  Ch.  Bioche 168 
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0.  —  Géométrie  infinitésimale  et  Géométrie  cinématique;  appli- 
cations géométriques  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral  à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  ;  qua- 
drature et  rectification;  courbure;  lignes  asymptotiques, 
géodésiques  ;  lignes  de  courbure  ;  aires  ;  volumes  ;  sur- 
faces minima  ;  systèmes  orthogonaux. 
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02e         Démonstration  géométrique  d'une  propriété  de  la  cy- 

cloïde ;  par  M.  André  Vicaire 43° 

021  Sur  les  coniques  qui  ont  avec  une  courbe  donnée  en 
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M.  S.  Mangeot f\oS 

07b  Étude  générale  des  lentilles  épaisses  au  moyen  de  l'ho- 
mographie ;  par  M.  André  Vicaire 5 
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par  M.  A.  de  Saint-Germain 3ip, 
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sion ;  transformations  Irrationnelles  et  autres. 

Plb  Sur  la  transformation  homographique  des  propriétés 
métriques  des  figures  planes;  par  M.  Georges  Bro- 
card      293 

Q.       Géométrie,  Divers;  Géométrie  à  n  dimensions;  Géométrie 
non  euclidienne.  Analysis  si  tus;    Géométrie    de  situa- 
tion. 

Q4a         Théorie  des  régions;  par  M.  E.  Cahcn 533 

R.  —  Mécanique  générale  ;  Cinématique  ;  Statique  comprenant  les 
centres  de  gravité  et  les  moments  d'inertie  ;  Dynamique  ; 
Mécanique  des  solides  ;  frottement  ;  attraction  des  ellip- 
soïdes. 

Rie         Sur  le  joint  de  Cardan;  par  M.  Th.  Caronnet 472 

R4aô       Sur  l'équilibre  de  la  > is  ;  par  M.  C.  Ihntrlct 42** 
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R4b  Sur  les  intégrales  communes  à  plusieurs  problêmes 
sur  l'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible;  par 

M.  N.  Saltykow 245 

R4b        Sur  l'équilibre  indifférent  d'une  chaîne  pesante  sur  une 
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